10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

10 Soustavy linearnich rovnic

10.1 Zakladni pojmy

Budeme uvazovat soustavu m linearnich rovnic o n neznamych s koefi-
cienty z télesa T (potom hovotime o soustavé m linedrnich rovnic o n
neznamych nad télesem 7T'):

a11°1 + apxs + ... + apx, = by
9121 + A99%o + ... + a9,T, = b9 (14)

Am1T1 + QpoXo + ... + GpTn = by,

Se soustavou ([I4]) jsou spojeny nasledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

a1 a2 ... Qip
A _ as1 a9 ... A9y
Am1 Am2 ... Amn

Rozsifena matice soustavy A*:

ai;p a1 ... Qin bl
gr o | @2 a2 .. az by
Am1 Am2 ... Gmp bm

Poznamka. Pro oznaceni rozsirené matice pouzivame i jiné symboly
nez A*. Naptiklad Aroz.
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10.1 Zakladni pojmy 10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

10.1.1 Maticovy zapis soustavy

Uzitim uvedenych matic mizeme soustavu ([I4]) zapsat ve tvaru

A=,
_xl_ _bl_
- 2| . (s T by | . ,
kde u = je vektor neznamych a b = | “| je vektor pravych
Tn bm

stran rovnic soustavy. Tyto vektory miZzeme chépat také jako matice,
pak pouzijeme zapis
A-X =8B,

kde X =7 a B =b.

Casto je vihodné hledét na soustavu (I4)) jako na linedrni kombinaci
sloupcovych vektort matice A:

aii ai2 A1n bl
a1 a22 as bz

zi-| | x| |+t = 7. (15)
am1 Am2 Amn bm

Coz strucnéji zapiseme ve tvaru:

r1-ai+x9 a0+ ... +x, a,=>.

Podle vektoru pravych stran b rozlisujeme soustavy (I4)) na dva typy:
1) Homogenni soustavy pro b=3d= (0,0,...,0)

2) Nehomogenni soustavy pro b #+0
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102 Resitelnost soustavy 10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

10.2 Resitelnost soustavy

Zajimé nas, jak pozname, zda ma soustava reseni a kolik rtiznych feseni
muze mit.
Véta 10.1 (Frobeniova véta). Soustava m linedrnich rovnic o n ne-
znamych nad télesem T' mad aspon jedno reseni pravée tehdy, kdyz
hodnost matice této soustavy je rovna hodnost: rozsirene matice sou-
stavy, tj.
h(A) = h(A").

Diikaz. Frobeniova véta ma formu ekvivalence. Miizeme ji schematicky
vyjadrit takto:

asponi jedno Teseni < h(A) = h(A").
Dokazujeme tedy prislusné dveé implikace:
(1) aspon jedno Teseni = h(A) = h(A*)
aspon jedno feSeni = ex. x1,T9,...,T, tak, Ze x1 - @ + 2o - Gy +
. + Ty - @, = b = b je linearni kombinaci vektora aq, ao, ..., a, =
(@1, @y, ..., ay) = [a1,az, ..., @y, b = h(A) = h(A*)!
(2) h(A) = h(A*) = aspor jedno Teseni
h(A) = h(A*) = b je linedrni kombinaci vektort @y, s, ..., @, = existuje

feSeni x1, To, ..., Ty,
[]

Priklad 37. Zjistéte, zda je tesitelna tato soustava
r1 — 3r9+ 223 =1
201 — 3Ty — 13+ dry = —7
3x1 — Tx9+ 23 — Dry = —6

332—333—334:—1

1Zépisem [ty @2, ..., @l,] rozumime tzv. linedrni obal mnoziny vektorti @1, @2, ..., iy, co% je mnoZina viech
linearnich kombinaci téchto vektori. Vice v predmétu Linedrni algebra a geometrie.

49
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Poznamka. Reseni soustavy linedrnich rovnic mize dopadnout trojim
zpusobem. Bud mé pravé jedno feseni, nebo mé nekonecéné mnoho Feseni
a nebo TeSeni nema. Jind moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pfi
ovérovani platnosti Frobeniovy podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno Teseni (tj. jednu
usporadanou n—tici),

(ii) h(A) = h(A*) < n ... soustava ma nekonecné mnoho fesent,
(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nema TeSeni.

10.3 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Homogenni soustavou rozumime soustavu rovnic, které maji na pravych
stranach vyhradné nuly. Pro takovou soustavu je vzdy splnéna Frobeni-
ova podminka. Homogenni soustava ma tedy vzdy feSeni. Pokud je jeji
matice regularni, tj. h(A) = n, ma jediné - trividlni - Teseni, kterym je
usporadana n—tice tvorena samymi nulami. Pokud je matice soustavy
singularni, tj. h(A) < n, ma homogenni soustava nekonecné mnoho fe-
Seni. Timto piipadem se ted budeme zabyvat.

Piiklad 38. Reste homogenni soustavu

r1 + X9 + XT3 + T4 =
r1 + 21‘2 + 31‘3 + 41‘4
r1 + 3r9 + drs + Txy
r1 + 4z + Tx3 + 1024 =

(16)

|
o o oo

Poznamka. Dvé soustavy Ad = 0, Bu = 0 jsou ekvivalentni pravé
kdyz radkové vektory matic A, B generuji stejny podprostor. Ekviva-
lentni Gpravy soustavy rovnic totiz odpovidaji ekvivalentnim tpravam
odpovidajici matice provadénym na jejich radcich.
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10.3 Homogenni soustava 10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Reseni: MnoZina feseni dané homogenni soustavy:
Wa={(s+2t,—2s —3t,s,t);s,t € R},

Mnozina Wy je podprostorem vektorového prostoru R*. Mtizeme ji za-
psat jako linearni obal dvou nezavislych vektort:

Wa=[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] CC R*.

Dimenze W, je potom
dimW, = 2.

Véta 10.2. Necht je dana homogenni soustava m linedrnich rov-
nic o n neznamych nad télesem R a necht matice A této soustavy
md hodnost h(A). Potom mnozina W, vsech TeSeni této soustavy
je podprostor aritmetického vektorového prostoru R" a ma dimenzi
n — h(A), t.

dimWy =n — h(A).

Diikaz. *
(1) Nejprve dokazeme, ze W4 je podprostorem R":
Vyuzijeme nésledujici vlastnosti maticovych operaci (A, B, C' jsou ma-
tice, r € R) spolu s vétou o urceni podprostoru, kterou zname ze zimniho
semestru:

(i) A(B+C)=AB+ AC,

(ii) (rA)B =rAB =r(AB).

LuveWy,=Au=0 Av=0= Au+Av=0= Alu+v)=0=
u—+v e Wy

II.u € Wapao € Rij= Au = 0 = a(Au) = 0 = Alau) = o =
au € Wy.

'K tomuto dikazu neméame vytvofen odpovidajici pojmovy aparat. Vratime se k nému v predmétu Linedrni
algebra a geometrie.
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(2) Ted dokazeme, ze dimW 4 = n — h(A).

Dtikaz naznac¢ime pro pripad n = 3. MoZnost zobecnéni bude ziejma.
Vyuzijeme vétu o vztahu dimenzi jadra a obrazu homomorfismu. Tu sice
jesté nemame dokazanou, ale to napravime béhem tohoto semestru.

Uvazujme homomorfismus
f(@1, 29, 3) = (a1171+a1202+01373, Q2171 +A2To+02373, A3171+032T2+aA3373).
Pro jeho jadro Kerf a obraz Im f zfejmé plati:

Kerf = Wy,

Imf = [{(a11, a9, as1), (a12, ase, ass), (ais, ass, ass)}|,

kde dimenze obrazu odpovida hodnosti matice soustavy A, tj. dimIm f =
h(A). Potom, podle zminéné véty, kterou si teprve dokazeme, plati

dimKerf = dim V' — dim Im f. (17)

Dimenze vektorového prostoru neznamych 1, x9, T3 soustavy je v pri-

padé uvedeného homomorfismu rovna 3, obecné pak n. Po dosazeni
Kerf =Wy, dimImf = h(A) a dim V' = n do [I7 dostaneme

dim Wy =n — h(A) (18)
[]

10.3.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vsech reseni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k feSeni prikladu B8l Vidéli jsme, Ze si ho miZeme zapsat tvaru
Wa=[(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukazeme, jak se daji primo najit vektory
baze podprostoru Wy.
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10.3 Homogenni soustava 10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Postup feseni Prikladu B&t

1. Urcéime tzv. zakladni neznamé
Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:

~ =~ =
O =
[— =
O —
el

|

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim na kazdém radku

— = =
=~ W DN
o O O
S O = =
o O DN =
o O W

o O O =
W N = =
(@ I N O R
O O W =

-~ Ot W

10

matice v Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni neznamé.
V nasem pripadé se jedna o x1 a x3. Vzhledem k témto neznamym pak
fesime soustavu, kdyz zbyvajici neznamé ("nezakladni” nebo téz ”volné”
neznamé) nahradime redlnymi parametry. V nasem konkrétnim piipadé
tedy

zakladni nezn. :  xq, x9; volné nezn. : wx3=3s, x4=1t;, s,t€R.
Odpovidajici soustava ma potom tvar

$1+l’2+l’3+l’4:0

19
Ty + 2x3 + 3x4 = 0 ()

2. Vypocitame dimenzi prostoru reseni Wy
dmWy=n—h(A)=4—-2=2
3. Hledame dvé nezavisla reseni l;l, 52 tvorici bazi Wy

Vektory 51, b nejprve volime takto:

gl - (ﬂfl,l’g, 170)7 52 - (y17y2707 1)
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10.3 Homogenni soustava 10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Potom je dosadime do soustavy (I9) a dopocitame piislusné hodnoty 1,
L2, Y1, Y2 - = =

by = (1,—2,1,0), by =(2,-3,0,1).
Obecné Teseni & homogenni soustavy (B8)) pak mizeme zapsat jako line-
arni kombinaci vektort by, b :

7=s(1,-2,1,0)+#2,-3,0,1); s,t€eR.

Priklad 39. Reste nasledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic
a urcete bdazi vektoroveho prostoru vsech resent této soustavy:

ry — 2x9 — x3 + 214 + Dy =0
3r; — 6xy — 2x3 + x4 + 35 =0 (20)
—2x1 + 4dx9 + x3 + 14 + 225 =0

Wa=1{(2,1,0,0,0),(3,0,5,1,0),(7,0,12,0,1)}]
Obecné Teseni mlizeme zapsat ve tvaru
r=r(2,1,0,0,0)+s(3,0,5,1,0) +£(7,0,12,0,1); r,s,t € R. (21)

Poznamka. 7 tvrzeni véty plynou jasné zaveéry o poc¢tu reseni ho-
mogenni soustavy linedrnich rovnic. Je ziejmé, Ze hodnost matice A je
vZzdy mensi nebo rovna dimenzi n prostoru neznamych (poctu nezna-
mych). Uvazujme nejprve h(A) = n. Po dosazeni do vztahu dim W,y =
n — h(A) dostaneme pro dimenzi prostoru feseni soustavy dim W, = 0.
Jednd se tedy o trividlni podprostor obsahujici jediné - trivialni (nu-
lové) teseni soustavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim W, # 0.
Prostor feseni obsahuje tedy nekonec¢né mnoho prvki - soustava ma ne-
kone¢né mnoho reseni soustavy.
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10.4 Nehomogenni soustava 10 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

10.4 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji ne-
konecné mnoho feSeni. Ukazeme si, jak spolu souvisi feSeni takové neho-
mogenni soustavy s feSenim ji odpovidajici soustavy homogenni. Zacneme
prikladem soustavy, ktera se, az na pravé strany, shoduje s homogenni
soustavou (20) z prikladu B9l

Piiklad 40. Reste ndsledujici soustavu linedrnich rovnic:
ry — 2x9 — x3 + 2x4 + dxy =8
3v, — 6z — 273 + x4 + 315 =2 (22)
—2x1 + 4x9 + 13 + 14 + 275 =6
ReSeni: Regent
M ={(—=14 42k + 31+ Tm, k, =22+ 5l + 12m,l,m)}

muZzeme prepsat do tvaru, v némz je patrné feseni ([21]) ptislusné homo-
genni soustavy (20):

M = {(—14,0,—22,0,0)4k(2,1,0,0,0)+(3,0,5, 1,0)+m(7,0,12,0,1)}

Vé&ta 10.3 (Regeni nehomogenni soustavy). Nechf @ je libovolné Tesend
nehomogenni soustavy Ax = baW, je vektorovy prostor vsech reseni
odpovidajici homogenni soustavy AT = 0. Pak pro mnozZinu M vsech
resent soustavy Ax = gplati.'

M={17+17;176 WA}.

Poznamka. Véta nam jinymi slovy iiké, Ze vSechna reseni ne-
homogenni soustavy linearnich rovnic jsou urc¢ena souc¢tem
jednoho konkrétniho reSeni této soustavy a vSech reseni pri-
slusné homogenni soustavy.
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Dikaz. (1) {T+@} C M; A(@+@) = AT+ Al = AT+5=Av=1

2) M C{T+a}; AT =0b, AT =1b = AW —v) = 0 = existuje
i =0 — U € Wy tak, 7e Al = A(G+ @) = b. ]

Zavér: Pri feSenl nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekoneéné
mnoha feSenimi (tj. h(A) = h(A*) < n) miZeme postupovat takto:

1. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné reseni
ozna¢me .

2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznacme
ho v.

3. Mnozinu M vsech feseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako
soucet jejiho jednoho konkrétniho Teseni a obecného Teseni prislusné ho-

mogenni soustavy:
M=v+1x

Poznamka. Mnozina vsech FeSeni nehomogenni soustavy netvori vek-
torovy prostor (neobsahuje nulovy vektor). Jedna se o tzv. linearni
mnozinu. Pozdéji si ukdZzeme, Ze se jedna o afinni bodovy podprostor.

10.5 Reseni regularnich soustav

Soustavu

a11r1 + a1 + ... + a1z, = by
911 + a99xo + ... + aspx, = by (23)

Am1T1 + QpoXo + ... + GmpTn = by,
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nazyvame regularni, jestlize je regularni jeji matice soustavy

ail a2 ... aip
A _ as21 Q99 ... A9y
Am1 Am2 ... Amn

To znamend, kdyz je matice A ¢tvercova fadu n (tj. m=n, nezndmych
je stejny pocet jako rovnic) a jeji hodnost je rovnéz n (nebo je splnéna
ekvivalentni podminka det A # 0). Sloupcové (fadkové) vektory regularni
matice jsou tedy linearné nezavislé a tvori bazi vektorového prostoru V,,
dimenze n :

V, = [{a, a0, ..., a,}] = [{a1, a0, ..., an }].

Pfipometime si, Ze soustavu (23)) mizeme zapsat pomoci linearni kombi-
nace sloupcovych vektortt matice A :

aiy a9 aip by
a1 a22 as b2

z1- | | Fxe | T x| =7 (24)
anl an2 Ann bn

—

Protoze b € V,, a mnozina sloupcovych vektoru {ay,as, ..., a,} je béaz
V., je ziejmé, Ze existuje jedina n—tice (x1, w9, ..., T, ) takova aby rovnost
(24)) platila. Regularni soustava (23) ma tedy skutec¢né pravé jedno reseni
ve tvaru (ry, T, ..., Tp).

Piiklad 41. Reste ndsledujici soustavu v R*.

1+ 2o+ 203+ 314 = 1

3$1 — X9 — T3 — 2%4 = —4
2371 + 3$2 — T3 — Ty = —6
T1+ 209 — 313 — x4 = —4
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10.5.1 (Gaussova a Gaussova-Jordanova eliminace

Pouzijeme ekvivalentni Gpravy k prevedeni matice na nalezity tvar. Sou-
stava odpovidajici vysledné matici ma stejné feseni jako matice ptivodni
a pritom je jednodussi.

101 02 301 11 2 3[1] [1000/ -1
3 —1 —1 —2|—4 0 —4 —7 —11|-7 0100|-1
2 3 —1 —1|-6 0O 0 27 39 |39 00100
1 2 -3 —-1|—-4 0O 0 O 1 1 0001 1
Regeni soustavy: X = (—1,—1,0,1).
10.5.2 Cramerovo pravidlo
Cramerovo pravidlo a jeho diikaz najdete na strané
(11 2 3]
3 —1 —1 =2
A= 2 3 —1 -1’
1 2 -3 —1
1 1 2 3] (11 2 3]
-4 -1 —1 =2 3 —4 —1 -2
A= 53 1|0 2T e 61 1|
—4 2 -3 -1 1 -4 -3 —1
(11 1 3 ] (11 2 1]
3 —1 —4 -2 3 —1 —1 —4
=19 3 51| M=|9 3 1 ¢
1 2 —4 —1 1 2 -3 —4
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Spocitame prislusné determinanty:

det A =81, detA; = —81, det Ay =—81, detA3=0, detAy=81.

a dle Cramerova pravidla urc¢ime reseni soustavy:

—81 —81 0 81
31 , 9 31 , X3 , Ty

= 31 31

10.5.3 UZzitl inverznl matice

ResSenou soustavu miizeme zapsat maticové ve tvaru

A.-X =B,

kde A je matice soustavy, B je matice pravych stran a X je matice
neznamych. Potom pro X plati

X=A"1.B,
kde A~! je inverzni matice k matici A,

-5 7 0 1 7

27 27 27

-1 =5 1 =2

—1__ | 27 27 3 27

A7 = -2 -1 1 -13

27 27 3 27

1 0 -1 1

L 3 3 3

Po vynasobeni dostaneme:

X=A1'B=(-1,-1,0,1).
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10.6 Reseni soustav linearnich rovnic - cvicéeni

Ukol: Reste dané soustavy. Nejprve ovétte platnost Frobeniovy pod-
minky. U regularnich soustav vyzkousejte vSechny vysSe uvedené metody:.

1+ 2o+ 203+ 314 = 1 Ty —3dxrg+4xry = —9
() 3] — Ty — T3 — 2x4 = —4 (b) r1 —2x3+ 314 = —4
201 +3x9 — 23— x4 = —6 3r1 + 229 — dxy = 12
1+ 209 — 33— 24 = —4 4dxry 4+ 3x9 — dxrg = O
(C) br —2y+z2 = 4 (d) dxy 4+ 3x9 + 203 + 14 = —9D
—x+3y —22z = —1 201 +x9 + 223+ 314 =
3x —2y+ 3z = 8 r1+ 209+ 3x3+ 414 = 5

3r1+ 209 +x3+ 224 = 1

201 — 3x9 + 613 — 24 = 1 T+ 7Ty + dxg + 204 =

(¢) 1+ 2x9 —x3 = 0 (t) T1— 209 — T3 — Ty =
r1+3x9 —x3— T4 = —2 3r1 — 2x9 + T3 — Xy =

901 — x9 + 1523 — by = 1 201 + 9r9 + 8x3 + 3y =

r1+dxy+ 33+ x4 =

60
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r1 — 4wy + 213 =
() 201 — 3xy — X3+ dxry =
3r1 — Tx9+ T3 — D1y =

Lo — T3 — Ty =

' T+ 31‘2 + 51‘3 + 71‘4 =
(1) 3$1 + 51‘2 + 71‘3 + Ty =
bx1+ Txo+ 23+ 314 =

7T1 4+ 2o + 313 + Dy

1

o

—06
—1

16

61

3r1 — 229+ 5x3 — 64 = 0
Tx1 4+ 19 — 3x3 — 4y =
6x1 + ox9 — 1323+ 324 = 1
2x1 — 1329 4+ 4023 — 1624 = 13

T1— Tog— X3+ 204 — 305 = —3
dx1 + 39 + 43+ 224 + 225 = —2
1+ 219 —3x3+4xy — x5 = —1

201 — X9 +3x3 — 414 + 225 = 8
3r1+ 19 — 23+ 204 — x5 = 3



