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1 ReSeni soustav linearnich rovnic

1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici o n neznamych xz1, o, ..., x,, s redlnymi koeficienty rozumime
rovnici ve tvaru
a1x1 + asxs + ... + a,x, = b, (1)

kde koeficienty aq, ao, ..., a,, b jsou realna cisla.
Oznaceni ,linearni“ vyjadiuje skutecnost, ze kazda z neznamych x1,xo, ..., z, se
v rovnici vyskytuje nejvyse v prvni mocniné. Pokud by nejvyssi mocninou, v niz
se v rovnici vyskytuje proménné, byla mocnina druha, resp. treti, hovotili bychom
o rovnici kvadratické, resp. kubické (pfipadné o rovnici druhého, resp. tfetiho stupné).

V pripadé rovnic o jedné, dvou ¢i trech nezndmych pouzivame pro oznaceni ne-
znamych a koeficientl ¢asto i jiné symboly nez v ([Il), napt. neznamé oznacujeme z,
y a z a koeficienty a, b, c a d:

axr = b, ax + by = c, ar + by + cz = d.

1.2 Soustava linearnich rovnic

Budeme uvazovat soustavu m linearnich rovnic o n neznamgych s redlnymi koeficienty
(obecné s koeficienty z télesal T'; potom hovoiime o soustavé m linearnich rovnic
o n neznamych nad télesem 7'):

a1171 + a19Ts + ... + ay,x, = by
a9211 + a929x9 + ...+ AoanTy — b2

Am1T1 + 2T + ... + QppTy = bm
Se soustavou () jsou spojeny néasledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

ail aio ... QAip
A _ a921 a99 ... QdA9p
Aml Am2 Amn

L Télesem®“ zde rozumime algebraickou strukturu (jiz znite algebraickou strukturu zvanou ,grupa“). V kurzu
linearni algebry a geometrie budeme pracovat vyhradné s télesem realnych ¢isel R. Definice této algebraické struktury
je uvedena v kapitole vénované vektorovému prostoru.



Rozsifena matice soustavy A*:

ai; a1 ... QAip bl
A = a1 dza ... G2, | by
Aml Am2 ... Amn bm

Poznamka. Pro oznaceni rozsifené matice pouzivame i jiné symboly nez A*. Na-
priklad Aroz.

1.3 Maticovy zapis soustavy

Uzitim nasobeni matic muzeme soustavu () zapsat ve tvaru

A-Z=b,
™ 6]
. . , Ta| . . = ba | .
kde A je matice soustavy, ¥ = | | je vektor neznamych a b = | | je vektor
Tn b

pravych stran rovnic soustavy.

Vektory ¥ a b miiZeme chapat také jako matice. Pak pouzijeme zapis
A-X =8B,

kde X =7 a B =b.

Casto je vyhodné hledét na soustavu (2) jako na rovnost linearni kombinace
sloupcovych vektoru matice A vektoru b:

aii ais A1in b1
az1 a99 Aon by

xI1 - : —{—.CCQ' : ++.§l?n : = : , (3)
am1 Am?2 Amn bm

coz strucnéji zapiSeme ve tvaru:

X101+ To- QAo+ ...+ Ty -y =b.



Podle vektoru pravych stran b rozlisujeme dva typy soustavy linearnich rovnic (2)):

1) Pro b=05= (0,0,...,0) hovofime o homogenni soustavé, symbolicky ji zapi-
Seme

A-¥=0 (nebo A-X =0).
2) Pro b = 0 hovorfime o nehomogenni soustaveé, kterou symbolicky zapiseme

A-Z=b;b#£37 (nebo A-X=DB; B#£O0).

1.4 Resitelnost soustavy - Frobeniova véta
Zajiméa nas, jak pozname, zda ma soustava feseni a kolik rtiznych feSeni muize mit.

PRIKLAD 1.1. Rozhodnéte o poctu veseni dangch soustav. Potom je vyreste a
jegich Teseni geometricky interpretujte.

r+3y+2=>5 b dr+3y+2z=1 r+y—3z=-1

2 +y+z=2 r 43y +bz=1 9 2 43y—2:=1

r+y+dz=-T, 3z + 6y + 9z = 2, T+ 2y+z=3.
Reseni:

Provedeme Gaussovu eliminaci rozsifené matice kazdé z danych soustav:

ad a)

13 1|5 13 1|5 T+3y+z=5
2112 |~-~|01 =26 | — y—2:=6
11 5|-7 00 1|2 L_ 9

h(A) = h(A*) = n (pocet neznamych), soustava mé jediné feseni (je regularni)

Obrézek 1: Reseni piikladu 1.1a - t¥i roviny s jednim spoleénym bodem



Reseni uré¢ime napiiklad Gaussovou-Jordanovou eliminaci (mtzeme vsak pouzit také
Cramerovo pravidlo, inverzni matici ¢i primé feseni soustavy):

1 3 1|5 13 115 1 00|1
2112 |~~]01 -2/6 |~--~]01O0]|2
1157 00 1/|-2 00 1]-2
ReSenim soustavy je uspofadand trojice X = [1,2, —2]. Geometricky toto feSeni

interpretujeme jako bod, ktery je spolec¢ny tfem rovinam odpovidajicim danym rov-
nicim, viz Obr.[I]

ad b)
4321 1 3 5|1 r+3y+5z=1 (4)
1351 |~ |0 |

h(A) = h(A*) < n (pocet neznamych), soustava ma nekoneéné mnoho feseni

Obrézek 2: Reseni piikladu 1.1 b - t¥i roviny se spole¢nou piimkou

Reseni ur¢ime ze soustavy (d), ktera odpovida matici v Gaussové tvaru ekvivalentni
s rozsifenou matici dané soustavy:

r+3y+52=1
3y +62=1

Neznamé z,y, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim kazdého radku matice
v Gaussové tvaru ziustanou nezndmymi (tzv. ,zdkladni“ neznamé), zatimco nezna-
mou z nahradime realnym parametrem ¢ (nejsme schopni urcit hodnoty vice nezna-
mych nez je pocet nezavislych rovnic, proto tuto tieti neznamou uvazujeme jako
,volnou®):

z=t;teR
r+3y=1-—>52
3y=1-—6t



- 1

Resenim soustavy je mnozina vSech usporadanych trojic M = {[t, = — 2t,t];t € R}.
Geometricky toto feseni interpretujeme jako primku, kterd je spolecna vSem trem
rovinam odpovidajicim danym rovnicim, viz Obr.[2

ad c)
11 -3|1 11 -3 1 vy —3z=1
23 2|1 |~---~(01 4 |-1|—7 y+4z=-—1
12 13 00 0|3 0=3
h(A) < h(A*), soustava nema Feseni

Obréazek 3: Reseni piikladu 1.1 ¢ - tii roviny nemaji spole¢ny prinik

Mnozina feseni dané soustavy je prazdna: M = (). Geometricky lze tento zavér
interpretovat tak, ze roviny odpovidajici danym rovnicim nemaji (vSechny t¥i) zadny
spolec¢ny bod, viz Obr.[3]

Véta 1 (Frobeniova véta). Soustava m linedrnich rovnic o n neznamych nad télesem
T ma aspon jedno reSent prave tehdy, kdyzZ hodnost matice teto soustavy je rovna
hodnosti rozsirené matice soustavy, tj.

h(A) = h(A").

Dikaz. Frobeniova véta méa formu ekvivalence. Muzeme ji schematicky vyjadrit
takto:

aspoll jedno Feseni < h(A) = h(A").

Dokazujeme tedy prislusné dvé implikace:
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(1) aspon jedno feSeni = h(A) = h(A")

aspon jedno feSeni = ex. xy1,T9,...,T, tak,zexi-a1+ 9 -2+ ...+, -a, =b=
b je linearni kombinaci vektorid aq, as, ..., a,. Potom se jeho pridanim k matici tvo-
fené vektory @y, ay, ..., @, nemuze zvysit jeji hodnost, tj. h(A) = h(A*). Symbolicky
zapsdno:  [ay, s, ..., Gy) = [@1, g, ..., @y, b] = h(A) = h(A*).2

(2) h(A) = h(A*) = aspon jedno FeSeni

h(A) = h(A*) = b je linearni kombinaci vektoru @y, as,...,a, = existuje feseni
T1,L2y ..y Ty ]

Poznamka. ReSeni soustavy linedrnich rovnic mfize dopadnout trojim zptsobem.
Bud mé praveé jedno feSeni, nebo méa nekonecéné mnoho feSeni a nebo FeSeni nema.
Jina moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pri ovérovani platnosti Frobeniovy
podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno FeSeni (tj. jednu usporadanou
n—tici),

’

(ii) h(A) = h(A*) < n ... soustava ma nekone¢né mnoho feSeni (tj. nekonecné mnoho
usporadanych n—tic, které tvori néjaky ,podprostor”, napt. pfimku nebo rovinu),

(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nemd FeSeni.

PRIKLAD 1.2. Rozhodnéte o resitelnosti danych soustav. U kaZdé z nich rozhod-
néte, zda md praveé jedno resent, nekonecné mnoho resent, ¢i zda nemda Zadné resent.
Své tvrzeni zduvodnéte.

20 —y+2=1 b r+y—z=1 T+y—z=2
%) r+2y—z=3 r—y+22=0 ¢ 20 —y+32=1
de+3y—2=1, r+ 3y — bz =2, —r+y+2z=4.

2Zapisem [iiy, iz, ..., ii,] rozumime tzv. linedrni obal mnoziny vektorii iy, s, ..., @i, coZ je mnoZina viech line-
arnich kombinaci téchto vektoru. Vice v partiich vénovanych pojmu ,Vektorovy prostor®.
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1.5 Vztah mezi FeSenim nehomogenni a prislusné homogenni
soustavy linearnich rovnic
Mnoziny feSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic a k ni prislusné homogenni

soustavy spolu tzce souvisi. Zajima nas povaha tohoto vztahu, a jak ho miizeme
vyuzit pri feSeni nehomogennich soustav.

PRIKLAD 1.3. Reste dané dané dvojice homogennich a nehomogennich soustav
linearnich rovnic.

a) x+2y =0, x+2y =5,
e) —r+2y+2=0 —r+2y+z=7
r+y+22=0, r+y+2z=11.
Resen:
ad a)

ReSeni homogenni soustavy: W = {[-2t,t];t € R} = {t(—2,1);t € R}.
Reseni nehomogenni soustavy:
M ={[5—2t,t];t € R} = {[5,0] +t(—2,1);t € R}.
ad b)
ReSenf homogenni soustavy: W = {[—t, —t,t];t € R} = {t(-1,—1,1);t € R}.

Reseni nehomogenni soustavy:

M={[b—-t6—tt];te R} ={[5,6,0]+t(—1,—1,1);t € R}.

Vé&ta 2 (Reseni nehomogenni soustavy). Necht R je libovolné veseni nehomogenni
soustavy AX = B a Wy je vektorovy prostor vsech reseni odpovidajici homogenni
soustavy AX = O. Pak pro mnoZinu M vsech 1eSeni soustavy AX = B plati:

M ={R+u;u € Wy}.

Dikaz. (1) {R+ @)} C M; A(R+1i@) = AR+ Aii= AR+J=AR=DB

(2) M C{R+u}; AQ=B,AR=B=A(Q—R)=0=existujet=Q—R € Wy
tak, ze AQ = A(R+u) = B. O

Poznamka. Véta2l nam jinymi slovy ika, ze vSechna reSeni nehomogenni sou-
stavy linearnich rovnic jsou urcena souctem jednoho konkrétniho reseni
R této soustavy a vSech reseni u prislusné homogenni soustavy.
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Zaveér: Prii feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekonec¢né mnoha rese-
nimi (tj. h(A) = h(A*) < n) muzeme postupovat takto:

1. Vytesime prislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feseni oznac¢me 7.
2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me ho R.

3. Mnozinu M vsSech feseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako soucet jejiho
jednoho konkrétniho reSeni a obecného teSeni prislusné homogenni soustavy:

M=R+7z

Poznamka. Mnozina vSech feseni nehomogenni soustavy tvori tzv. bodovy pro-
stor (tj. je to mnozina bodt, také muzeme Fici ,mnozina mist*), zatimco mnozina
vSech Teseni prislusné homogenni soustavy tvoii tzv. vektorovy prostor (tj. je to
mnozZina vektorl, také muZeme ¥ici ,mnoZina sméra*).

Prvky bodového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
14 - Def. 2.1) nazyvame body. Kazdy bod, ktery je feSenim nehomogenni soustavy,
se da vyjadrit jako soucet jednoho konkrétniho bodu a lineadrni kombinace vektort
(které jsou fesenim prislusné homogenni soustavy).

Prvky vektorového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
8 - Def. 1.1) nazyvame vektory. Kazdy vektor se da vyjadiit jako linearni kombinace
skupiny vektord z téhoz prostoru, kterou nazyvame systém (mnozina) genera-
tort daného vektorového prostoru.

Dimenze vektorového prostoru je Cislo, které udava pocet linearné nezavislych
vektort, jejichz linearni kombinaci mohu vytvorit kazdy vektor uvazovaného pro-
storu. Systém generatort v.p., ktery je tvofen linearné nezavislymi vektory se nazyva
baze vektorového prostoru. Dimenze je tak rovna poc¢tu vektort baze daného vek-
torového prostoru. Bod (pocatek) ma dimenzi 0, pfimka dimenzi 1, rovina dimenzi
2 a prostor ma dimenzi 3.
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1.6 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych

Homogenni soustavou rozumime soustavu linearnich rovnic, které maji na pravych
strandch vyhradné nuly (tj. vSechny rovnice v soustavé jsou homogenni). Pro takovou
soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka. Homogenni soustava ma tedy vzdy
feSeni - tzv. ,trivialni feSeni®, které spociva v tom, zZe za vSechny neznamé dosadime
nuly (trividlnim fesenim je tedy usporadand n—tice tvofena samymi nulami, téz
mizeme Fici nulovy vektor).

Pokud je matice homogenni soustavy regularni, tj. h(A) = n, mé soustava jenom
trivialni feSeni.

Pokud je matice soustavy singularni, tj. h(A) < n, ma homogenni soustava ne-
kone¢né mnoho feseni a trivialni feseni je jenom jednim z nich. Timto pripadem
homogenni soustavy se ted budeme zabyvat.

PRIKLAD 1.4. Reste homogenni soustavu

r1 + Ty + x3 + x4 =
r1 + 2.%2 + 3$3 + 4.%‘4 =
r1 + 3.%2 + 5$3 + 7.1,‘4

r1 + 4x9 + Txg + 10xy =

oS O O O
—
Ot
~

Reseni: Mnozina feSeni dané homogenni soustavy:
Wa={(s+2t,—2s—3t,s,t);s,t € R},

Mnozina W, je podprostorem vektorového prostoru R*. Miizeme ji zapsat jako li-
nearni obal (tj. mnozinu vSech linedrnich kombinaci) dvou nezavislych vektort:

Wy =[{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] CC R*.

Dimenze W4 je potom
dimW 4 = 2.

Véta 3. Necht je ddna homogenni soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych nad
telesem R a necht matice A této soustavy md hodnost h(A). Potom mnozina Wy
vsech resent této soustavy je podprostor aritmetického vektoroveho prostoru R™ a ma
dimenzi n — h(A), tj.

dimWy, = n — h(A).

K dikazu této véty nemame zatim vytvoreny potiebné teoretické zaklady. Proto
se zde provizorné opreme o své dosavadni zkuSenosti a k rigoréznimu dtikazu se
vratime, az budeme pripraveni.

Jiz vime, Ze k nalezeni hodnot k£ neznamych potiebujeme k nezavislych rovnic
a neznamé, které jsou nad tento pocet nahrazujeme (vesmés redlnymi) parametry.
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Tim vyjadiujeme, Ze jejich hodnoty jsou v daném oboru volné, hovotrime o volnych
neznamych. Pocet parametri pak urcuje dimenzi prostoru feseni soustavy. A jak
pro tuto dimenzi dostaneme vyjadieni n — h(A)? Je-li hodnost matice (homogenni)
soustavy A rovna h(A), vime, Ze nezavislych rovnic soustavy je h(A). Mizeme tedy
urc¢it hodnoty h(A) neznamych. Z celkového poc¢tun (n > h(A)) tak zbyva praveé n—
h(A) volnych neznamych, které nahradim parametry a jejichz pocet urc¢uje dimenzi
prostou feSeni. Pokud napfiklad je h(A) = n, nemam zadnou volnou neznamou,
feSenim je jedina konkrétni usporadana n—tice, tj. bod, a dimenze prostoru reseni
jen —h(A)=0.

1.6.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vsech reseni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k feSeni prikladu [[L4l Vidéli jsme, Ze si ho mtzeme zapsat tvaru
Wa=[{(1,-2,1,0),(2,—-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukazeme, jak se daji primo najit vektory béaze
podprostoru Wy.

Postup reseni Prikladu [[.4k

1. Uréime tzv. zakladni neznamé
Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:

1111 1111 1111
123 4 0123 0123 1111
135 7 0246 000O 0123
147 10 0369 0000

Soustava odpovidajici vysledné matici v Gaussové tvaru ma tvar

$1+$2+$3+$4:O
ro + 2x3 + 3x4 = 0.

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim na kazdém radku matice v
Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni neznamé. V nasem pripadé se
jedna o x1 a xy. Vzhledem k témto neznamym pak feSime soustavu, kdyz zbyvajici
neznamé (”nezdkladni” nebo téZ ”volné” neznamé) nahradime realnymi parametry.
V nasem konkrétnim ptipadé tedy

zakladni nezn. :  xq, To; volné nezn. : wx3=3s, x4=1t; s,t€R.
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2. Vypocditame dimenzi prostoru reSeni W

dimWy=n—h(4)=4—-2=2

3. Hledame dvé nezavisla reseni 51, 52 tvorici bazi Wy

Vektory 51, 52 nejprve volime takto:
51 = (21,22, 1,0), 52 = (Y1, 92,0, 1).

Potom je dosadime do soustavy (@) a dopoc¢itame prislusné hodnoty 1, xa, Y1, ¥
by =(1,-2,1,0), by=(2,-3,0,1).

Obecné feseni 7 homogenni soustavy (L4]) pak mizZeme zapsat jako linearni kombi-
naci vektori by, b :

r=s(1,-2,1,0)+1(2,-3,0,1); s,teR.
PRIKLAD 1.5. Reste ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic a urcete
bazi vektoroveho prostoru vsech Teseni této soustavy:

T1 — 2$2 — T3 -+ 2.%‘4 + 5.%’5 =0
3$1 — 6$2 — 21’3 + T4 + 3513’5 =0 (7)
—2r1 + 49 + 23 + x4 + 225 =0

Reseni:
Wy = [{(27 1,0,0, 0)7 (37 0,5, 1, 0)7 (77 0,12,0, 1)}]

Obecné Teseni mizeme zapsat ve tvaru
r=r(2,1,0,0,0)+ s(3,0,5,1,0) + #(7,0,12,0,1); r,s,t € R. (8)

Poznamka. 7 tvrzeni véty 3 plynou jasné zavéry o poctu feseni homogenni soustavy
linearnich rovnic. Je ziejmé, ze hodnost matice A je vzdy mensi nebo rovna dimenzi n
prostoru neznamych (po¢tu neznamych). Uvazujme nejprve h(A) = n. Po dosazeni
do vztahu dimW, = n — h(A) dostaneme pro dimenzi prostoru feseni soustavy
dim W, = 0. Jedna se tedy o trivialni podprostor obsahujici jediné - trivialni
(nulové) feSeni soustavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim W, # 0. Prostor
feSeni obsahuje tedy nekoneéné mnoho prvki - soustava ma nekoneéné mnoho
reseni soustavy.
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1.7 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji nekonecné
mnoho teSeni. Jiz vime, jak spolu souvisi feseni takové nehomogenni soustavy s
feSenim ji odpovidajici soustavy homogenni (viz Véta ). Pokrac¢ujeme piikladem
soustavy, ktera se, az na pravé strany, shoduje s homogenni soustavou () z piikladu

PRIKLAD 1.6. Reste ndsledujici soustavu linedrnich rovnic:

1 — 2x9 — x3 + 224 + bxy; =8
3r; — 6x9 — 2x3 + x4 + 3x5 =2 9)
—2$1 + 4$2 + X3 + x4 + 2.735 =06

M ={(-14+42k+ 3l +7Tm, k,—22+ 5]+ 12m,l,m)}

mizeme prepsat do tvaru, v némz je patrné feseni (§)) prislusné homogenni soustavy
[@:
M ={(-14,0,-22,0,0) + k£(2,1,0,0,0) + 1(3,0,5,1,0) + m(7,0,12,0,1)}

16



Cviceni:
Homogenni a nehomogenni soustavy linearnich rovnic

1. Reste dané soustavy. Nejprve ovérte platnost Frobeniovy podminky. U kazdé
soustavy urCete dimenzi prostoru jejich feSeni a bazi (vektorového) prostoru feseni
prislusné homogenni soustavy. Pokuste o geometrickou interpretaci reseni soustav.

(a) x—2y = 1 (b) 2r+y+3z =1
3r+2y = —3 r+4y—2z = =3
1 3
o 1—2t,—1+t,t
(=3 -0 { )
(c) r4+y—2z = —3 (d) r—2y+z = 6
20 —y+32 = 7 20 +y—32z = =3
r—2y+52z =1 r—3y+3z = 10
{} {{1,-2,1]}
(e) r—2y+2z—w = 3 (f) 3r—2y+z = 4
3z +y+6z+1lw = 16 r+3y—4z = -3
20 —y+4z24+w = 9 20 -3y +5z = 7T

r—8y+9z = 10

(g) 20 -6y +4z = 2 (h) 20 +2y+3z = 1
—r+3y—2z = —1 y+2z = 3

dor +5y+7z = 15

{11+ 35— 2, 5.4} {[—?,23,—10]}
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(i) r+2y = 0 () r+2y = 3

(k) r—3y+2z = 0 (1) r—3y+2z = 3
{[3s — 2t,s,t]} {[3+ 3s—2t,s,t]}
(m) —r+2y+z = 0 (n) —r+2y+z = 7
r+y+2z =0 r+y+2z = 12
17 19
—t,—t,t — —t,— —t,t
(=t ~t.1) (15—t — 1.1}
(o) —x1+ 29 —3r3 = —1 (p) 201 — X9+ 3r3 — T4+ T5 =
2$1+$2—2$3 =1 —$1+2$2—$3+2$4—2$5 = 2
1+ Ty + 23 = 3 $1+$2+2$3+$4—J,‘5 = 4

1+ 2x9 —3x3 = 1

n %

2. Reste soustavy linearnich rovnic, které jsou dany nasledujicimi rozsitrenymi ma-
ticemi. U kazdé soustavy urcete dimenzi prostoru jejich feseni a bazi (vektorového)
prostoru reseni prislusné homogenni soustavy.

(4 3 2|1 1 2 3|-1 (1)_3—?_411—431
(a) |1 35[1], (b)|-3 -6 -7 7|, (c :
36 9|2 2 4 7|0 e I
- 0 -7 3 1|-3
(1 3 2] 2 1 2 -1 3] 1 1 -2 4 —5][1

2 -1 3| 7 -3 —6 5 —10|-1 2 -3 5 —7|3
Dy 5aj2] @) 2 4 o 5] a0 W2 22 37
|1 17 4|4 1 2 1 2| 3 3 —4 6 —10|2
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111 918 2 0 1]-1
(g){_i_g_;l‘ f] )| o012 8|7|, ()1 4 =3 2/,
-3 01 -7|9 3 4 5| 3
3 1 0]-2
) |1 -2 1] 3
2 1 -3| 1

RESENTI: (a) {[t,s — 2¢,4]}, (b) {[—=7 —2t,¢,2]}, (c) {[-8,4+ 1,8+ 2¢,1+1]}, (d)
{[-3—11t, -1 —t,4+7t]}, (e) {[2 —2s —5t,s, 1+, 2t]}, (f) {[2t, =8 + 3L, ¢, 3]}, (g)
{[1+3s—2t,s,t]}, (h) {[-5—3¢t,19 — 4¢, —6 — 2¢,t]}, (i) O, (j) {[-1, —2,0]}.

3. Urcete mnoziny bodi, které jsou spolec¢né rovinam «, (3, 7, které jsou dany obec-
nymi rovnicemi:

a:3r+y—2—7=0 b a:r+y+2—5=0
) B.a42—br—15=0 ) Bisr—2ytr-3-0
v:3x+dy+2:—-9=0, v:dr —y+22—10=0,
a:rx+2y+2—1=0 1 a:r—2y+2—1=0
) 53— 2-6-0 ) B2 —4y+2:—2=0
v:Tr —4y — 5z — 16 =0, v: —dxr+ 10y — 524+ 5=0.
4. Reste dané soustavy linearnich rovnic:
r1+ 29 +2x3+3x4 = 1 r9 —3xg +4xry = —5
a) 3.%‘1—.%‘2—.1,‘3—2$4 = —4 b) $1—2$3+3$4 = —4
201+ 319 — 23— 214 = —6 3r1 + 229 —dxy = 12
T+ 2x9—3x3— 14 = —4 4r1 + 3x9 — dxrg = 5
4$1+3$2+2$3+$4 = -5

Sr —2y+z2 = 4
—r+3y—2z = —1
3r—2y+3z = 8

d) 201 + 9o+ 203+ 34 = 1
r1+ 209+ 3x3+4rs = 5
3r1 +2x9+x3+2x4 = 1

r1+ 729+ 5x3+ 224 = 4

201 — 3r9+6x3 — 14 = 1
T1— 209 — X3 — Ty = D

e) T+ 2.562 — T3 — 0 f)
$1+3$2—$3—ZL’4 = -2
91 — x99+ 1bx3 — 514 = 1

3r1 —2x9+ 13 —24 = 13
2$1 + 9.732 + 8.%3 + 3.734 =7
$1+5$2+3$3+$4 = 5
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—4r9+ 223 = 1 3r1 — 229+ dxg — 624 = 0

g) 201 — 3r9 —x3+dbxry = —7 h) Tx1 4+ x9 — 303 — 4y = 1
3r1 — Trag+ 13— 51y = —6 6x1 + dr9 — 1303+ 324 = 1
To—x3— Ty = —1 2rv1 — 1329 + 4023 — 1624, = 13
1 — Ty — X3+ 214 — 35 = —3

r1+ 3x9+ 53+ Ty = 12

dxy + 3x9 + 43 + 224 + 205 = —2
i) 3r1 +bro+Trs+x4 = 0 J) ! 2 i ! °

r1+2x9 — 3w+ 4ry — x5 = —1
5$1+7$2+$3+3$4 = 4 ! : s ! °
201 —x9 + 3x3 — 4rs + 2205 = 8
7$1+$2+3$3+5$4 = 16
3r1+x9—23+204 — 25 = 3

RESENI- (a) [-1,-1,0,1]; (b) [1,2,1,—1]; (c) [1,2,3]; (d) [=2,2,—3,3]; () 0: (£)
[4—t 2t -2t — %) (g) [-38L +2t, -2+ ¢.¢,—=5]; (h) [1,1,1,1]; (i) [1,-1,0,2];
() [2,0, -2, 2,1]

5. U kazdé z danych soustav nejprve uzitim Frobeniovy véty rozhodnéte o jeji resi-
telnosti, potom, jde-li to, ji vyreste.

a) 1+ 229+ 23+ Ty = 1, b) r+3y+2z = 2,
3x1 + 6x9 + 43 + 2424 + 325 = 0, 20 +y = 1,
r1+ 4xo + 43+ 1224 + 325 = 3, rT+2y+z2z = —3,
r1+4xo + 13+ 204 = 2,
C) 201+ 3x9 + 623+ 24 = 2, d) ! 2 s 4
$1+3$2+$4 = 0,
r1+4xre + 223 + 224 = 3,
2$1+$2—|—$3+.§C4 = 3,
4r1 + 11xs + 1023 + 524 = 1,
4$1+9$2+3$3+5$4 = 7,
T1+2T3+x4 = 2,
5x1 4+ dx9 + 223+ 3x4 = O,
e) 1+ 229 + 3x3+ x4 + 415+ 35 = —2,

$2+3$3+$5+5$6 = 0,
3$1+$2+2$3+3$4+$5+4$6 = 1.

RESENI: viz https://www.geogebra.org/m/CBDITs5Y
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2 Vektorovy prostor

Pojem ,vektor® znate ze stredni skoly - z fyziky, kde jste ho pouzivali pro znazornéni
velikosti a sméru vektorové veli¢iny (tzv. ,fyzikalni vektor*), a z geometrie, kde jste
vektor pouzivali k vyjadfeni sméru (a velikosti posunuti v tomto sméru) napf. pii
zapisu parametrickych rovnic pfimky (tzv. ,geometricky vektor®).

Vektory jste znazornovali ,orientovanymi tiseckami“ (Sipkami) konkrétniho sméru
a velikosti. Ve fyzice vétsinou zalezi na umisténi poc¢atec¢niho bodu této orientované
usecky, jedna se o tzv. ,vazané vektory“. V geometrii vétsinou na umisténi poca-
tecniho bodu nezalezi (vSechny orientované tsecky téhoz sméru a téze velikosti jsou
rovnocenné), hovofime o tzv. ,volnych vektorech®.

Geometrickym vektorem tak vlastné rozumime mnoZinu vsech orientovanych use-
cek stejneho smeéru a velikosti. Konkrétni orientovanou tisecku z této mnoziny pak
nazyvame umisténim vektoru. Tohoto vztahu mezi dvojici bodi (tj. poc¢atecnim a

B

1
I
S|

A

Obrazek 4: Geometricky vektor u, jehoz umisténim je orientovana tisecka AB

koncovym bodem orientované tsecky) a vektorem budeme déle vyuzivat. Napii-
klad vektor ¥ na Obr. @], ktery je dan orientovanou tseckou (svym umisténim) AB,
budeme zapisovat také jako u = @ nebo @ = B — A.

PRIKLAD 2.1. Pro geometrické vektory @, U, které jsou ddny svymi umisténims
urcete graficky vysledky nasledujicich operaci:

a) U+ v,

b) i@ — 7,

<y

c) 2u+ 30.
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2.1 Vybrané algebraické struktury

Vlastnosti pocetni operace (napf. s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni) provadéné
s néjakymi ¢isly zavisi na mnoziné, z niz tato ¢isla pochazeji. Lisi se vlastnosti ope-
race sCitani na mnoziné prirozenych ¢isel a na mnoziné celych ¢isel, lisi se vlastnosti
déleni na mnoziné celych ¢isel a na mnoziné racionalnich ¢isel apod. Ma proto smysl
hovorit o operaci ve spojeni s mnozinou, na jejiz prvcich operaci provadime.

Algebraickou strukturou rozumime mnozinu spolu s jednou nebo i vice opera-
cemi, které jsou na ni (neomezené) definované. Zapisujeme (M, *) nebo (K, 0),
kde M, K jsou mnoZiny a *,<, o jsou operace na nich definované (x je operace na
M a ¢ spolu s o jsou operacemi na K).

Priklady algebraickych struktur
1. Mnozina celych ¢isel (Z) spolu s operaci s¢itani ,+“: (Z, +).

44

2. Mnozina redlnych ¢isel (R) spolu s operacemi séitani ,+“ a nasobeni ,-“:
(R, +,-).

3. Mnozina M, ¢tvercovych matic (konkrétniho) n—tého radu spolu s operaci
nasobeni matic ,,-“: (M, *).

4. Mnozina M = {1,2,3,...,12} spolu s operacemi s¢itani ,®“ a nasobeni ,®“ na
hodinovém ciferniku: (M, @, ®).

2.1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnozinu M spolu s
operact x na M, kterd md tyto vlastnosti:

) Ve,ye M; xxy e M,
Operace * je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci *.)

i) Vae,y,z€ M; o (yxz) = (x*y) * 2,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vx e M; xxe=exx =x,
Ezistuje neutrdlni prvek vzhledem k .
(Jednd se o strukturu s neutralnim prvkem.)

iv)Vee M,Jye M; zxy=yx*xx=e.
Ke kaZdému prvku existuje prvek inverzni vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s inverznimi pruky.)

Je-li struktura (M, x) navic komutativni, nazjvd se komutativni grupa nebo téz
Abelova grupa.
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PRIKLAD 2.2. Rozhodnéte, zda algebraickd struktura (Z,+) je ,komutationi grupou”.

Priklady grup
L (Z,+), (@ +), (R, +), (C, +),

2. (Q - {0}7 ')7 (R - {0}7 ')7 (C o {O}a ')7

3. Mnozina poveld {stat, vlevo vbok, vpravo vbok, ¢elem vzad} spolu s operaci
skladani.

pozor ‘ vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ celem vzad ‘

o ]

pozor

pozor

vlevo v bok

vpravo v bok

¢elem vzad

vlevo v bok

vlevo v bok

¢elem vzad

pozor

vpravo v bok

vpravo v bok

vpravo v bok

pozor

¢elem vzad

vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vpravo v bok

vlevo v bok

pozor

PRIKLAD 2.3. Rozhodnéte, zda mnoZina geometrickych vektori v roviné spolu
s operact sklddani (scitdni) vektord tvori grupu.

2.1.2 Téleso

PRIKLAD 2.4. Urcete vlastnosti algebraické struktury (R, +,-).
Téleso je algebraickou strukturou, jejiz vlastnosti jsou zobecnénim vlastnosti mno-

ziny realnych ¢isel spolu s operacemi séitani a nasobeni, tj. struktury (R, +, ).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyvd téleso, pravée kdyz je (+,-)-distributivnt,
kdyz struktura (T, +) je komutativni grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T — {0}, ), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikationi
grupa télesa T). Je-li navic grupa (T — {0}, ) komutativni, nazyvd se T komuta-
tivni téleso.

Priklady téles
L (Q,+,),
2. (R,+,-),
3. (C,+,-).
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2.2 Vektorovy prostor

Priklad: MnozZina vSech vektort v roviné (v prostoru), jak je zname ze stredoskolské
geometrie (geometrické vektory).

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutationi téleso. MnoZinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T, prave kdyz jsou na V definovany dvé
operace:

i) séitani: libovolné dvojici © € V, U € V je jednoznacné prirazen prvek i+ v € V,
ii) nasobeni prvkem z télesa T (skalarem): vysledkem ndsobeni vektoru i € V
skaldrem a € T je vektor au € V,

ktere splnuji nasledujict vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutativni grupa.

b) Distributivnost:
(a +b)u = au + b,

a(t + v) = ad + av.
c) Existence jednotkového prvku skalarniho nasobeni:

1-u=u.

Poznamky.
1. Prvky mnoziny V nazyvame vektory.
2. Vektor 0, tj. nulovy prvek grupy (V,+), nazyvame nulovy vektor.
3. Vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru ,
U+ (—u) = o.

4. Prvky télesa T' se nazyvaji skalary.

PRIKLAD 2.5. Ukazte, Ze mnoZina R? vsech usporddanych dvojic redinijch cisel
s operacemi scitani usporadanych dvojic a ndsobeni realnym cislem, definovanymi
nasledujicim zpisobem, je vektorovy prostor:

(CLl) CLQ) + (b17 b2) = (al + bl) as + b?)a
k- (ay,as) = (kay, kas).

Poznamky.

1. Jednad se o tzv. aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem realnych ¢isel.
2. Tento prostor mizeme reprezentovat prostfednictvim bodu v roviné, kterou opat-
fime soustavou souradnic.
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PRIKLAD 2.6. Zkoumejte ndsledujici podmnoziny R>. Rozhodnéte, zda spliiuji
definici vektorového prostoru:

a) Wi = {(z,y) € R*y = 3z},

b) Wy = {(z,y) € R*y = 3z + 2},

¢c) W5 ={(0,0)}.

PRIKLAD 2.7. Ukazte, Ze geometrické vektory v roviné tvoii vektorovy pmstorﬂ

/A
oo

\
P
\/\

B

Obrazek 5: Vektor jako mnozina orientovanych tsecek stejné velikosti a stejného sméru. Orientovana
usecka jako umisténi vektoru.

Poznamka. U geometrickych vektorti nas zajima pouze jejich velikost a smér, ni-
koliv jejich pusobisté, jsou to tzv. volné vektory, viz Obr. Bl Proto je miZeme pfi
zachovani jejich sméru a pusobisté libovolné premistovat. Vektorovy prostor si tak
miuzeme predstavovat jako mnozinu vSech vektort se spole¢nym pocate¢nim bodem
(ktery vétsinou volime v pocatku soustavy soufadnic).

Neékteré dusledky definice vektorového prostoru

a) 0-7=0,

b) (=1)-v=—7,
c)c-0=0,
d)c-v=0=c=0VvVi=0

!Geometrickym vektorem rozumime mnoZinu vsech orientovanych tsedek stejného sméru a stejné velikosti, viz
skupiny barevnych orientovanych tisecek na Obr. [l Konkrétni orientovanou tisecku z této mnoziny, se kterou pracujeme,
potom nazyvame umisténi vektoru.
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Priklady vektorovych prostoru

1.

2.

Vektory v rovin€ a v prostoru z elementarni geometrie.

Samotné téleso T' spolu s operacemi ,,+, -“ definovanymi na 7" tvoii vektorovy
prostor nad télesem 7'

. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnoZina vSech uspofa-

danych dvojic redlnych cisel s operacemi s¢itani vektorii a nasobeni skalarem
definovanymi nasledujicim zptisobem:

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + by, as + b),
k - (CLl, CLQ) = (kal, kag).

. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnoZina vsech uspora-

danych trojic realnych cisel s operacemi sc¢itani vektorii a nasobeni skalarem
definovanymi nasledujicim zptisobem:

(a1, az,as) + (b1, ba, bs) = (a1 + b1, az + ba, asz + b3),
k - (CLl, as, ag) = (kal, kag, kag).

. Aritmeticky vektorovy prostor R" nad télesem R, tj. mnozina vSech uspora-

danych n—tic realnych cisel s operacemi sc¢itani vektor a nasobeni skalarem
definovanymi nasledujicim zptsobem:

(a1, a, ..., a,) + (b1, b, ..., by) = (a1 + b1, as + by, ..., ay + by),
k- (ay,as,...,a,) = (kay, kas, ..., kay,).

. Prostor Fx vSech redlnych (komplexnich) funkci na néjaké mnoziné X (nad

télesem R).

Mnozina Cy,p vsech spojitych redlnych funkci na intervalu (a, b) (nad télesem
R).

. Mnozina P, vSech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R tvofi spolu s

operacemi s¢itani polynomil a nasobeni polynomu realnym cislem vektorovy
prostor nad télesem R.

Poznamka. Vektorovy prostor V nad télesem T nékdy znac¢ime takto:

(V.+,7).

PRIKLAD 2.8. Oznacme (K, +) mnoZinu vsech komplexnich cisel s obvyklou ope-
ract sc¢itani a za téleso T vezméeéme téleso R vsech redlnych cisel; rovnéz undrni ope-
raci nasobeni prvkem k € R definujeme obvyklym zpiusobem. Quérte, zda struktura
(K, +, R) je vektorovgm prostorem.
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2.3 Cviceni
Vektorové prostory

1. Ukazte, ze nasledujici mnoziny jsou vektorovymi prostory:

a) Aritmeticky vektorovy prostor R" nad télesem R, tj. mnozina vSech usporadanych
n—tic redlnych cisel s operacemi sc¢itani vektoria a nasobeni skaldrem definovanymi
nasledujicim zptisobem:

(CLl, az, ..., an) + (bla b27 SRS bn) - (al + bla ag + b27 vy Oy bn)a

k- (ay,a,...,a,) = (kay, kas, ..., kay,).

b) Mnozina F,s vsech spojitych realnych funkci na intervalu (a,b) (nad télesem
R).

c) Mnozina P, vsech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R tvorii spolu s
operacemi s¢itani polynomu a nasobeni polynomu realnym cislem vektorovy prostor
nad télesem R.

d) Oznacme (K, +) mnozinu vSech komplexnich ¢isel s obvyklou operaci s¢itani a
za téleso T' vezméme téleso R vSech realnych cisel; rovnéz unarni operaci nasobeni
prvkem k € R definujeme obvyklym zptsobem. Ovéite, zda struktura (K, +, R) je
vektorovym prostorem.

2. Zkoumejte nasledujici podmnoziny R?. Rozhodnéte, zda spliiuji definici vektoro-
vého prostoru:

a) Wi = {(z,y) € R%y = 3z},

b) Wa = {(z,y) € R*y = 3v + 2},

c) Wy ={(0,0)}.

3. Necht pi, ps jsou roviny v R?® definované rovnicemi 3z + 2y — 5z = 0, resp.
3r + 2y — 5z = 1. Ukazte, ze p; je vektorovym prostorem, zatimco p, nikoliv.

4. Ukazte, 7e {[x1, xo, 13, 24] € RY; 221 — 329+ 23— 24 = 0} je vektorovym prostorem
dimenze 3. Najdéte bazi tohoto prostoru.
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Algebraické struktury

5. Rozhodnéte o vlastnostech nésledujicich algebraickych struktur (tj. zda se jedna
o grupy ¢i télesa):

a) Mnozina M, , ¢tvercovych matic n—tého fadu spolu s operaci s¢itani matic
_{_“.
7

b) Mnozina M, ¢tvercovych matic n—tého fadu spolu s operaci ndsobeni matic
14
» -

¢) Mnozina M = {1,2,3, ..., 12} spolu s operaci s¢itani & na hodinovém ciferniku.

d) Mnozina M = {1,2,3,...,12} spolu s operaci nasobeni ,,®“ na hodinovém ci-
ferniku.

e) Mnozina M = {1,2,3, ..., 12} spolu s operacemi s¢itani ,,®“ a nasobeni ,®* na
hodinovém ciferniku.

f) Mnozina K = {1,i,—1, —i} (i je imaginarni jednotka) spolu s operaci ,,-“ na-
sobeni.

g) Mnozina zakrytovych pohybt ¢tverce (rovnostranného trojihelniku) v roviné
spolu s operaci skladani.

h) Mnozina celych ¢isel Z spolu s operacemi s¢itani ,,+“ a nasobeni ,,-“.

i) Mnozina ziamének Z = {+, —} spolu s operaci ,sklddani znamének* -.
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3 Linearni kombinace vektoru. Linearni zavislost a nezavis-
lost vektori.

w=2.8u+3.3v

Obrazek 6: Vektor « je linearni kombinaci vektort @ a ¢. Vektory u, ' a i jsou linedrné zavislé.

—  — — — —

Obrazek 7: Vektor ¢ je linearni kombinaci vektort u, v a w. Vektory u, v, W a ¢ jsou linearné zavislé.
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3.1 Linearni kombinace vektoru

Definice 4. Necht @, U1, Vs, ..., U, jsou prvky vektorového prostoru V nad télesem T.
Rekneme, Ze vektor i je linearni kombinaci vektora oy, vs, ..., U,, pravé kdyz
existugi proky ay, as, ...,a, € T tak, Ze plati:

n
U= CL1771 + CLQUQ + ...+ CLnUn = E azﬁz
1=1

Proky ay, as, ..., a, nazyvame koeficienty linedarni kombinace.
Jsou-li vsechny koeficienty rovny nule, nazyva se linedrni kombinace trivialni, jinak
se nazyvd netrivialni.

PRIKLAD 3.1. Ovéite, zda vektor @ = (4,—1,3) je linedrni kombinaci vektori
1 = (1,0,2), vh = (—2,1,1).

Y

RIKLAD 3.2. Ovérte, zda vektor i = (—1,1,0) je linedrni kombinaci vektori
(1,0,2), % = (=2,1,1).

(1
PRIKLAD 3.3. Vymyslete nejméné tii vektory o stejném poctu proki a vytvorte
jejich tri rizné linedrni kombinace.

3.2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

PRIKLAD 3.4. Mnozina M = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1), (1,2, 3)} je tvorena ctyrmi
vektory z vektorového prostoru R®. Rozhodnéte, zda je néktery z téchto vektort line-
arni kombinact ostatnich.

Regend: Oznacme dané vektory: @, = (1,1,1), % = (0,1,1), 73 = (0,0,1) a 7, =
(1,2,3). Potom plati v + v + U5 — Uy = 0 (V tomto pripadé se to da ,uvidét®, jinak
fesime piislusnou homogenni soustavu.). Je tedy zfejmé, ze kazdy z danych vektort
se da vyjadrit jako linearni kombinace téch zbyvajicich, naptiklad vo = —v] — U3+ Uy.
Ale pozor! Jak vidime v nasledujicim piikladé, ne vzdy tomu tak je.

PRIKLAD 3.5. Jsou ddny vektory v; = (1,1,1), ©, = (0,1,1), @5 = (0,0,1) a
vy = (0,2,1). Rozhodnéte, zda lze kazdy z nich vyjddrit jako linearni kombinaci téch
zbyvagicich.

Reseni: Pouceni predchézejicim piikladem se ptame, zda existuji takové koeficienty
k,l,m,n € R, pro které plati kv; + (U3 + mus + nvuy = 0. Po dosazeni soutadnic
vektorti mizeme psat

1 0 0 0 0
E{1]+l11]+m|0]+n|[2]=]0 (10)
1 1 1 1 0
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Po vynésobeni a secteni na levé strané obé strany rovnosti (I0) porovname. To vede
k homogenni soustavé linearnich rovnic s matici

1000
11 2
11 1

= O

(vS8imnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

1000 100 0 [ 497 =0
1102|~---~1010 2 | — _9
1111 001 —1 e

Jestlize zvolime n = t; t € R, pro zbyvajici neznamé plati k = 0,1 = —2t, m = t, tj.

mnozinou FeSeni homogenni soustavy je W = {(0, —2t,¢,t);t € R}. Pro nase ucely
sta¢i pouzit jedno konkrétni feseni. Napt. pro ¢t = 1 dostavame Feseni (0,—-2,1,1) a
prislusna linearni kombinace ma tvar

0U7 — 2Uy + Us + Uy = 0.

Z této rovnosti je ziejmé, ze kazdy z vektord vs, U3, Uy miizeme vyjadrit jako linearni
kombinaci zbyvajicich, napi. v3 = 2Uy — Uy. Pro vektor ¢} to vSak neplati! Ten
kviili jeho nulovému koeficientu nemtizeme vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich
vektorti. Zobrazte si dané ¢tyri vektory v GeoGebie a pokuste se odhalit, jak jejich
geometricka konfigurace souvisi s fesenim prikladu.

PRIKLAD 3.6. Jsou ddny vektory @ = (1,1,0), b= (0,3,1), = (1,0,2) a d =
(2,—1,—1). Rozhodnéte, zda lze kaZdy z nich vyjadrit jako linedrni kombinaci téch
zbyvagicich. Zobrazte si vektory v GeoGebre.

Definice 5 (Linearni zavislost a nezéavislost vektort). Vektory iy, us, ..., U, z vekto-
roveho prostoru V nad telesem T se nazyvaji:

a) vektory linearné nezavislé, prdvé kdyz je pouze trividlni linedrni kombinace
téchto vektori rovna nulovému vektoru, tj.

n
Yay,as,...,a, € T;Zaiﬁi =0d= (a3 =0ANa=0A...Aa,=0).
i=1
b) vektory linearné zavislé, prdvé kdyz existuje aspon jedna jejich netrividlni line-

arni kombinace, kterd je rovna nulovéemu vektoru, .

Hal,aQ,...,anET;Zaiﬁizﬁé (ap #0Vas #0V ...Va, #0).
i=1
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Poznamka. Jak je to pro n = 1, tj. je jeden vektor linearné zavisly nebo nezavisly?
Vektor 4 je linearné nezavisly, pravé kdyz je u # 0.

PRIKLAD 3.7. Rozhodnéte o linedrni zdvislosti vektori:

a) v = (1,0,2), vh = (=2,1,1), v = (4,—-1,3).

b) iy = (1,0,2), Uy =(—2,1,1), ty = (—1,1,0).

Véta 4 (Alternativni definice linedrni zévislosti). Vektory iy, is, ..., Uy, kde k > 1,
z vektorového prostoru V nad T jsou linearné zavislé prdve tehdy, kdyz aspon
jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich.

Poznamka. Je dobré si uvédomit, ze ve vété neni viubec specifikovano, zda se jedna
o kombinaci trivialni ¢ netrivialni.
Dusledek 1. Je-li jeden z vektoru nulovy, jsou vektory linedrné zdauvisle.

Dusledek 2. Jsou-li aspon dva vektory stejné, jsou vektory uy, s, ..., U, zdavisle.

PRIKLAD 3.8. Analogicky s vetou[4] vyslovte ,alternationi definici linearni nezd-
vislosti™ k vektori.

Véta 5. Jsou-li vektory iy, Us, ..., Uy (k > 1) z vektorového prostoru V nad télesem T
linearne nezavisle, dostaneme vynechanim kteréhokoliv z nich opét linedrné nezavislé
vektory.

Dusledek 3. Jsou-li vektory 1, us, ..., Ur z vektorového prostoru V- nad T linedarne
zavisle, jsou zavislé 1 vektory uy, s, ..., U, U1, kde U1 je libovolny vektor z V.

PRIKLAD 3.9. Jsou ddny dva linedrné nezdvislé vektory c?,g € Vi. Dokazte, Ze
kazdy vektor u € Vs lze vyjddrit jako jejich linedrni kombinaci.

Reseni: Oznacme soufadnice vektorit @ = (a1, as),b = (by, by), @ = (uy, uz). Potom
se ptame, zda existuji takova k,l € R, pro ktera je @ = ka + [b. Po rozepsani této

vektorové rovnice pro jednotlivé souradnice dostavame soustavu dvou linearnich
rovnic o dvou neznamych &, :

alk + bll = U1
ask + bal = us

Tato soustava je pro linedrné nezavislé vektory @, b regularni (proc¢?). Muzeme ji tak

. .y : u1be — bruz ajug — Uyay
resit tfeba uzitim Cramerova pravidla. Dostaneme: k = ——, [ = ———.
Clez — blag albg — b1a2

Koeficienty k, [ jsou tedy pro dané vektory a, bai urceny jednoznacné.

PRIKLAD 3.10. Jaky je mazimdlni pocet linedrné nezdvislijch vektord v prostoru

Va (V3)?
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3.3 Linearni obal mnozZiny vektori

PRIKLAD 3.11. Uvazujte vektor 0 = kti+1v z obrazkuld. Charakterizujte mnoZinu
vsech techto vektori pro vsechny mozné hodnoty koeficienti k,l € R.

PRIKLAD 3.12. Uvazujte vektor § = kii + 1U + mai z obrdzku[]. Charakterizujte
mnoZzinu vsech téchto vektoru pro vsechny mozné hodnoty koeficientu k,l,m € R.

PRIKLAD 3.13. UvaZujte ndsledujici mnoZinu vektori M a pokuste se charakte-
rizovat mnozinu vsech jejich linearnich kombinaci:

a) M = {(070)}7

b) M = {(172)}7

¢) M ={(1,0,0),(0,0,1)},

Definice 6. Necht M = {4, Vs, ..., Uy} je podmnoZina vektorového prostoru V (tj.
je to mnozina obsahujici k vektord o stejném poctu sloZek). Linearnim obalem
mnoziny M rozumime mnoZinu vSech linearnich kombinaci vektori v, v, ..., Uy.
Linedrni obal mnoZiny M znacime [M] a plati, Ze [M] C V.

Poznamka. Linearni obal mnoziny M = {v}, v, ..., U} znac¢ime [M]| nebo také
{01, Vs, ..., Uk }H].

PRIKLAD 3.14. Uvazujme mnozinu M = {(2,—3,0), (1,0, 3)}. Potom linedrnim
obalem [M] mnoziny M je mnoZina véech vektoru U, které se daji zapsat ve tvaru
v=a(2,-3,0)+0(1,0,3), kde a,b € R.

(Zndzornéni v GeoGebre: [tube.geogebra.org/student/mwz Vwhw9 W)

PRIKLAD 3.15. UvaZujte mnozinu vektori M = {(1,2,0),(0,3,1)}. Rozhodnéte,
jakou strukturu tvori jeji linedrni obal (zndzornéte si ho v GeoGebie). Podle de-
finice [ ovérte, zda to meni vektorovy prostor. Jaky je vztah [M] k aritmetickému
vektorovému prostoru R3?

Reseni: Linedrnim obalem dané mnoziny vektori je, stejné jako v prikladu B.14,
rovina prochdzejici poc¢atkem soustavy souradnic (tj. bodem (0,0,0)) rovnobézné
se sméry urc¢enymi vektory z mnoziny M. Ovéfenim jednotlivych vlastnosti uvede-
nych ve definici [ zjistime, Ze se jedna o vektorovy prostor. Presnéji hovorime
o vektorovém podprostoru vektorového prostoru R?.

Poznamka. Kazdy linearni obal je vektorovym prostorem (Zduvodnéte!).

Definice 7. Necht [M] = V, kde V' je vektorovy prostor. MnoZina M se potom
nazyvd mnoZinou (systémem) generatort vektorového prostoru V. Rikdme, Ze
mnozina M generuje vektorovy prostor V.
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PRIKLAD 3.16. Najdéte mnoZiny generdtori pro ndsledujici vektorové prostory
(Pokuste se najit mnoziny generdtori o nejmensim poctu vektori):

a) MnozZina vech vektori (Sipek) v roviné a v trirozmérném prostoru.

b) Aritmeticky vektorovy prostor RZ.

c) Aritmeticky vektorovy prostor R,

d) Aritmeticky vektorovy prostor R3.

e) Mnozina P, vsech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R.

KLAD 3.17. Rozhodnéte, zda plati uvedend tvrzeni o linearnim obalu mmno-

.

R

"
<g

1]} potom [M] = R?,

1],[1,3]} potom [M] = R?,

.11, [4,2]} potom [M] = R?,

2],13,4],[1,1]} potom [M] = R?,

f(x) =3}, V = {f(z) = c;c € R} potom [M] =V,

1, -1, 1]7 [67 173] [ 2,0, _1]} potom [M] = R?’,
17 1]7 [67 173] [8 1,5]} potom [M] = R3_

N D G oo~
SETTEEREER
I
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3.4 Cviceni - Linearni kombinace, linearni zavislost a neza-
vislost vektoru

—

1. Jsou dany vektory @ = (1,2,3,4),b = (1,1,1,—1),c= (1,0, -2, —6). Vypocitejte:

a)d+b—¢
b) (@ —b)+7
c) 3@ —2b+ ¢
2. Zjistéte, ktera dvojice ¢isel ¢, ¢y spliuje vztah
a) c1(—3,4) + »(1,2) = (0,0);
b) 1@ + cob = b, jestlize @ = (2,—1), b = (—6,3), 5= (0,0).

3. Zjistéte, pri které hodnoté ¢ je vektor b= (7, —2, ¢) linearni kombinaci vektort
a; = (2,3,5), d> = (3,7,8), a3 = (1,—6,1).

4. Zjistéte, ktery z vektoru a; = (2,2,0,0,—1), a; = (1,1,5,5,1) je linearni kombi-
naci vektori ag = (1,1,1,1,0), ay = (1,1,-1,-1,-1), a5 = (1,—1,—1,0,0).

5. Urcete koeficienty linedrni kombinace polynomu ¢(x) = =z + 1, ¢(x) = = —
1, g3(x) = (z+ 1), qu(x) = (z + 1), kterd je rovna polynomu p(z) = 2* — 2z + 3.

6. Urcete koeficienty linedrni kombinace polynomt a;(x) = 1 — 3z + 222, as(x) =
1+ x +42% az(xz) = 1+ 72?%, kterd je rovna polynomu b(z) = 3 — 2z + 2.

7. Zjistéte, zda jsou dané vektory linearné zavislé nebo nezavislé. Po zjisténi linearni
zavislosti urcete tu jejich linearni kombinaci, ktera je rovna nulovému vektoru.

a) d@=(2,5,7),b=(6,3,4), ¢= (5,—2,3),

b) @ = (6,4,2), 6_( 9,6,3), ¢= (—3,6,3).

) ~1,0,3), b= (4,2,0), ¢= (=5, —1,9).
(135) b=(2,4,6),
(

g) d= 3,2,0),5:
h) @ = (1,0,0,0), b=(2,1,0,1), 7= (3,2,1,1),

1)CL=(3 0,1,0) b=(0,3,0,1), ¢= (0,1,0,3), d = (1,0,3,0).

8. Necht u, U, W jsou linearné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda jsou hnearne nezavislé i tyto vektory:

— — — —

U+ v+w, u—v—2w, 3u-+v.

35



9. Necht , ¥/, W jsou linedrné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Rozhodnéte,
zda jsou tyto vektory linearné nezavislé:

20 — U, U+ 3V, U+ U+ 0.
10. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynom:
pi(x) =2 — 2, po(x) = 2% — 5a + 4, p3(x) = 3% — 4a.
11. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynom:
pi(z) =2 — 2, po(x) = 2 — 5 + 4, p3(x) = 32* — 4, py(z) = 2° — 1.

12. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) mnoziny funkei:

2

1, cosx, sinx, cos”x, cosxsinzx, sin? z.

13. Rozhodnéte o linearni zavislosti (nezavislosti) polynom:

filz) =2 =3, fale) =2 -z, fs(z) = (z —1)%
14. Rozhodnéte, zda jsou dané funkce linearné zavislé ¢i nezavislé:

a) 2 — a2 3w, 2 +x—2,

b) 3z — 1, z(2z + 1), z(z — 1),
C) 6$, ex—l—l)

d) sinz, sin(z+ 1),

e) ex’ ex—i—l’ €x+2’

f) sinz, sin(z + 1), sin(x + 2),
g) e, xe®, zle”,

h) 6967 e2x’ 63.%’

15. Necht vektory u = cos® z, v = sin? z tvoii bazi vektorového prostoru V. Zjistéte,

ktery z uvedenych vektorti lezi ve V:

a) 2,

b) sin 2z,

c) 0,

d) cos 2z,

e) 2+ 3z,

f) 3 — 4 cos2zx.
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4 Baze vektorového prostoru

Definice 8. Podmnozina M vektorového prostoru V' se nazyvd baze vektorového
prostoru V, prave kdyz:

1. [M] =V (tj. M je mnoZinou generdtori prostoru V),
2. M je linearné nezavisla mnozina.

Véta 6. Necht M = {uy,us, ..., U,} je baze vektorového prostoru V. Potom kaZdy
nenulovy vektor © € V' lze psat pravé jednim zpusobem jako linedrni kombinaci
vektoru bdze M, ty.

n

Yy, Us, ..., U, € M,3ay,as,...,a, €T; U= Z a; ;.

i=1
Diikaz. Vétu [6l dokdazeme sporem. Predpokladame, Ze plati jeji negace, tj., ze kazdy
nenulovy vektor @ € V lze psat aspon dvéma raznymi zpusoby jako linearni
kombinaci vektori baze M, a pokusime se z ni odvodit sporné tvrzeni. Pro zjedno-
duseni zapisu se omezime na prostor V3, zobecnnéni na V,, bude potom zfejmé. Pro
kazdy vektor u tedy existuji aspon dveé rizné trojice koeficientl ay, as, ag a by, ba, b3
takové, ze

U = a1y + aslis + astis a zaroven U = byt + batls + bsus.
Pokud od sebe tyto dvé rovnosti odec¢teme, dostaneme
(b1 — al)ﬁl + (bz — ag)ﬁg + (bg — ag)ﬁg = 0. (11)

Dle predpokladu jsou vektory 7y, s, u3 linedrné nezavislé. Jedina jejich linearni kom-
binace, ktera miize byt rovna nulovému vektoru je tak trivialni linearni kombinace.
Rovnost ([II]) je potom splnéna pravé tehdy, kdyz jsou vSechny tii koeficienty by —ay,
bs — as, b3 — az rovny nule. To muze ale nastat jediné tehdy, kdyz b1 = a1, by = ao
a bg = ag. Tim dostavame spor s predpokladem, Ze trojice a1, as, az a by, bs, by jsou
rlizné. ]

Véta 7 (Alternativni definice linedrni nezéavislosti). Necht M = {uy, Uy, ..., W, } je
podmnozina vektorového prostoru V. Pak M je linearné nezavisla prave tehdy,
kdyz Zadny z vektord mnozZiny M neni linedrni kombinaci ostatnich vektoru M.

4.1 Dimenze vektorového prostoru

Definice 9. Rekneme, Ze vektorovy prostor V nad télesem T md koneénou di-
menzi, jestlize ve V existuje konecnd mnozina generatoru V (tj. V' je konecné ge-
nerovany). Dimenzi vektorového prostoru V' rozumime pocet prvki jeho libovolné
baze. Znacime

dimV =n nebo V.
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Napriklad informaci o tom, ze vektorovy prostor V' ma dimenzi 3 zapiSeme ve tvaru
rovnosti: dim V' = 3, nebo zkracené pomoci dolniho indexu: V3.

Véta 8. [O existenci bdze] KaZdy netrividlni konecné generovany vektorovy prostor
md aspon jednu konec¢nou bazi.

Dusledek 4. Odstranime-li ze systému generdtoru vektorového prostoru V' wvektor,
ktery je linedrni kombinaci ostatnich, pak mnoZina zbyvajicich vektori je opét sys-
temem generdatori vektorového prostoru V.

PRIKLAD 4.1. Rozhodnéte, zda je dand mnoZina vektord systémem generdtord,
nebo primo bdzi, vektorového prostoru R3.

a) (1,2,3),(1,2,1),(~1,1,0), (2, —1,0),
b) (1,2,3),(1,2,1),(0,0,2), (1,2, —1).

Reseni: Na prvni pohled je ziejmé, Ze ani jedna z uvedenych mnozin neni bazi. Maxi-
malni pocet nazavislych usporadanych trojic readlnych cisel je 3. Je-li jich vice, jsou
vzdycky zavislé (Souvisi to s poc¢tem fFeSeni prfislusné homogenni soustavy rovnic.
Zduvodnéte!). Zbyva vysetfit, zda se jedna alespon o systémy generatort prostoru
R3. Zkoumame proto, zda lze kazdy vektor v € R? vyjadfit jako linedrni kombinaci
danych ¢tyr vektori.

ad a)
1 1 —1 2 (5
1 2| + i) 2| + X3 1 + 24 —1 = | V2] . (12)
3 1 0 0 U3

Rovnice (I2)) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

11 -1 2|uy
22 1 —1|v
31 0 O0]uvs

(vSimnéte si, ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

11 -1 2|uy 11 -1 2 U1
2 2 1 -1 (%) I 0 2 -3 6 3U1—Ug
31 0 O0fvs 00 3 —5|—2v1+ v

Mé-1i mit prislu$né soustava linedrnich rovnic feseni (jedno mit nemize, tak je ve hie
nekone¢né mnoho feseni) nezavisle na volbé vektoru ¢, musi mit matice soustavy dle
Frobeniovy véty hodnost 3 (tj. rovnu dimenzi vektorového prostoru R?, jeho# maji
byt vektory systémem generatori). Tato podminka je evidentné splnéna. Mtzeme
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tedy Tici, ze dand mnozina vektort je systémem generatortl vektorového prostoru
R3.

ad b)
1 1 0 1 U1
12 +20 | 2] +23|0] 4+ 24 2 = | vy ). (13)
3 1 2 1 Vs

Rovnice (I3) vede k soustavé linearnich rovnic s rozsifenou matici

110 1|

220 2| v

31 2 —1|u
(v8imnéte si, Ze sloupcovymi vektory této matice jsou dané vektory). Uzitim Gaus-
sovy eliminace dostavame

110 1fv 1 10 1 (]
220 2v|~~ |0 =22 —4|-3v;+1v;
31 2 —1 U3 0 00 0 —27)1 + U9

Matice prislusné soustavy linearnich rovnic ma hodnost 2. Rozsifena matice soustavy
ma az na pripad, kdy vs = 2v;, hodnost 3. Dle Frobeniovy véty tedy prislusna
soustava nemé pro vsechny vektory © € R?® fefeni. Dand mnoZina vektorti neni
systémem generatord vektorového prostoru R® (MfiZzeme si ale poloZit otézku, zda
neni systémem generatort n&jakého podprostoru R3? Je-li, tak jakého?).

Poznamka. Priklad [4.1] mizZeme fesit i rychleji, pouze s vyuzitim matic, jejichz
sloupce (nebo fadky) jsou dané vektory. Navrhnéte a zdivodnéte postup takového
reseni.

4.2 Souradnice vektoru vzhledem k bazi

Dle véty [0l 1ze vektor u € V psat jedinym zptisobem jako linedrni kombinaci vektort
dané baze M = {uj,Us,...,u,} vektorového prostoru V. Jinak Feceno, koeficienty
x1, X9, ..., T, € T linedrni kombinace

1=1

jsou pro dany vektor ¥ a danou bazi M = {uy, Uy, ..., u,} ureny jednoznacné. Tyto
koeficienty, respektive jejich vektor, nazyvame souradnice vektoru @ vzhledem k bazi
M.
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Definice 10. Necht M = {uy, Uy, ..., U,} je baze vektorového prostoru V. Potom
kazdy vektor w € V' lze napsat jednoznacné ve tvaru

n
U= mlﬁl + CCQ'IjQ + ...+ xnﬁn = E .IZ”L_Q
i=1
Vektor (x1,x2, ...,x,) € T" nazveme soutadnicemsi vektoru u vzhledem k bazi M a

znacime
{U}M = (513’1, Ly ouny ZE‘n).

PRIKLAD 4.2. MnoZina M = {(1,1),(2,3)} je bdzi vektorového prostoru R?.
Potom pro vektor @ = (7,12) € R? plati

u

—3(1,1) +5(2,3).

Tedy soutadnice vektoru i = (7,12) vzhledem k bazi M jsou (—3,5). Piseme takto:
{utr = (-3,5).

Poznamka: Nabizi se otazka, vzhledem k jaké bazi jsou uvazovany ostatni sourad-

nice vektoru z uvedeného piikladu. Jedna se o tzv. kanonickou bazi.

V pripadé vektorového prostoru R? je kanonickou bazi mnozina

{(1,0),(0,1)}.
Pro R? je potom kanonickou bazi mnozina vektort
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
atd.

UKOL: Ovéite, ze vektory

1 1 1 0
. 1 . 1 . —1 . 0
1 —1 0 —1

tvori bazi vektorového prostoru R*. Potom urcete soufadnice vektoru
7= (4,-2,1,5)"
vzhledem k této bazi.

Poznamka: Prifazeni souradnic vektoru vzhledem k dané bazi je prikladem izo-
morfismu, tj. linedrniho zobrazeni, které je vzajemné jednoznacné.

40



Véta 9. Necht M je baze vektorového prostoru V. Potom zobrazeni
f:Ve=T"

definované vztahem
f(a) ={d}iu

je izomorfismus.

4.3 Podprostor vektorového prostoru

Definice 11 (Podprostor vektorového prostoru). Necht V' je vektorovy prostor nad
telesem T. Rekneme, Ze W je podprostor vektorového prostoru V, pravé tehdy kdyz
plati:

1. W je neprazdna podmnozina V. W CV AW #£1().)

2. W je vektorovym prostorem vzhledem k operacim scitani vektori a mdso-
beni vektoru prukem z télesa T, které jsou definované na V (tj. spliuje definici
vektorového prostoru).

Skutecnost, Ze W je podprostorem vektoroveho prostoru V- znacime takto:

W CCV.

Poznamka. Vyznam pojmt uvedenych v definici si mizeme ilustrovat na ptikladu
mnoziny U = {(x,y) € R%y = 3z}, kterd je vektorovym podprostorem vektorového
prostoru V = R? definovaného nad télesem T = R, tj. U CC V.

PRIKLAD 4.3. Rozhodnéte, zda je mnoZina W = {(x,y) € R4y = 3z — 1}
vektorovym podprostorem prostoru R? (tj. zda plati W CC R?).

Nutna podminka existence vektorového podprostoru: Vektorovy podprostor
musi obsahovat nulovy vektor z (nad)prostoru V.

Poznamky.
1. ,Nejmensim“ podprostorem je tzv. trivialni vektorovy prostor {o}.

2. ,Nejvétsim®“ podprostorem je prostor V' samotny.
Je nutné pti urcovani podprostoru ovérovat celou definici?

Véta 10 (O urceni vektorového podprostoru). Neprdzdna podmnozina W vektoro-
veho prostoru V' je podprostorem prostoru V, pravé kdyz plati:

1. Vu,veW; u+veW,
2. VaeT YueW; aueW.
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PRIKLAD 4.4. Ovéite, zda W; CC (R, +, R) :
a) Wy = {|r,2r,br];r € R},

b) Wy = {[r,2r,7*];r € R},

c) Wy =A{][r,2r,1];r € R}.

PRIKLAD 4.5. Rozhodnéte, zda jsou ndsledujici mnoZiny podprostory prostoru R
nad R.

a) Mnozina vsech Tesent (z,y, z) homogenni linedrni rovnice
dr+ 2y — 2 =0.
b) Mnozina vsech vektori, které jsou linedrni kombinaci vektori
v = (2,-3,0), vh = (1,0,3).

Pokuste se o geometrickou interpretaci danych mnozin (podprostori,).
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Cviceni - Baze vektorového prostoru, souradnice vektoru vzhle-
dem k bazi

Priklad 1: Rozhodnéte, zda je dand mnozina vektort M; bazi vektorového prostoru
R3. Pokud ano, urcete soufadnice vektoru @ = (1, —2, 5) vzhledem k této bazi. Pokud
ne, uvedte, jaky vektorovy ,podprostor® dand mnoZzina generuje.

a) My ={(-1,0,2), (3, 1,—1),(2,1,1)},

b) M2 { 27 ]-7 2)7 ) 7 ) (27 17 1)}7

( (1
C) M; = {( 1)7( 7173)7(17171) (17072)}7
d) M, = {(2, —4,6),(—1,2,-3),(4,—-8,12)},
e) M5 ={(1,2,0,1),(2,0,1,-3),(1,1,1,1)},
f) Mg = {(17070)7( 7170) (0707 1)}7
g) M7 ={(1,2),(=1,5), (1, 1)}.

Priklad 2: Jsou uvedené polynomy bazi vektorového prostoru polynomu stupné
nejvyse 27

a) 1—3z+22% 1+a+422 1Tz,

b) 4 + 6z + 2%, —1 + 4x + 222, 5+ 22 — 2%

Priklad 3: Necht P; je vektorovy prostor polynomt nejvyse tfetiho stupné. Ovéite,
zda je mnozina M =z +1, z — 1, (z +1)% (x+ 1) bazi tohoto vektorového pro-
storu. Pokud ano, uréete soufadnice polynomu p(x) = 2* — 2z + 3 vzhledem k této
bazi.

Priklad 4: Necht Pj je vektorovy prostor polynomi nejvyse tietiho stupné. Ovéite,
zda je mnoZina polynomt M = {23+ 222+ 1, 2% +2? + 2, 2% + 1, 2%+ 1} béazi tohoto
vektorového prostoru. Pokud ano, uréete soufadnice polynomu p(z) = 23+ 22—z +2
vzhledem k této bazi.

Priklad 5: Vytvoite bazi vektorového prostoru R, kterd obsahuje vektory (1, 2,0, 1, 2),
(2,3,—1,5,4), (—1,0,—2,0,1). Potom urcete soufadnice vektoru (2,1,1,0,1) vzhle-
dem k této, vami vytvorené, bazi.

Priklad 6: Najdéte bazi vektorového prostoru R?, kterd obsahuje vektory (1, 2,0, 1, 2),
(2,5,—-1,8,4), (—-1,0,—2,3,—1).
Priklad 7: Najdéte bazi vektorového prostoru V', ktera obsahuje dany vektor :
a)V=1(1,2,3,-1),(1,0,1,-2),(—2,1,4,3)], u = (1,1,7, —3),
b) V =1(2,1,0,1),(-1,1,2,3),(2,3,4,0)], « = (4,1,0,—6).
Priklad 8: Urcete dimenzi vektorového prostoru

vV =10[(1,1,0,2,3),(2,-1,1,2,3),(—1,0,1,1,2),(2,0,1,—1,0)}|. Pokud to jde, vy-
tvorte jeho bazi tak, aby obsahovala vektor (—4,1,1,0,1).
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5 Steinitzova véta o vyméné

Tato véta je pro nas dtlezita hlavné svymi disledky. Plynou z ni naptiklad tyto
skutecnosti:

I. Dvé baze téhoz vektorového prostoru maji stejny pocet prvkii.

II. Ve vektorovém prostoru nemiize byt vice linearné nezavislych vektor,
nez je pocet vektori jeho baze.

Priklad: Mnozina M je systémem generatoru prislusného vektorového prostoru.
Je mozné nahradit nékteré vektory z M vektory z mnoziny N tak, aby vysledna
mnozina opét generovala ten samy vektorovy prostor?

a) M =1{(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N ={(1,0,0),(0,1,1)},

b) M = {(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N = {(0,1,2),(2,0,2)}.

Véta 11 (Steinitzova véta o vymeéné). Necht' V je vektorovy prostor nad télesem T.
Necht {uy, ds, ..., U,} je mnoZina generatoru prostoru V a necht vy, Vs, ..., U jsou
libovolné linearné nezavislé vektory z V. Potom plati:

1) k <n,

2) pri vhodném piecdislovani vektori iy, Uy, ..., @, miuZeme pronich k z nich na-
hradit vektory Uy, Us, ..., Uy tak, Ze mnoZina {Uy, Vs, ..., U, Ukt1, Uk+2, --., Up} je Systé-
mem generatort vektorového prostoru V.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle £ (tj. podle poctu linedrné
nezavislych vektora ;).

I. Dokazeme, ze véta je pravdiva pro k =1

Mame tedy dokazat, ze je-li {uy, us, ..., U, } mnozina generatord prostoru V a o je
libovolny linedrné nezavisly vektor z V, potom:

(1)1 <n,

(2) pfi vhodném uspotradani mohu prvni vektor z mnoziny {7, s, ..., i, } nahradit
vektorem v7.

Je ziejmé, Ze tvrzeni (1) plati; pro vSechna n € N je skuteéné 1 < n.

Zaméfime se tedy na diukaz tvrzeni (2). To, ze {uy,us,...,u,} je mnozina genera-
tord prostoru V' lze zapsat rovnosti [y, s, ..., U] = V. Potom chceme dokazat, ze
z predpokladt véty vyplyva, Ze plati také rovnost [v7, Us, ..., U, = V (tj., Ze vektor
1, mizeme nahradit vektorem v7).

Protoze v € V, lze vektor v; psat jako linearni kombinaci

U1 = a1Uy + agUs + ... + a,Uy,. (14)
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Potom ovsem plati
[Uy, Ua, ..., Uy = [V, Uy, U, ..., Up) =V

(linedrni obal mnoziny vektori se nezméni, pokud k ni pfidame vektor, ktery je line-
arni kombinaci jejich vektori). Vektor v je dle predpokladi véty linearné nezavisly a
proto nemuze byt nulovy. Alespon jeden z koeficientii a; linedrni kombinace (I4]) tak
musi byt rizny od nuly. Véta pripousti vhodné usporadani vektori u;, proto lze bez
jakékoliv jmy na obecnosti dikazu predpokladat, ze tim nenulovym koeficientem
je a1. Potom ale muzeme vektor u; vyjadrit jako linearni kombinaci

— 1 — a’2 — an —
Uy = —0U] — —Uy — ... — — Uy
ai ai ai
a pro vektorovy prostor V' plati
(U1, Ua, ..., Uy = [V, Uy, Us, ..., Up| = [U1, U, ..., Up] =V

(linedrni obal mnozZiny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektori). Dokéazali jsme tak, Ze lze opravdu
pfi vhodném usporadani vektori iy, s, ..., i, prvini z nich nahradit vektorem v; a
vyslednd mnozina bude stale mnozinou generatorti prostoru V.

II. Dokazeme, ze pokud véta plati pro k = m, platiipro k=m+1

Méjme na paméti, Ze v tomto kroku (¥iké se mu ,indukéni krok“) dokazujeme prav-
divost implikace SV (m) = SV(m + 1) (kde symbolem SV (j) rozumime vyrok
,Steinitzova véta je pravdiva pro k = j“) nikoliv pravdivost samotného tvrzeni

vety.
Predpokladame tedy, ze pro [uy,Us, ..., U,] = V a m linedrné nezavislych vektora
U1, U9y ..., Uz V je (1) m < n a (2) pfi vhodném precislovani vektoru w7y, Uy, ..., Uy,

muzeme psat U7, U, ..., Uy U1, Umt2, -5 Un] = V. Cheeme dokézat, ze potom plati
i to, ze mame-li m + 1 linedrné nezavislych vektord o1, vs, ..., Um, Ums1 2z V, je
(1) m+1 < n a (2) pfi vhodném piecislovani vektort s, @s, ..., i, muZzeme psét
(U1, Uy ooy Uppy U1, U2 -, Up) = V.

Protoze v, .1 € V, lze vektor v,,1 psat jako linedrni kombinaci vektort vy, vs, . . ., U,
Uty - - - Up, .
73’m—|—1 - 61771 + 62772 + e bmﬁm + am—l—lﬁm—l—l + e+ anﬁn (15)
a plati
(U1, Uy vees Uy Urn 1, U2y - Up) = [U1, Uy oeey Upny Uit 1, Ut 1y Upns 2, -y Up) = V.
Protoze vektory v1,vs, ..., Uy, Uyne1 jsou linedrné nezavislé, je ziejmé, ze alespon
jeden z koeficientt a,, 11, @9, - - -, a, linedrni kombinace (IH) je rtzny od nuly (pro-

myslete si detailni zdivodnéni). Véta pripousti vhodné usporadani vektortt mnoziny
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generatortli, proto lze bez jakékoliv 1jmy na obecnosti diikazu predpokladat, ze tim
nenulovym koeficientem je a,,.1. Potom ale mizeme vektor ,,.1 vyjadrit z rovnosti
(I35) jako linearni kombinaci

Umtl = —Umt1 — U] — Vg — + o+ — Ump — —Umpy2 — """ — Up,
Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1
a pro vektorovy prostor V' plati
(U1, Uy eees Uppy Un 1y U295 - Un) = [U1, U2y +eey Upny U1y Ut 15 Urns2s -vy U] =

= [U1, U2y wovy Uy Uyt 1y Upns 2, -y Up) = V.

(linearni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektori). Opravdu lze pfi vhodném usptadani
vektort vektor 1y, 1 nahradit vektorem v, 1. Tim jsme dokézali pravdivost implikace
SV (m) = SV (m + 1), tzv. indukéniho kroku dikazu matematickou indukeci. Tim
je tento dikaz kompletni a mlzeme proto Tici, Zze Steinitzova véta o vyméné je
dokéazana. ]

5.1 Dusledky Steinitzovy véty o vyméné

Véta 12. Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru V maji
tyz pocet prvku.

Véta 13. KazZdd skupina linearné nezavislych vektoru libovolného vektorového
prostoru generovaného n—prvkovou mnozinou obsahuje nejvyse n vektorii.

Véta 14. Je-li {uy,uy, ...,u,} baze vektorového prostoru V a jsou-li vektory
U1, U, ..., U, € V linearné nezavislé, je mnozina vy, Us, ..., U, rovnéz baze vekto-
rového prostoru V.

Véta 15. Necht {uy,Us, ..., U,} je mnoZina generatoru vektorového prostoru V,
pak
dimV <n.
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6 Skalarni soudin

Skaldrni soucin' je operace, kterd dvéma vektortim (je to tedy bindrni operace)
ptitazuje skalar (v nasem pripadé jde o realné ¢islo, obecné se jedna o prvek néjakého
télesa T'). Dovoluje ndm zavedeni metriky v afinnim bodovém prostoru, tj. umoziuje
nam urcovat vzdalenosti, odchylky, obsahy a objemy.

Pojem skaldrni soucin znate ze stredni skoly. Konkrétné se jednalo o tzv. Fuk-
leidovsky skaldrni soucin, ktery je pro vektory @ = (ug, us, us), v = (v, v9,v3) dan
vztahem:

—

U -0 = ujvy + Uy + usvs. (16)

Obrazek 8: Vztah pro velikost vektoru « — ¢ obsahuje formuli pro vypocet Eukleidovského skalarniho
soucinu

Motivaci pro zavedeni skaldrniho souc¢inu v podobé dané formuli (I8]) lze nalézt pri
upravé vztahu pro vypocet velikosti vektoru @ — o (viz Obr. [)). Pfipomerime, ze ve-
likost (téz. normu; u geometrického vektoru se jedna o délku orientované tsecky,
kterd je jeho umisténim) vektoru w = (wi,wy, w3) znacime |W| a plati |W| =
Vv w? + w2 + w?. Potom pro vektor @ — ¥ plati

’ﬁ — 17’ = \/(u1 — U1)2 + (UQ — Uz)2 + (U3 — Ug)2

Pro dalsi studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analytickd ge-
ometrie linedrnich dtvari, Ceské Bud&jovice, Jihoceskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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(jedna se vlastné o opakované uplatnéni Pythagorovy véty v trojrozmérném pro-
storu, viz Obr. §), odkud po umocnéni obou stran na druhou dostaneme vztah

’ﬂ) — 17|2 = (u1 — U1)2 + (Ug — 02)2 + (Ug — 1)3)2,

jehoz pravou stranu upravime na nasledujici tvar

S22 2 9 9 9 9
@ — U]° = u] 4+ uj + ug + v] +v5 + v5 — 2(ugv1 + ugvy + uzvs)

a pomoci vztaht pro velikosti vektoru u, v pfepiseme do podoby
i — 0 = |id)* + |0]* — 2(urv1 + ugva + uzvs). (17)

Pozadavek zapisu rovnosti (I7) ve tvaru

i — 0 = |id)? + |0)* — 2a - v
nas potom vede k definovani skalarniho soucinu @ - ¥ formuli (I6). Aby vse ,fungo-
valo“, musi mit tato operace urcité vlastnosti. Ty jsou specifikovany v nasledujici
definici 12, kterd zavadi skaldrni soucin jako obecnéjsi operaci, nez je vyse uve-
deny Fukleidovsky skaldarni soucin. Ten se tak stava jenom jednou z mnoha operaci
vyhovujicich této definici.

Definice 12 (Skalarni soucin). Skaldrnim soucinem rozumime operaci, kterd kazZdé
dvojici vektord U,V € V pritazuje redlné ¢islo (skaldr) i - v € R tak, Ze plati:

1. @-v=0-4 (SYMETRIE)

2. U-(V+w)=u-v+u-w, (BILINEARITA, vlastnosti 2 a 3)

3. (ku)-v=k(u-v),

J. @-@>0 Ali-di=0&d=d. (POZITIVITA)
Poznamky.

1. Skalarni soucin je vzdy definovan na néjakém vektorovém prostoru V. Potom
hovotfime o vektorovém prostoru se skalarnim soucinem, nebo strucnéji
o0 unitarnim prostoru.

2. Nejcastéji se setkame s neékterym z nasledujicich tii zptisobt zapisu skalarniho
soucinu vektoru u, v:

w-U mnebo <u,U> mnebo [u, 7]
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6.1 Priklady skalarnich soucdinti

Existuji rtizné skalarni souciny. Za skalarni souc¢in povazujeme kazdou operaci, ktera
spliuje definici I2l Uvedme si zde nékolik prikladi:

1. Eukleidovsky skalarni soucin

—

U-U=uv; + usvs + ugvy; pro u,v € Vi.
2. Vazeny skalarni soucin
U- U= 2u1v; + dugvy; pro u,v € Vs.

Obecné zapiseme vazeny skalarni soucin vektoru u, v € V,, formuli

n
u-v= E C;U; Uy,
1=1

kde ¢; je vaha soucinu i—tych souradnic téchto vektor.

3. Skalarni soudin
U+ U = UV] — ULV — Uo7 + 4Ugs.

4. Skalarni soucin v prostoru spojitych realnych funkci na uzavieném intervalu

(a; b)

61+ oo) = | fotorin

a

PRIKLAD 6.1. Ovéite, Ze operace definovand predpisem @ - T = 2u vy + Busvy pro
u, v € Vo je skutecné skalarnim soucinem.

6.2 Norma (velikost) vektoru
Ke kazdému skalarnimu soucinu je nasledujici definici zavedena norma vektoru.

Definice 13. Normou (velikosti) vektoru u € V,, rozumime cislo

Je tfeba mit na paméti, Ze definice zavadl normu vektoru pomoci skalarniho
souc¢inu. Hodnota normy tedy zavisi na tom, jaky skalarni soucin pouzijeme!
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PRIKLAD 6.2. Je ddn vektor @ = (2, —3,5). Vypocitejte jeho normu pro
a) Eukleidovsky skaldrni soucin u - U = ujvy + ugve + usvs; U, U € Vi,

b) vdZeny skaldrni soucin U - U = 2uqvy + Bugvy — ugvs; U,V € V.

Poznamky.

1. Pro normu vektoru pouzivame téz oznaceni ||u|| (potfebujeme-li ji odlisit od
absolutni hodnoty realného ¢isla).
2. Vektor s normou |i| = 1 nazyvame jednotkovy vektor.

2

3. Soucin u - @ zkracujeme na u - © = u”. Potom je ziejmé, Ze plati

i = |u)?. (18)
4. Ke kazdému skalarnimu soucinu prislusi dle definice I3 norma, ale ne kazda
norma je definovana pomoci skalarniho souc¢inu. Napriklad:

a) ||u]ly = |ur] + |ug| + ... + |unl,  (tzv. 1-norma)

b) HﬁHinf - maX{|u1|7 |u2‘7 ey ‘un|}7

¢) ||l = v/u? +ud + ... + u2, Eukleidovskd norma (téZ 2-norma)

V nékterych situacich bude vyhodné nahradit dany vektor vektorem stejného sméru,
ale jednotkové velikosti. Hovofime o tzv. normovani vektoru. Vektor « (z)normujeme
tak, ze ho vydélime jeho velikosti (normou), vysledny vektor oznacime tieba € :

e

(19)

€=

£y

]
PRIKLAD 6.3. Normujte vektor @ = (3, —4,0).

6.3 Dulezité nerovnosti

Pti zkoumani vlastnosti vektorovych prostort se skalarnim souc¢inem nam vyrazné
pomohou nasledujici dvé nerovnosti:

1) Cauchyova-Schwarzova nerovnost (en.wikipedia.org: Cauchy—Schwarz inequality),
2) Trojthelnikova nerovnost (en.wikipedia.org: Triangle inequality).

Ukazeme si, ze tyto nerovnosti plati v jakémkoliv vektorovém prostoru se skalarnim
soucinem.
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6.3.1 Cauchyova—Schwarzova nerovnost
Véta 16 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory u,v € V,, a pro
jgakykoliv skalarni soucin plati
@ - o] < || [|]]. (20)
Rovnost nastdvd prdavé tehdy, kdyz jsou vektory i, v linedrné zavislé (tj. rovnobézné).
Diikaz. Uvazujme vektor w + kv. Potom dle definice skalarniho souc¢inu a normy
vektoru plati
|z + k7|* >0,

[@|* + 2k - 7 + K*(|7]|* > 0. (21)
Kdyz levou stranu nerovnosti (2II) vhodné pfeusporadéame

1717k* + 2a - 7k + ||@]]* > 0,
miizeme na ni nahlizet jako na kvadraticky trojélen Ak?> + Bk + C s proménnou

k. Potom je kvadratickd nerovnost (2II) vzhledem k této proménné splnéna préavé
tehdy, kdyz je diskriminant B? — 4AC tohoto trojélenu mensi nebo roven nule

4(a - 0)* — 4||@l*|7)* < 0.
Odtud dostaneme po nékolika tupravach nerovnost (20), kterou chceme dokazat
(@-3)* < [l [|9])%,
i@ - o] < [Jal] ||7]].
]

Poznamka. Pouzivame rtzné zapisy Cauchyovy—Schwarzovy (déle jen ,,C—S“) ne-

rovnosti: )
n n n
<Z UM) < Z uf Z v,
i=1 i=1 =1
n n n
Z wuv; | < Z uf Z v?,
i=1 i=1 i=1

PRIKLAD 6.4. Necht a,b, c,d, e jsou redind ¢isla, pro kterd plati:
a+b+c+d+e=38
a’ + 0>+ & + d* + ¢* = 16.
Urcete mazximalni moznou hodnotu e.
Napovéda: Dané rovnice upravte na tvary
a+b+c+d=8—e
A+ b0+ +d* =16 — €2

a uvazujte C—S nerovnost pro vektory @ = (a,b,c,d) a v = (1,1,1,1).
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6.3.2 'Trojuhelnikova nerovnost

Maji-li tfi Gsecky a, b, ¢ tvorit strany trojuhelniku ABC' (viz Obr. []), musi pro jejich
délky platit, ze soucet kazdych dvou z nich je vétsi nez ta tteti (tj. a+b > ¢, a+c > b,
b+c > a). Nastane-li v nékterém z téchto pripadt rovnost, body A, B, C'lezi v pfimce

C

A C B
Obrazek 9: Usecky délek a, b, ¢ jsou stranami trojihelniku

(trojuhelnik degeneruje v tsecku, viz Obr. [I0). Tyto skutecnosti jsou popsany tzv.

A c B

Obrazek 10: Pro a + b = ¢ lezi vrcholy ,trojuhelniku“ v primce

trojuhelnikovou nerovnosti. Pokud do stran trojihelniku ABC vhodné umistime
vektory u, v a i + v, jak ilustruje Obr. [LI, miZeme tuto nerovnost formulovat i pro
vektory a jejich normy (viz Véta [IT)).

C

cl

+

<{
<{

A g B

Obrazek 11: Trojuhelnikova nerovnost pro vektory

Véta 17 (Trojuhelnikovd nerovnost). Pro kaZdé dva vektory u,v € V, a normu
vektoru prislusnou libovolnému skaldrnimu soucinu plati

[ + 0} < flal + o] (22)

Rowvnost nastava prave tehdy, kdyZ existuje k € R,k > 0 takové, Ze u = kv nebo
v = ku.
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Diikaz. Ukazeme, ze platnost nerovnosti (22)) je disledkem platnosti C-S nerovnosti
(20)). Nejprve obé strany nerovnosti (22) umocnime na druhou

1z + a1 < (Il + [19]))°,
pravou stranu pri tom vyjadrime ve tvaru prislusného trojclenu
1@+ 71 < [la]® + 2@ [|#]] + |7]*.

Potom u ¢lenti, které jsou druhymi mocninami norem vektort, uzijeme vztah (I8) a
zapiSeme je ve tvaru skalarni mocniny

(@ + ) < @+ 2||ad)| || 7] + ™
Po upravé levé strany
W 421 - T+ 7 < a4 2|al||| o] + 7
a nalezitém zjednoduseni dostavame nerovnost
- v < ||| |2,

jejiz pravdivost vyplyva z pravdivosti C—S nerovnosti (|@ - 9| < ||u||||7]|) a z definice
absolutni hodnoty (- v < |4 - 9]). O

PRIKLAD 6.5. Dokazte ndsledujict nerovnost:
lall = floll] < lla—oll;  abe V.

Reseni: Postupujeme uplné stejné jako pri vySe uvedeném diikazu trojuhelnikové
nerovnosti.

PRIKLAD 6.6. Zapiste skaldrni soucin vektori i, U pouze uZitim normy vektoru.

Reseni: Vyuzijeme vztah (I8), tj. toho, ze plati: 4-u = u? = ||i||>. Nejprve uvazujeme
vektor @ — . Dle (I8) plati

(@ — 1) =i —20- T+ 0 = ||ul|* - 2a- v+ ||7])* = ||a — 7|~

Odtud potom muzeme vyjadrit skalarni soucin « - v pomoci norem vektort takto:

- - 1 — — — —
i@ = S(lall* + 1o]” - @ - o). (23)
Dalsi moZnosti je uvazovat vztahy ||@ — 7)) = ||@]|* — 2u - T+ ||0]|* a ||u + ¥]|* =
|@||> + 2@ - T+ ||0]|>. Odecteme-li prvni od druhého, dostaneme vztah || + 7)|*> —
|@ — ¥|* = 41 - U, ze kterého vyjadiime skaldrni souéin @ - ' takto
- = 1 — — — —
i = (a+ ol — [la — o). (24)
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6.4 Odchylka vektoru

Vztah pro vypocet odchylky dvou vektori muzeme definovat jako disledek C—S
nerovnosti (20). Z nerovnosti |4 - ¥| < ||u]| ||| vyplyva vztah

e

u-v
[l 7]
Uvazime-li definici funkce cos, je potom ziejmé, ze pro kazdé dva nenulové vektory
u,v € V, existuje jediné realné ¢islo ¢ € (0, 1) takové, ze

<1

- —

U - U
Il
Toto ¢islo nazveme odchylkou nenulovych vektort u, v.

Definice 14 (Odchylka vektort). Odchylkou dvou nenulovych vektori u,v € V,
rozumime redlné cislo p € (0,m), kter€ je dano vztahem

COS @ =

—

u-v
[l
PRIKLAD 6.7. Vypocitejte tihel mezi vektory v = (1,0,1), @ = (0,1, 1).

a) Uvazujte Fukleidovsky skaldrni soucin.

b) Uvazujte vdazZeny skaldrni soucin U - W = viwy + 2v9ws + 3vzws.
PRIKLAD 6.8. Urcete odchylku primek p,q : p : © = 1+ 3t,y = 1+t 2z =
1+2t;te R, q: x=2s5,y=34+9s,2=—1+6s; s € R.

PRIKLAD 6.9. Urcete hodnotu parametru c € R tak, aby vektoryd = (—2,3, c), b=
(5, ¢, —8) byly na sebe kolmé.

Cos Y = (25)

Poznamka. Dva nenulové vektory u, ¢ jsou na sebe kolmé praveé tehdy, kdyz cos ¢ =
0 tj.

u-v=0.
Tuto skutecnost vyuzijeme zanedlouho k zavedeni obecnéjsiho pojmu ortogondlni
vektory.

6.4.1 Kosinova véta

Ziskané poznatky o skalarnim soucinu vektori a jejich normé nyni vyuzijeme k dii-
kazu kosinové véty.
Véta 18 (Kosinova véta). Pro libovolny trojihelnik ABC' s vnitinimi uhly o, 3,y
protilehlymi strandm délek a, b, c (viz Obr.[12) plati

a? = b* 4+ & — 2bccos o

b’ =a® + ¢ — 2accos B

& = a®+ b* — 2abcosy
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Obréazek 12: Trojuhelnik ABC

Diikaz. Uvazujme vektory © = B — A a v = C' — A, jejichz umisténimi jsou strany
AB a AC trojihelniku ABC. Strana BC' je potom umisténim vektoru ¢ — @ (viz
Obr. @3)) a pro normy uvedenych vektord plati ||u|| = ¢, ||[U|| = b, ||V — @|| = a. Pfi

C

A B

Obrazek 13: Uziti vektoru k diikazu kosinové véty
vyuziti zkuSenosti z dikazu véty [I7 a feSeni ptikladu [6.6l mizeme psat
=T —dl? = W—u)?=0>-20-id+a> = ||0||> — 20 @+ ||a||* = b* — 20 - i@ + 2.

Nyni stac¢i za skalarni souc¢in ¥ - @ dosadit podle vztahu (25) pro vypocet odchylky
dvou vektorti a dostaneme vztah

a® = b? — 2||T|||#]| cos o + €2, (26)
ktery je po dosazeni dle rovnosti ||7|| = b a ||| = c jiz shodny s rovnosti a? =
b? + 2 — 2bc cos . Zbyvajici rovnosti dokadzeme analogicky. ]

6.4.2 Pythagorova véta

Pythagorovu vétu miizeme chapat jako specialni pripad kosinové véty pro pravothly
trojuhelnik. Uvazujme, ze trojuhelnik ABC z obréazku [I3 méa pii vrcholu A pravy
thel (tj. « =90° a cos @ = 0). Potom dle (26]) plati

a* = b+ ¢,
kde a je prepona a b, ¢ jsou odvésny tohoto pravouhlého trojahelniku.
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Cvicenl — Skalarni soudin

1. Vypocitejte velikosti vnitinich ahla trojuhelniku ABC, je-li: A = [1,2], B = [3, 5],
C=[143v3,2-2V3]
2. K vektorim @ = (2, —1, 3), b= (1,—-3,2) a ¢ = (3,2, —4) urcete vektor z tak, aby

—

platilo @ -7 = —5. b- & = —11, &- & = 20.
3. Kvadr ABCDEFGH mé délky hran |AB| =4, |BC| =3 a |AE| = 5. Vypoctéte
uhel sténové uhlopricky DE a télesové uhlopricky DF.

4. Ze Ctverce o strané a je sestrojen plast pravidelného trojbokého hranolu. Vy-
poctéte thel ¢ sousednich stran lomené cary, kterou na plasti hranolu vytvari hlo-
pricka daného ctverce.

5. Uréete vnitini thly v trojihelniku KLM; K = [5v/3,5],L = [-V/3,—-1],M =
[0, 0].

1 .
6. K jednotkovému vektoru a = (7,@) ,as > 0 najdéte jednotkovy vektor b
s nim ortogonalni.
7. Vypoctéte thel mezi tseckami AB a AC; A = [1,2,3], B = [-1,0,1], C =
[1,—-2,5].

8. Ktery z nasledujicich vyraziu definuje skalarni soucin v -« vektort v = (v, v7) a
W = (wy, ws):

a) 2viw; + 3vgws, b) viws + vowy, c) viw? + vaw3,

d) 27)1101 + (Ul — Ug)(wl — ”LUQ).
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7 Ortogonalni a ortonormalni vektory

Ze vztahu (25]) pro vypocet odchylky dvou vektori vyplyva, ze nenulové vektory u, v
jsou na sebe kolmé pravée tehdy, kdyz u-v = 0. Tato skutec¢nost nam poslouzi k zave-
deni pojmu ortogondlnich vektori a vyuzijeme ji pri popisu vektorovych a bodovych
(pod)prostorti i pii zkoumani jejich vlastnosti a vzajemnych poloh.

PRIKLAD 7.1. Napiste parametrické rovnice piimky p, kterd prochdzi bodem A =
[7,6] kolmo na primku q: ©=—4+3t,y=5—2t; t € R.

Reseni: 7 parametrickych rovnic ptimky ¢ vyplyva, Ze tato pfimka je uréena bodem
B = [—4,5] a smérovym vektorem « = (3, —2) (viz Obr. [[4)). Ma-li byt pfimka p

12

Obrazek 14: Pfimka p jdouci bodem A kolmo k pfimce ¢

kolma k primce ¢, je ziejmé, ze kazdy jeji smérovy vektor ¢ je kolmy k vektoru
u. K feseni tlohy proto postacuje najit jeden nenulovy vektor v = (v, v9), ktery
spliiuje rovnost « - v = 0. Jeho soufadnice jsou tedy fesenim rovnice

37}1 - 27)2 = 0.

Z nekonecné mnoha takovych feSeni vybereme jedno konkrétni, nabizi se napf.
(v1,v2) = (2, 3). Hledand pfimka p méa potom parametrické rovnice p : © = 7+2t,y =
6+3t t€R.

Pojem ortogondlni vektory (k némuz pridame jesté pojem ortonormdlni vektory) si
definujeme nejprve pro dvojici vektorti.

Definice 15. [Dvojice ortogondlnich a ortonormdlnich vektori] Dva vektory u,v €
V,, jgsou ortogondalni prave tehdy, kdyz

u-v=0. (27)
Jsou-li navic jednotkové, tj. |u| = |U] = 1, nazgvdme je ortonormdlni.
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Poznamka. Uvazujeme-li Eukleidovsky skalarni soucin, je vektor @ = (uq,usg, us)
jednotkovy pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka,

|| = \/u%+u§+u§: 1,
kterou lze po umocnéni obou stran na druhou vyjadrit ve tvaru
2 2 2
uj +ujy +uz = 1.
O vektorech @ = (uy, us, uz), v = (v1, v9, v3) tak mizeme ¥ici, ze jsou ortonormdlni
pravé tehdy, kdyz soucasné plati
U101 + Uov9 + uzvy = 0,
2 2 2
2 2 2
v +v; +vy = 1.
Jako ortogonéalni ¢i ortonorméalni mizeme oznacit i vétsi skupinu vektort, jak uvadi
nasledujici definice.
Definice 16 (Ortogondlni a ortonormalni vektory). Vektory iy, Us, ..., Uy € V,, jsou
ortogondlni prave tehdy, kdyz
U; - u; = 0,
pro vsechna i,j = 1,2,....k; © # j. Jsou-li navic vSechny vektory jednotkové, tj.
|ﬁ7’ =1,
pro vsechna i = 1,2, ..., k, nazyvame je ortonormadalni.
Poznamky.
1. Ortogonalni vektory u, v znac¢ime takto
u Ll v

2. Ortogonalita je zobecnénim kolmosti. Protoze kromé terminu ,,ortogonalni vek-
tory“ pouzivame téz oznaceni ,kolmé vektory“, je dobré mit na paméti, ze
definice ortogonalnich vektort pripousti i nulovy vektor a vyplyva z ni, Ze nu-
lovy vektor je ortogonalni ke vsem vektortim. Hovorime-li o kolmych vektorech,
uvazujeme vesmeés vektory nenulové.

3. Pojmem ortogonalni vektory oznacujeme skupinu dvou, ale i vice vektort, které
splnuji definici [16l. Tj. skupinu vektori w7y, us, ..., U nazveme ortogonalni, kdyz
pro kazdé dva rizné€ vektory z nich plati u; - u; = 0.

4. Ortonormadalni jsou vektory, které jsou ortogondalni a navic vsechny jednotkove,
tj. plati: _
U - Uj =0}
pro vsechna ¢,j = 1,2,...,n, kde 5;7 je Kroneckerovo delta (5;7 =1lproi=ja
6! =0 pro i # j).
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8 Ortonormalni baze

Béazi vektorového (pod)prostoru je jakdkoliv mnozina jeho generatori, ktera je line-
arné nezavisla. Vyluéné postaveni mezi vSemi bazemi maji diky svym vlastnostem
tzv. ortonormalni bdze, tj. baze, jejichz vektory jsou ortonormdlni (viz def. [1d).

Definice 17 (Ortogonalni a ortonormalni baze). Bdzi B = {by, b, ..., by} vektoro-
veho prostoru V' se skaldrnim soucinem mnazveme ortogonalni bazi, jestliZe jsou jeji
vektory 51, 52, cee gn ortogonalny.

Bazi B nazveme ortonormdalni bazi, jestliZe jsou jeji vektory 51, 52, ey gn ortonor-
malng.

Poznamka. Baze B je tedy ortonormalni, jestlize
b - b; = &

pro vSechna 7,5 =1,2,...,n, kde 5f je Kroneckerovo delta (52‘7 =1lprot=7ja 5{ =0
pro i # j).
Priklad: Rozhodnéte, zda se jedna o ortogonalni ¢i ortonorméalni baze:

a) B; = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},

b) By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},

c) B3 =1{(2,0,0),(0,-1,0),(0,0,4)}.

Veéta 19. Jsou-li nenulove vektory uy,us, ..., u,, n € N, ortogondlni, jsou linedrné
nezavisle.

Diikaz. Dtkaz provedeme sporem. Predpokladame, Ze nenulové ortogonalni vektory
Uy, Us, ..., Uy jsou linedrné zavislé. Aspon jeden koeficient k; linearni kombinace

kyily + koily + . . kil = 6 (28)

tak musi byt rizny od nuly. Necht je to tfeba ki. Pokud nyni skaldrné vynasobime
obé strany rovnosti (28) vektorem i, dostaneme rovnost

—

klﬁl'61+k2ﬁ2'ﬁ1+...]€nun'ﬁ1:5'171, (29)

na jejiz levé strané jsou vsechny cleny kromé prvniho diky predpokladané ortogona-
lité vektora 1, Us, ..., U, rovny nule. Rovnost (29) se tak redukuje na tvar

ki = 0, (30)

kde u5 # 0 (vektory u; jsou dle predokladu nenulové). Potom ale musi byt k1 = 0,
coz je ale ve sporu s predpokladem, ze k; # 0. Tim je pravdivost véty dokazana. [
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8.1 Vyhody ortonormalni baze

Uvedeme si dvé vyhody, které nam oproti ,,obycejné“ bazi prinese pouziti ortonor-
malni baze.

8.1.1 Vypocet skalarniho soucinu

Jsou-li vektory u, ¢ ureny soutadnicemi @ = (uy,Us,...,U,), U = (V1,02 ...,0p)

— —

vzhledem k néjaké ortonormaélni bazi B = {51, b, ..., by}, je jakykoliv skalarni soucin
téchto vektori dan vztahem

—

U- U= uvy + Uy + ... + UpUy,

bez ohledu na jeho konkrétni definici.

Tuto zajimavou a velice uziteénou skutecnost snadno dokézeme. Vektory u, v zapi-
seme jako linedarni kombinace vektorti baze B

U = ulg1 + UQEQ + -+ Un,gn, 17 = U1g1 + Uggz + -+ Ungn
a skalarné je spolu vynasobime
T -7 = (urby + usby + - -+ + unby) - (01by + Vabs + - - - + vyby). (31)

Pravou stranu (B1]) rozndsobime uzitim vlastnosti 2 a 3 z definice skalarniho soucinu
(viz def. 12). Dostaneme

U-U= ulvlgf 4 uqvghy by 4 - - ulvngl : gn—l— (32)
+'U/2U161 : 62 + U/Q'UQE% + -+ Ugvngg : gn—i—
+ e +

+unvlgl : gn + unUZEZ : gn + o+ unvng%p
kde ovsem, diky ortonormalnosti baze B, pro vSechna 7,57 = 1,2, ...,n plati 57 : l;j =
0 pokud i # j, jinak b? = 1. Rovnost (B2) je tak pro kaZdou ortonormélni bézi
B = {by, s, ..., b,} ekvivalentni rovnosti

U-U = upv1 + UgUgy + - - - + Uy Uy, (33)

44

bez ohledu na to, jak je definovan skalarni soucin ,,-“.

Poznali jsme, Ze pokud pouzivame ortonormalni bazi (a my tak ¢inime, protoze neni-
li feceno jinak, pracujeme se souradnicemi vzhledem ke kanonické bazi), nemusime
se starat o definici skalarniho soucinu a pocitame ho tak, jak jsme zvykli ze stfedni
skoly.
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8.1.2 Urceni souradnic vektoru vzhledem k ortonormalni bazi
Uvazujme vektor @ = (uy, us, ..., uy,), jehoz soutadnice uy, us, ..., u, jsou dany vzhle-
dem k ortonormalni bazi B = {by, bs, ..., b, }, tj.

U= Ulgl + Uggg —+ ...+ un,gn. (34)

Potom pro i—tou souradnici u; vektoru u plati

—

w; =1 - by, (35)
kdei=1,2,...,n

Vztah (BH) ndm umoziuje rychly vypocet jednotlivych soufadnic vektoru. Podstatu
jeho dtikazu si ukazeme na pripadu ¢ = 1, zobecnéni pro: = 1,2, ..., n bude zfejmé.
Jestlize vynasobime obé strany (34) vektorem b;, dostaneme rovnost

@b = ulb + Usby -+ by + ... + Upby, - b1, (36)
ktera je diky ortonormalnosti vektort bl, bz, s bn ekvivalentni s rovnosti
Uy = U - 51.
Pro zobecnéni staci zameénit 1 za ¢ a uvazovatt =1,2,...,n.

PRIKLAD 8.1. Urcete souradnice vektoru © = (1,1,1) vzhledem k ortonormdini
bazi B = {Ul,ﬁg,ﬁg}; 171 = (%, %, —%), ?IQ = (0, %, %), 173 = (\/5;5_0’ —\/2—, \/1—),
Regend: Oznacme UB z—tou soutadnici vektoru ¥ vzhledem k B. Potom v = (1,1,1)-

2 3
(47\/— 7) 7 (111)(07\/— \/—) \/gav?,—(lll)(\/g—oa \/—\/—)
75

8.2 Gram—Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces

Véta [§ nam zarucuje, ze kazdy konecné generovany vektorovy prostor ma alespon
jednu konec¢nou bazi. Poté, co jsme se seznamili s vyhodami ortonormalni baze, je
ziejmé, ze bychom uvitali stejnou zaruku i pro existenci ortonormalni baze. A sku-
tecné, takova zaruka existuje, pro vektorové prostory se skalarnim souc¢inem nam ji
dava nasledujici véta.

Véta 20 (Existence ortonormalni baze). KaZdy netrividlni konecné generovany vek-
torovy prostor se skaldrnim soucinem md aspon jednu ortonormdlni bazi.

Diikaz. Existence koneéné baze je zarucena vétou 8. K dikazu véty 20 tak postaci
ukazat, ze z kazdé konecné baze uvazovaného vektorového (pod)prostoru mizeme
vytvorit bazi ortonormalni. To skuteéné mozné je. Garantuje ndm to postup znamy
jako Gram—Schmidtiv ortogonalizacni proces. Misto dukazu véty 20 si podrobné ro-
zebereme tento postup pro pripad vektorovych prostorii dimenze dva a tii. Zobecnéni
postupu pro pripad vektorového prostoru dimenze n, které je podstatou diikazu véty,
je potom ziejmé. ]
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Gram—Schmidtiv ortogonalizacni proces se tyka vytvoreni ortonorméalni baze vek-
torového prostoru, vyuzivame ho vsSak predevsim k urcovani ortonormalnich bazi
vektorovych podprostort. V pripadé vektorovych prostori miizeme vzdy ,,sdhnout*
po kanonické bazi (tj. napiiklad pro R? je to {(1,0),(0,1)} ).

Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru dimenze 2

Predpokladejme, ze zname bazi {di,d>} vektorového podprostoru W CC V,, (tj.
W = [d1, ds]) a chceme vytvorit jeho ortonormélni bazi {é7, €5 }. Budeme postupovat
tak, ze nejprve vytvorime ortogonalni bazi {51, gg} podprostoru W. Potom vektory
této baze pomoci formule (I9) znormujeme. Vysledkem je pozadovana ortonormalni

baze {51, 52}
. Vytvoreni ortogondlni baze podprostoru W

Prvni vektor b; ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem a; z dané baze
by = ady. (37)

Druhy vektor b potom vyjadiime jako linedrni kombinaci vektori by a @

by = @ + kby (38)
tak, aby
by -by = by - dy + kb = 0. (39)
7, této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu
by - G
k=, (40)
b1
kterou dosadime do vztahu (B8) pro vektor b
. by - G
by = @y — 2225, (41)

72
bi

Rovnostmi (B7) a (@I) jsou uréeny vektory by, by ortogonalni baze podprostoru W

bi=ai, b= - b (42)
1

Poznamka. Vztah (40) pro vypocet vektoru 52 kolmého k vektoru 51 = @; muzeme
odvodit ,ryze geometricky®, bez nutnosti fesit rovnici (B9) pro neznamou k. PouZi-
jeme k tomu obrazek (nebo pfislusny aplet vytvoreny v GeoGebre)). Vidime, zZe
vektor gg, ktery ma byt kolmy k 51, dostaneme jako soucet vektoru @ s vektorem
ktery je vektorem opacnym k vektoru u, jehoz velikost je rovna kolmému primeétu
vektoru as do sméru vektoru 51.
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Obrazek 15: Gram—Schmidttv ortogonalizacni proces pro podprostor dimenze 2 - vytvotreni ortogo-
nalni baze

Pro velikost kolmého primétu vektoru as do sméru vektoru 51 plati

] = ——. (43)

Piitom Vyraszg by > 0 pro v €(0;5) ady- by < 0 pro ¢ € (5,m), kde ¢ je thel
mezi vektory by (tj. také @) a dp). Pravdivost tohoto vztahu pro ¢ € (0; %) snadno
prokazeme rozepsanim jeho pravé strany podle vztahu pro vypocet odchylky dvou

vektori. Dostaneme vztah

_ 62 . 51 _ ’62‘|51‘COSQO

i = 92 !
b1 |01

= |d@2| cos ¢,

ktery odpovida definici hodnoty funkce kosinus v pravoihlém trojtahelniku (|ds| je
délka prepony, || je délka odvésny prilehlé k thlu ¢). Pro ¢ € (5, ) staci uvazovat
uhel 7 — .

Znéme tedy velikost vektoru @ (viz (@3)) a vime, #e ma smér vektoru by (nebo

s - b
opacny, pro ¢ € (3, m)). Staci tedy vynasobit ¢islem 25 ’ L jednotkovy vektor sméru
1
b; a dostaneme vektor u
L dyby by dybyp
[ba| b b
Podle obrazku I je potom vhodnim vektorem by soucet @y + @', kde @ = —, tj.
— 5[; . g —
by =Go 4+ U0 = — U=y — 252 LD, (44)
1

Vztah (44) je totozny se vztahem (40). Geometrickou tivahou jsme tak dostali stejny
vysledek jako vypoctem. (konec poznamky)
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I1. Vytvoreni ortonormdlni baze podprostoru W
Nyni vektory 51, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

b
51 — =, 6—)2 — _,—2 . (45)
1

Vytvoreni ortonormalni baze vektorového prostoru dimenze 3

Predpokladejme, ze zname bazi {dy, ds, a3} vektorového podprostoru W CC V,, (tj.
W = [dy, do, d3]) a chceme vytvorit jeho ortonormélni bazi {61, €9, €3}. Budeme po-
stupovat tak, ze nejprve vytvorime ortogonalni bazi {bl, bg, bg} podprostoru W. Po-
tom vektory této baze pomoci formule (I9) znormujeme. Vysledkem je pozadovana
ortonormalni baze {e1, €, € }.

. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W

Postup vytvoreni prvnich dvou vektori 51, 52 ortogonalni baze je identicky s vyse
popsanym pripadem podprostoru dimenze 2. Plati tedy

b=, b= - 225, (46)
i
Treti vektor 53 potom vyjadrime jako linearni kombinaci vektorii 51, by a as
by = ds + mby + nb, (47)
tak, aby
51-53:51-63+m5%+n51-52:51-63+m5%:0, (48)
52-53:gg-d'ngml;l-52+n5§:gg-d'3+n5§:0. (49)

Z téchto podminek (48)), (8:2) kolmosti vektori ortogonalni baze vyjadiime hodnoty
koeficienti

by - G by - G
m— — 162663’ n— — 2ﬁ2a3 (50)
b1 b3

které dosadime do vztahu (@7) pro vektor bs

o by-dse by dse
b3 = a3 — —=—b1 —
by b3

bo. (51)

Rovnostmi (4@) a (5] jsou uréeny vektory by, by, by ortogonalni baze podprostoru

7% ~
.~ by dye - by -dse by-dse
1 = dy, b2:a2_—»72b17 b3 = dg — = by — =
B B 2

bo. (52)
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Poznamka. I v pripadé nalezeni tfetiho vektoru ortogonalni baze muzeme uplatnit
sryze geometricky® pristup. Tentokrat bychom pouiili opaéné vektory ke dvéma
kolmym priamétim vektoru asz do smérit vektort by a bg, které bychom slozili s
vektorem a3, abychom dostali vektor b3 kolmy na oba vektory b a by. Detailné se
zde timto postupem nebudeme zabyvat.

Obrazek 16: Gram—Schmidttv ortogonalizacni proces pro podprostor dimenze 3 - vytvotreni ortogo-
nalni baze
II. Vytvorent ortonormdlni bdze podprostoru W

Nyni vektory by, bo, b3 znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

b b b
51 = _,—1, 52 = _,—2, 53 = _,—3 (53)
|01 123 |b3]

PRIKLAD 8.2. Urcete ortonormdini bdzi podprostoru W CC R3, ktery je genero-
vdn vektory v; = (1,1,2), U5 = (0,1, —1).

Resen:
. Vytvorent ortogondlni baze podprostoru W
Prvn{ vektor b; ortogonéln{ baze ztotoznime s prvnim vektorem 7, = (1,1,2) z dané
baze
by = (1,1,2).

Druhy vektor by potom vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort b; = (1,1,2) a
vy = (0,1,-1)
by = T + kby = (0,1, —1) + k(1,1,2) (54)

tak, aby

l

by-bo = (1,1,2)- (0,1, —1) 4 k(1,1,2)> = 0.
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Z této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

_61'772_ (17172)(0717_1)_ 1

b=t 2= _—
b? (1,1,2) 6

kterou dosadime do vztahu (54) pro vektor b

by = (0,1, —1)+=(1,1,2) = [ =, =, — ) .
2 (77 )+6(7a) (67673)

Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o sméry vektori, nikoliv o jejich veli-
kosti, miizeme vysledny vektor nasobit 6, abychom se zbavili zlomkt. Tuto tpravu
ocenime zanedlouho pri normovéani vektoru. Hledanou ortogonalni bazi podprostoru
W tak tvoti vektory

b = (1,1,2), by =(1,7,—4). (55)

II. Vytvorent ortonormdalni bdaze podprostoru W
Nyni vektory 51, by znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W
H51<112> 52<17—4>
€1 = = = ) ’ ) €2 = = — ) ) :
b1 \v6 V6 V6 bo]  \V66 66 /66

—

(56)

Reseni v programu wrxMazima:
(%11) load(eigen);
(%0l) C:/PROGRA2/MAXIMA1.0/share/mazima/5.26.0/share/matrix/eigen.r

(%12) Db:gramschmidt({[1,1,2],[0,1,-11});

(%o2) [0,1,~1],[1,2, 7]

(%13) el1] :unitvector(b[1]); e[2]:unitvector(b[2]);
1 1

%03) [0, —=, ———=

( 00 ) [ \/5 \/5]

oty 2,5 3

VIT V21T V2 V11

Poznamka. Vidime, Ze algoritmus, ktery se skryva za prikazem ,gramschmidt®,
nezpracovava vektory v poradi, v jakém je zadame, ale voli si optimalni poradi sam.
Stejné mizeme postupovat i my.
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PRIKLAD 8.3. Urcete ortonormdlni bdzi vektorového prostoru W = [{iiy, iy, i3 }] ;
(1,1,-1,-2), @ = (1,0,1,1), @3 = (0,1,1,0).

£

1 pu—
Reseni:

. Vytvoreni ortogondlni baze podprostoru W

Prvn{ vektor by ortogonalni baze ztotoznime s prvnim vektorem @; = (1,1,—-1,-2)

7z dané baze
by = (1,1, -1, -2).

Druhy vektor by potom vyjadiime jako linearni kombinaci vektort b; = (1,1,—-1,-2)
a iy = (1,0,1,1)
by = iy + kb = (1,0,1,1) + k(1,1, -1, —2) (57)
tak, aby
by by =(1,1,—1,—2)-(1,0,1,1) + k(1,1, -1, —2)2 = 0.

7 této podminky kolmosti vektorti ortogonalni baze vyjadiime hodnotu koeficientu

bi-%  (1,1,-1,-2)-(1,0,1,1) 2

k i — )
b% (1717_17_2)2 7

kterou dosadime do vztahu (57) pro vektor by
- 2 9253
by =(1,0,1,1)+ =(1,1,-1,-2)= | =, =, =, = | .
2 (777)+7(77 ) ) (7777777>
Protoze v pripadé ortogonalni baze jde jenom o sméry vektort, nikoliv o jejich

velikosti, mtzeme vysledny vektor nasobit 7, abychom se zbavili zlomkii. Dostaneme

—

by = (9,2,5,3).

Treti vektor b3 vyjadiime jako linearni kombinaci vektort b; = (1,1,—-1,-2), by =
(9,2,5,3) a ity = (0,1,1,0)

by = @3 + mby + nby = (0,1,1,0) + m(1,1, -1, —2) + n(9,2,5,3)
tak, aby

by-bs = (1,1,—1,-2)-(0,1,1,0) +m(1,1,—1,-2)> + n(1,1,—1,-2) - (9,2,5,3) = Tm =
by - by = (9,2,5,3)-(0,1,1,0) 4+ m(9,2,5,3) - (1,1, =1, —2) + n(9,2,5,3)> = 7+ 119n = (

Z téchto podminek kolmosti vektort ortogonélni baze (vSimnéte si, ze v tomto pii-
padé jsou vektory by = (1,1, —1,—2) a @3 = (0,1, 1,0) jiz na sebe kolmé) vyjadiime

hodnoty koeficientti
1

:O = ——
m s n 17
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které dosadime do vztahu pro vektor 53

. 1
by = (0,1,1,0)+0(1,1, -1, —2) — —(9,2,5,3) = (—

9 15 12 3
17

171717 17

Vektor 53 nasobime 17, abychom se zbavili zlomki. Potom vektory 51, 52, 53 ortogo-
nalni baze podprostoru W jsou

by = (1,1,—1,-2), by=(9,2,5,3), bs=(—9,15,12,—3).

I1. Vytvoreni ortonormdlni baze podprostoru W

Nyni vektory b1, by, b3 znormujeme a tim dostaneme pozadovanou ortonormalni bazi
podprostoru W

Lo /1 1 12
“‘Qﬁ¢??ﬁ*¢9’

. /9 2 5 3
e <¢119’ V119 V119’ \/119) ’
L 9 15 12 3
“o <_ V459 /459" /459’ _\/@) '

Reseni v programu wrMaxima (kéd navazuje na feseni predchdzejiciho prikladu):
(%i5)  kill(b);

(%05)  done

(%i6) b:gramschmidt({[1,1,-1,-2],[1,0,1,1],[0,1,1,01});

11 323 3 23
(%06) [[0,1,1,0},[1, =5, 5. 1, [% 2 =2 = =]

(%1i7) el[1] :unitvector(b[1]); e[2] :unitvector(b[2]);
e[3] :unitvector(b[3]);

1 1
(%00T7) [\fT 7 0] Y
2 1 2
wMHﬁ’ffJJ\H
(%o9) [L2, .

NVERVERVERRVERVERRVERVE!

Poznamka. Prikaz , gramschmidt® opét volil jiné poradi zpracovani vektori a nasel
jinou ortogonalni bazi, s ,lépe vypadajicimi® vektory.
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Kromé volby vhodného poradi vektort si ru¢ni vypocet vektorii ortonormalni
baze daného podprostoru mtzeme v fadé pripadi podstatné zjednodusit také tim,
ze dany systém generatorii nahradime vektory, které jsme ziskali eliminaci pri-
slusné matice. V pripadé ptikladu jsme tak mohli misto ptvodnich vektort
(1,1,—-1,-2),(1,0,1,1),(0,1,1,0) pocitat s vektory (1,0, 0,0), (0,1,0,—1),(0,0,1,1),
které generuji stejny podprostor, protoze

11 -1 =2 1

10 1 1 |~--~1]0

01 1 0 0
Vyzkousejte!
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Cviceni — Ortonormalni baze

1.

2.

Urcete ortonormalni bazi vektorového (pod)prostoru W :
a) W= [{v1, ta}; 01 = (1,1,1),05 = (0, 1,1),

b) W = [{171,172,53}]; ?71 = (1, 1, 1), ?72 = (O, 1, 1), 173 = (1,0, 1),
C) W= [{7717?727?73}]; Ul = (17 ]‘7 _1)7 UQ = (1707 2)7 773 = (27 _27 3)7
d) W = [{61, 172, 173}]; 171 = (]., ]., 2, 1), 172 = (O, ]., ]., 1), 173 = (3, 1, 0, 1)

Uréete ortonormalni bazi vektorového podprostoru V- CC R*, ktery obsahuje

v8echny vektory kolmé na vektor v = (1,2, -1, —3).

3.

Urcete ortonormalni baze nasledujicich vektorovych podprostorti R?:
a) Rovina generovana vektory (0,2, 1), (1, -2, —1).
b) Rovina definovana rovnici 2x — y + 3z = 0.

¢) Mnozina vsech vektort kolmych na vektor (1, —1, —2).

. Najdéte ortonormélni bazi podprostoru W = [{(1,1,2),(1,0,1)}] CC V5.
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8.3 Ortogonalni matice

Z geometrie vime, ze afinni transformace bodového prostoru A,, dana rovnici
X = AX' + B,
X, X' € A, je shodnosti pravé tehdy, kdyz pro matici A plati vztah
ATA =1, (58)

kde I je jednotkova matice fadu n'. Matice A je &tvercova a uvedeny vztah je
mozné rozepsat rovnicemi pro jeji prvky. Napiiklad pro afinni transformaci roviny,
jejiz matice ma tvar

A — [ aip a2 ] ,

21 (22

je podminka (58)) ekvivalentni se soustavou rovnic

a%l + a%Z = 17 (59)
a3 +az, =1,

a11G91 + ajaaz = 0.

V pripadé afinni transformace prostoru A, s matici

ailr a2 ... Qipn
A _ 21 A92 ... Q92p
ap1 Ap2 ... QApp

je podminka (58)) ekvivalentni se soustavou rovnic

n

D airap =0, i#j, i.j=12,..n, (60)
k=1

. =1,i=12,...n. (61)
k=1

Porovname-li vztahy (60), (6I]) s definici ortonormalnich vektort (viz def. [I6), vi-
dime, ze fadkové vektory matice A shodnosti v prostoru A,, jsou ortonormalni (plati
to i pro sloupcové vektory matice A). Protoze ortogonélni vektory jsou vzdy nezavislé
(viz véta[l9), miazeme podle definice [T dokonce Fici, Ze Ffadkové (sloupcové) vektory
matice A tvori ortonormalni bazi. Takovouto matici nazyvame ,ortogonalni matice*
(nekdy téZ% ,ortonormdalni matice®?).

Lyviz napt. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 55
2viz nap¥. Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN, Praha 1988, str. 57
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Definice 18 (Ortogonalni matice). Ortogondlni matici rozumime ctvercovou matici
A, pro kterou plati:
AT A=1.

Poznamky.

1. Po ortogonalni matici A zfejmé plati AT = A~!. Potom ale téz
A-AT =1T.
2.V ortogondlni matici je skalarni sou¢in dvou riznych radkt roven nule, skalarni

soucin stejnych radkil je roven jedné. Symbolicky zapsano:

n

_ 5] s
g aipap = 0;, 1,5 =1,2,...,n.
k=1

3. Determinant ortogondlni matice. Pro A plati
AT A=1 = det(AT - A)=det AT-det A =det A-det A = (det A)?> =det I =1.
Potom

|det A| =1,

jinak zapsano
det A = +£1.

PRIKLAD 8.4. Transformace, pro které je |det A| = 1 nazgvdme ekviafinity.
Ukazte, Ze ne kazdd ekviafinita md matici A ortogondlni (tj. ne kazdda ekviafinita
je shodnosti).

PRIKLAD 8.5. Ukaste, Ze

R(a) = [

cosa —sina
sinaw cosa |’

matice otoceni kolem pocatku soustavy souradné o uhel o, je ortogonalni matice.
Spocitejte jeji determinant.
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9 Kolmost vektorovych podprostoru

Od kolmosti dvou vektori nyni prejdeme ke kolmosti dvou vektorovych podprostorii.
Budeme se zabyvat otazkou, kdy jsou dva vektorové podprostory na sebe kolmé a
jak to pozname. Zacneme tim, ze stanovime, jak urcit kolmost jednoho vektoru
k podprostoru.

9.1 Kolmost vektoru k podprostoru

i

Obréazek 17: Vektor @ kolmy k podprostoru V' = [51, 52]

Definice 19 (Kolmost vektoru k podprostoru). O vektoru @ rekneme, Ze je kolmy
k vektorovéemu podprostoru Vi, prave kdyz je kolmy ke kaZdému vektoru z tohoto

podprostoru. Znacime
u L V.

Uvedena definice nam nedava primy navod, jak o kolmosti vektoru k vektorovém
podprostoru rozhodnout. Vektori je ve vektorovém podprostoru nekonec¢né mnoho
a ovéreni kolmosti daného vektoru ke kazdému z nich je proto nerealné. Nastésti
vsak vime, ze kazdy vektor z vektorového podprostoru lze vyjadrit jako linearni
kombinaci vektort jeho béaze, a baze uz ma koneény pocet vektortu (viz Obr. [IT).

Véta 21 (Kritérium kolmosti vektoru k podprostoru). Vektor @ € V,, je kolmy
k podprostoru Vi, CC V,,, jestlize je kolmy ke v§em vektorim jeho baze {by,bo, ..., by}

Diikaz. Podle definice je vektor © € V,, kolmy k podprostoru V, CC V,, praveé
tehdy, kdyz je kolmy ke kazdému vektoru v € V;., tj. kdyz pro kazdy vektor v € V},

plati
u-v=0. (62)

73



Protoze Vi, = [by,bs, ..., by], mizeme kazdy vektor & € Vi vyjadiit jako linedrni
kombinaci ¥ = wviby + vabs + -+ + vibg. Po dosazeni do (62) a rozndsobeni tak
dostavame rovnost

VLT - by + Vgl - by 4 -+ - + vl - by, = 0, (63)

ktera je urcité splnéna, jestlize je vektor «# kolmy ke vSem vektorim baze 51, 52, - l;k,
tj., jestlize

@-by=1i-by=---=1i-by=0. (64)

]

9.2 Kolmost dvou podprostort

Kolmost vektoru k vektorovému podprostoru vyuzijeme v definici a pri urceni kol-
mosti dvou vektorovych podprostori.

Obrazek 18: Dva kolmé podprostory

Definice 20 (Kolmost vektorovych podprostort). Dva vektorové podprostory V,., V, CC
V., jsou na sebe kolme, jestlize v kaZdem z nich existuje vektor, ktery je kolmy k dru-

heému podprostoru. Znacime
Vi L Vs

Pti rozhodovani o kolmosti dvou konkrétnich vektorovych podprostorii danych svymi
bazemi budeme vyuzivat ,nutnou a postacujici podminku kolmosti dvou podpro-
stori“, ktera je formulovana v nasledujici vété 22, Nez ji uvedeme, objasnime si jeji
smysl (a tim i myslenku jejitho dikazu, ktery prenechame ¢tenafi) na prikladu dvou
podprostort dimenzi 2 a 3.
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PRIKLAD 9.1. Rozhodnéte, za jakijch podminek jsou na sebe kolmé podprostory
Vy = [{dy, da}], V3 = [{b1, ba, b3 }]

Reseni: Dle definice 20 jsou dané dva vektorové podprostory V5, V3 na sebe kolmé,
jestlize v prostoru V5 existuje néjaky vektor Z, ktery je kolmy k podprostoru V3, a
zaroven v podprostoru V3 existuje vektor ¢ kolmy k prostoru V5. K popsani téchto
skutec¢nosti vyuZijeme tvrzeni véty 211 (,,vektor je kolmy k podprostoru, jestlize je
kolmy ke vSem vektorim jeho baze®).

1. Existuje vektor & € V5, ktery je kolmy k Vj.

Jestlize vektor ¥ nalezi podprostoru V5, mizeme ho psat jako linearni kombinaci
vektort jeho baze ¥ = x1d; + x2dy. Dle Vety IZ[I je vektor T kolmy k podprostoru V3,
jestlize je kolmy k vektorim jeho baze bl, b2, bg, tj., jestlize jsou splnény rovnice

5-51:$161'61+$262'51:0,
f-52:x161-52+:€262-52:0, (65)
5'53:$161'53+$262'53:0.

Homogenni soustava (65) méa netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz jeji matice
b o by
Av= | @ -by - by (66)
day-bg dy-bs
ma hodnost mensi nez 2.
2. Existuje y € V3, ktery je kolmy k V5.

Jestlize vektor i nalezi podprostoru V3, mizeme ho psat jako linearni kombinaci
vektort jeho baze y = y1b1 +y2b2 +y3b3 Dle véty 211 je vektor i kolmy k podprostoru
V3, jestlize je kolmy k vektortim jeho baze dy, ds, tj., jestlize jsou splnény rovnice
Y- dy=yiby-dy + yabe - a1+ ysbs - dy =0 (67)
Y dy = y1by - da + Yaba - A2 + y3bz - d2 = 0

Homogenni soustava (67) mé netrividlni feseni pravé tehdy, kdyZ jeji matice

dy-by d@y-by - b
Ay = Cﬁ1 1 Cﬁ1 Y2 Ci1 V3 (68)
CLQ'bl CLQ’bQ CLQ'bg
mé hodnost mensi nez 3 (coz je v tomto pripadé urcité splnéno).
Vidime, ze pro kolmost podprostort V5, V3 jsou rozhodujici hodnosti matic A;, As.
Protoze Ay = AT a h(As) = h(AT), stadi uvazovat jenom jednu z téchto matic,
napiiklad As, kterou v souladu s nasledujici vétou oznac¢ime G. Aby byly podprostory
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V5, V3 na sebe kolmé, tj. aby mély obé uvedené soustavy (63)), (67) nenulova fesent,
musi byt hodnost matice

a—)l’bl a—)l'bZ a—)l'b?)

G = (69)

g - by dy-by da- b3
mensi nez 2. V obecném pripadé bychom tekli, Ze hodnost takovéto matice musi
byt mensi nez minimum z dimenzi posuzovanych vektorovych prostori, jak uvadi
nasledujici véta.

Véta 22 (Nutné a postacujici podminka kolmosti dvou podprostorti). Dva vektorovée
podprostory V, a Vi s bdzemi {ay,aq,...,a.} a {b1,bs,...,bs} jsou na sebe kolmé
prave tehdy, kdyZ pro hodnost matice

C—il * bl C—il * b2 C—il * bs
G = S
| ar * bl ar * b2 r bs i

plati
h(G) < min(r, s).

PRIKLAD 9.2. Rozhodnéte, zda jsou dané vektorové podprostory prostoru R* na
sebe kolme:

a) Vo =1[(1,0,1,1),(0,2,—1,1)], V3 =[(0,1,0,1),(1,0,—-1,2),(1,2,1,-2)],

b) Vo =1(1,1,2,-1),(3,0,1,-1)], V3 =1(1,0,1,2),(2,-3,2,2),(1,1,1,-2)],
c)Vi=1(1,0,-1,2)], V5 =1(0,1,2,1),(1,3,—-1,-1),(2,1,0,—1)].

Poznamka. Zvlastni kategorii vzajemné kolmych podprostori daného vektorového
prostoru V,, tvofi tzv. totdalné kolmé podprostory. Jedna se o dvojice podprostori,

které jsou kolmé a soucet jejich dimenzi je pfitom roven n. Rikdme, Ze tyto podpro-
story jsou vzajemné svymi ortogondlnimi doplnky.

9.3 Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru

PRIKLAD 9.3. Urcete mnoZinu vsech vektori z Vs, které jsou kolmé (ortogondini)
k vektoru u = (2,1, —3).

Reseni: Hleddme mnozinu W C V3, pro kterou plati: VX € W; w -1 = 0, tj. mnozinu
vSech TeSeni homogenni rovnice

201+ x9 — 313 =0, (70)
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kde z1, 9, z3 jsou soufadnice vektoru Z. Rovnici (70)) mtizeme uvazovat jako ,sou-
stavu“ jedné rovnice o tfech neznamych. Potom dvé ze tii neznamych, napt. z; a x3
nahradime redlnymi parametry a zbyvajici neznamou xo dopocitame. Dostaneme

r1 =7,
T3 =8, (71)
Tg=—2r+3s; r,s€ER

a hledanou mnozinu W zapiseme ve tvaru
W ={(r,—2r+3s,s);r,s € R}. (72)

Protoze W = {(r, —2r+3s,s);r,s € R} = {r(1,-2,0)+s(0,3,1);r, s € R}, muzeme
W pséat jako linedrni obal dvojice vektora (1, —2,0),(0,3,1),

W =[{1,-2,0),(0,3,1)}]. (73)
Potom je, jak jiz vime, W vektorovym podprostorem V3,
W CC V3.
Pokud budeme uvazovat také podprostor generovany vektorem 1,

U=[121-=-3)}, (74)

tvori U, W dvojici vzajemneé se ortogonalné doplnujicich podprostort vektorového

Obrézek 19: U = [{(2,1, =3))}], W = [{(1, =2,0), (0,3, 1)}]
prostoru V5 (viz Obr. [[9), znacime
U=w+ w=0"

a Cteme ,,podprostor U je ortogonalnim dopliikem podprostoru W, resp. ,,podpro-
stor W je ortogonalnim doplinkem podprostoru U*.

7



Poznamka. Ve vektorovém prostoru dimenze 3 je ortogonalnim dopliikem roviny
(presnéji vektorového prostoru dimenze 2) primka na ni kolmé (vektorovy prostor
dimenze 1, jehoZ vektory jsou ortogonalni se vSemi vektory té roviny) a ortogonalnim
doplnkem primky je naopak rovina.

Definice 21 (Ortogonélni doplnék vektorového podprostoru). Ortogondlnim doplri-
kem wvektorového podprostoru Vi, CC V,, rozumime mnozinu vSech vektoriu kolmgch
(ortogondlnich) k Vi. Znacime V;-.

Ortogonalni doplnék vektorového podprostoru je vektorovy prostor a jeho dimenze
je n — k. Dtkaz toho, Ze se jedna o vektorovy prostor prenechdme c¢tenari. Staci
na danou mnozinu uplatnit vétu (o urceni vektorového podprostoru). Zde se
zaméiime jenom na tdaj o dimenzi n — k podprostoru V;-.

Véta 23 (Dimenze ortogonéalniho dopliiku). Je-li Vi, podprostor vektorového prostoru
V.., je jeho ortogondlni doplnék V- vektorovy prostor dimenze n — k.

Dikaz. Necht Vi, = [dy, ds, ..., dx], kde dy,ds, . .., d; je ortonormalni baze. Potom
pro kazdy vektor & = (z1,2,...,75) € V" musi platit @; - & = 0;7 = 1,2,..., k.
Dostavame tak homogenni soustavu k rovnic o n neznamych

a11r1 + @129 + -+ - + A1 T, = 0,

ag1T1 + 999 + -+ aAo2nTy — 0, (75)

ap1T1 + gy + -+ gy = 0,
jejiz matice ma hodnost k (jeji fadkové vektory a@;,i = 1,2, ..., k jsou ortonormélni,
proto jsou dle véty [[9 linearné nezavislé). Z n neznamych je tedy k zakladnich a n—k
volnych. Proto musime pouzit n — k£ parametri a mnozinou vSech feseni soustavy,
tj. ortogonalnim doplinkem prostoru Vj, je tak vektorovy prostor dimenze n — k. [
Poznamka. Z vySe uvedeného vyplyva, ze soucet dimenzi dvou vektorovych pod-
prostort prostoru V,,, které jsou vzajemné svymi ortogonalnimi doplnky, je n. Tj.
pro V,,V, CC V,, kde V, = V- (a tedy také Vi = V1), plati

r+s=n.

Jak bylo uvedeno jiz v poznadmce na strané [76, rozliSujeme podprostory kolmé (V, L
V.) a podprostorytotdlné kolmé (V, = V a V, = V). Pfitom prostory totalné
kolmé jsou zaroven i kolmé, avsak naopak to neplati. Ne kazdé kolmé prostory jsou
zaroven také totalné kolmé.

PRIKLAD 9.4. Uvedte piiklad vektorovych podprostort, které jsou kolmé, ale
nejsou totalné kolme.

Reseni: Napiiklad dvé na sebe kolmé roviny p : # = 0 a 0 : y = 0 v prostoru V3
jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé (soucet jejich dimenzi je 4, tj. vétsi nez dimenze
,2matetského* prostoru V3), viz Obr. 20
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Obrazek 20: Roviny p: x =0, o : y = 0 jsou kolmé, ale nejsou totalné kolmé

10 Orientace baze vektorového prostoru

Rozlisujeme pravotocivou (téz kladnou) a levotocivou (téz zapornou) béazi vektoro-
vého prostoru.

Uvazujme bazi (pro jednoduchost ortonormélni) {u, v} prostoru V5. Jak vidime na

<!
<l

u u
Obréazek 21: Pravotociva (vlevo) a levotoéiva (vpravo) baze prostoru V5

Obr. 21, vektory u, v mizeme v roviné usporadat dvéma zptisoby, pro které je ty-
pické, ze chceme-li pfejit od jednoho k druhému, nestac¢i nam vektory pootocit,
musime pouzit osovou soumérnost. Podle smyslu prechodu od vektoru @ k vektoru ¢
oznacujeme tyto konfigurace vektorti i jimi tvofené béaze jako pravotocivou (kladny
smysl, Obr. 21|, vlevo), respektive levotocivou (zaporny smysl, Obr. 2], vpravo). Pro
pravotocivé baze pouzivame téz oznaceni kladne bdze, pro levotocivé pak zdporne
baze.

Stejné rozdélujeme béaze v trojrozmérném prostorul. Uvazujme bazi {i, 7, @} vek-

torového prostoru V3. Vektory , v, w miuzeme opét usporadat dvéma zpisoby, mezi
kterymi nelze prejit pouhym otocenim, ale musime pouzit soumérnost podle roviny.

'Pojem orientace baze a vektorového prostoru se da samoziejmé zavést obecné pro vektorové prostory dimenze
n, viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budéjovice, Jihoceska univerzita v C. B.,
dostupné na adrese |http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy/Analyticka.pdf, str. 105-107
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Konfiguraci, v niz pti pfechodu mezi vektory v poradi u, v, @ postupujeme v klad-

Obréazek 22: Pravotociva (vlevo) a levotoéiva (vpravo) baze prostoru V3

ném smyslu, nazyvame pravotocivou (téz kladnou) béazi (Obr. 22] vlevo), konfiguraci,
v niz postupujeme v zaporném smyslu, nazyvame levotocivou (téz zdpornou) béazi
(Obr. 22, vpravo).

Vektorovy prostor, v némz pouzivame takto orientované baze, nazyvame orientovany
vektorovy prostor.

10.1 Matice prechodu mezi dvéma bazemi

Mame-li ve vektorovém prostoru zavedeny dvé baze, mizeme soutradnice vektoru
vzhledem k jedné z nich pfrevést na soufadnice tohoto vektoru vzhledem k druhé
z nich pomoci tzv. matice prechodu mezi bazemi, jak ukazuje nasledujici priklad [10.1]

Kazd4 matice prechodu mezi dvéma bazemi je regularni (pro¢?) a tak je jeji
determinant rizny od nuly. Pokud je kladny, jsou prislusné baze stejné orientované
(tj. obé jsou kladné, nebo jsou obé zaporné), pokud je determinant matice prechodu
zaporny, jsou prislusné baze opacné orientované (tj. jedna je kladna a druhd je
ZAporna).

PRIKLAD 10.1. Vektor i € Vy je ddn souradnicemi iip = (u}, uy) vzhledem k bdzi
B = {by,by}. Urcete jeho soutadnice iy = (uq,us) vzhledem k bazi A = {dy, ds}.

Reseni: Vektory by, by baze B samoziejmé patii do vektorového prostoru V5, mtizeme
je proto vyjadrit jako linearni kombinace vektort ay, ds baze A

b1 = priai + pirods,

U= Pt prd (76)
by = P21y + P22ds.

Pokud soustavu ([7@) napiseme v maticovém tvaru

§1 _ [pn pm] ) {51] (77)
by P21 P22 a |’
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figuruje v ném tzv. matice prechodu of baze A k bdzi B

P11 P12
P(A, B) = . 78
( ) [le pzz] (78)

Vektor u zapiseme jako linearni kombinace vektori obou danych bazi
— — — / ' / '
U = u1a) + ugdy = uyby + usbo
a za vektory by a by dosadime vyrazy z rovnic (76))
— - / — — / — —
u1dy + Uy = wy(p11@1 + Prada) + Uy(P21G1 + P2oda).
Po tpravé dostaneme rovnici
— - / / — / / —
Uyl + usdy = (Uyp11 + UsP21)dr + (Uip12 + Uspaz)da,

v niz porovname sobé odpovidajici koeficienty u vektort ay, ds na levé a pravé strané.
Vyslednou soustavu

- /
Ul = UP11 + UsP21
— / /
U = U1P12 + UgP22
potom miiZzeme zapsat maticovou rovnici, v niz figuruje matice prechodu od bdze A
k bazi B ([18)

[ we] = ] [ 20 | )

nebo schematicky pomoci danych vektort

iy =g P(A, B). (80)

PRIKLAD 10.2. Vektor @ md vzhledem k bdzi M = {1y, My, M3} vektorového

prostoru V3 soutadnice iy = (2,1, —3). Urcete jeho soutadnice iy vzhledem k bazi
N = {ﬁl, ﬁg, ﬁg}, jestliée platz’: 7’7’21 = 4ﬁ1 —2ﬁ2—ﬁ3, TﬁQ = —3ﬁ1 +ﬁ2+2ﬁ3, 77_’23 =
—2n1 — 3ny + 11ns.

Reseni: Ze soustavy rovnic
my = 41, — 219 — N3,
Mo = —311 + 1y + 273,

ms = —2n; — 3ns + 1173

ziskdme matici pfechodu od baze N k bazi M

4 -2 -1
P(NNM)y=|-3 1 2 |,
—2 -3 11
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kterou dle (80) vynasobime zprava vektor wy; = (2,1, —3), abychom dostali hledané
souradnice vektoru « vzhledem k bazi N

4 -2 -1
iy=1(21,-3)-| =3 1 2 | =(11,6,—34).
—2 -3 11

PRIKLAD 10.3. Najdéte matici piechodu od bdze M k bdzi N a naopak, od N
kM, jestlize M = {(1,1),(0,2)}, N = {(2,1), (1,2)}.

Reseni: Podle ([7) mtzeme psat N = P(M,N) - M. Po dosazeni za M a N tak
dostaneme maticovou rovnici [ ? ; ] P(M,N)- [ (1) ; ] , jejimz fesenim je matice

1

P(M,N) = [ ] ] Protoze pro matici P(N, M) plati podle (7)) rovnice M =

|

PRIKLAD 10.4. Najdéte matice prechodu mezi uvedenymi (ortonormdlnimi) bd-
zemi £ = {é1,é}, F = {f1 fo} vektomveho prostoru Vs.

a) 812(170)782 ( ) fl ( ) f2 ( %7%)7

1
2

| W=

P(N,M) - N, je ztejmé, ze P(N, M) = P(M,N)™! = {

W —

2
3

77

b) & = (1,0), & = (0,1); fi = (7 7) fo= (ﬁ,—%),
Resend: ) )

S 1 1
wdo) PEF) = | G G| pEE=| T f]

L V2 V2 V22

C 1 1
ad b) P(E,F)= | ¥ Y3 |, P(F,E)=P(E,F)

L V2 V2

Poznamka. Matice prechodu mezi dvéma ortonormalnimi bazemi je ortogonalni.
Jeji determinant je roven 1 (pfislusné béaze jsou souhlasné) nebo -1 (pfislusné baze
jsou nesouhlasné).
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11 Vektorovy soucin

Vektorovy soucin je operace definovana ve vektorovém prostoru dimenze 3, do které
vstupuji dva vektory (tj. binarni operace) a jejimz vysledkem je vektor na tyto
dva vektory kolmy (viz Obr. 23)). Vektorovy soucin vektori u, ¥ zapisujeme 4 X .
Vysledny vektor téz nazyvame vektorovy soucin. Zobecnénim vektorového soucinu

)
w=(0,0,5)

v=(-1,2 0)

u=(2 1,0

Obrazek 23: Vektorovy soucin w = @ X U

pro prostory dimenze n je tzv. ortogondini dopinek n-1 vektoriu, operace, do niz
vstupuje n — 1 vektort a jejimz vysledkem je jeden vektor na vSechny tyto vektory
kolmy.

Formuli pro vypocet soutadnic vektorového soucinu u x ¢ odvodime na zakladé
nasledujicich tii pozadovanych vlastnosti vysledného vektoru (viz Obr. 24):

bw = (0, 0, 6)
v=(1,20)
k"
u=(3,0,0)

Obrazek 24: || = |||V

sin

i. Vektorovy soucin @ X ¥ je kolmy (ortogonalni) k vektorum u a o, tj.
(4 x ¥)-u=0, (81)
0. (82)

—

(4 x v)

U

ii. Vektorovy soucin u X ¥ tvori spolu s nezavislymi vektory « a ¢ pravotocivou
bazi.
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iii. Velikost (norma) vektoru @ x ¢’ je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vek-
tory 4 a v, tj.

@ x 7] = |@]||7] sin ¢. (83)

Nejprve si uvédomime, jaké diisledky plynou z uvedenych vlastnosti pro pravotocivou
ortonormalni bazi vektorového prostoru Vz. Uvazujme naptiklad kanonickou badzi a
oznac¢me si jejl vektory 7,7, k. Protoze jsou tyto vektory (i) na sebe kolmé, (ii)
tvori pro nezavislé 4 a ¢ pravotocivou bazi a (iii) obsah rovnobézniku (étverce)
vymezeného kazdymi dvéma z nich je 1, je ziejmé, ze plati:

ixj=k kxi=7j, jxk=i, (84)
ixi=—k ixk=—j, kxj=—i, (85)
ixi=0, jxj=0 kxk=0 (86)

Vektory u, v € V3 nyni vyjadiime pomoci vektort této ortonormalni baze
UZUﬂ-’rZ@j*Png, U:U1i+U2j+U3]€,

zapiseme jejich vektorovy soucin

—

@ x T = (u1i + usj + ugk) x (v1i + va] + vsk),
ktery za predpokladu platnosti prislusného distributivniho zakona roznasobime

U X U =ujvit X ¢ + w1091 X 7+ uivgt X k+
+ ugu1j X i+ upva) X J + upvz) X k+

+ U31)1E X Z—f— u;sz X j—i— usvsk X IZ

a s pouzitim vztahi (84), (%), (8€) zjednodusime na tvar

UX U= (UQU3 — U37)2)i + (U37)1 — ulvg)j + (U1U2 — uzvl)k. (87)

Z B7) vyplyva, ze vektorovy soudin 4 X ¢ vektort 4 = (uy, ug, uz), ¥ = (v1,v9, v3) je

vektor, fikejme mu treba w, jehoz soufadnice vypocitame ze soutadnic vektori u, v
takto

W =1U X U= (ugv3 — U3V, Uzl — UV3, U1V — UgV1). (88)

Nyni si ovéfime, ze vektor W definovany (88)) skuteéné spliiuje ony ti vyse uvedené
pozadavky i-iii.

—

ad i) Ovéfime splnéni podminek ortogonalnosti vektori « a w, resp. W a v

— —

W- U= (U X V) U = ugvsuy — UzVaU1 + UgV1Ug — U V3Ug + UIV2U3 — UV Uz = 0.
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WU = ("LT X ?7) U= UV3V1 — U3V2V1 + U3V1V2 — UTV3V9 + ULV2V3 — UgUV1Vg = 0.

ad ii) Pro ovéfeni, ze vektory u, 9, = 4 x U tvoii kladnou béazi dosadime za @ a
U vektory kanonické baze i = (1,0,0) a j = (0,1,0). Podle (8]) je potom ¢ x j =
(0,0,1) = k. Vektorovy soucin skutecné tvoii spolu s danymi dvéma vektory kladnou
bazi.
ad iii) To, ze vektor @ = 4 x ¥ definovany vztahem (88) ma normu |u x o] =
|| |¥] sin ¢, prokazeme dosazenim soufadnic ptislusnych vektort. Pied tim vSak jesté
obé strany této rovnosti umocnime na druhou

@ x T* = |a@|*|o)* sin® p,
a vhodnou upravou s vyuzitim vztahu pro vypocet odchylky dvou vektort se zbavime
goniometrické funkce sin

[@ % o* = [al*[7]*(1 — cos” ),

S22 121212 11202 e
| > 0" = |a]*[0]" — |a]"|0]" cos” o,

@ x o* = |a*[o]* - (@ 0)*. (89)
Unavné vypocty pri dosazeni soutadnic vektori do posledni rovnosti a ovéreni jeji
platnosti provedeme v programu wxMaxima.
Nejprve nacteme balicek funkci ,vect“ pro pocitani s vektory a zadame soutradnice

vektort o, U, W (vektorovy soucin je v Maximé reprezentovan symbolem ~, vysledek,
jak vidime, odpovida formuli (88)))

(%1i1) load(vect)$
(%12) u:[ul,u2,u3]; v:[vl,v2,v3]; w:express(u™v);

(%02)  [ul,u2,u3]
(%03)  [v1,v2,v3]
(%04) [u2v3 —u3v2,ud3vl —ul w3, ul v2 — u2vl]

Poté zapiseme vztah (89) a ode¢tenim porovname jeji levou a pravou stranu.
(%15) Rovnice:(w.w)=(u.w)*x(v.v)-(u.v)"2;

(%05)  (u2v3 —u3v2)* + (u3vl — ulv3)? + (ul v2 — u2vl)® =
(u3? + u2® + ul?) (v3% + 02?2 + 01%) — (u3v3 + u2v2 + ulwvl)?

(%16) expand(lhs(Rovnice)-rhs(Rovnice));

(%06) 0

Vysledek 0 znamen4, ze se obé strany (89) rovnaji. Platnost vztahu (83]) pro vektor
W definovany formuli (88) je tim prokéazana.
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11.1 Vypocet vektorového soucinu

Vime, Ze vektorovy soudin @ = 4 X ¥ vektort @ = (uy,us, uz), v = (v1,v2,v3) je
vektor, jehoz soufadnice jsou dany vztahem (viz téz (85))

W =1U X U= (ugv3 — U3V, Uzl — UV3, U1V — UgV1). (90)

Neni vSak nutné si tento vztah pamatovat a souradnice vektorového soucinu pocitat
dosazenim do n€j. Ukazeme si zde nekteré jednodussi zptisoby jejich vypoctu. Za-
¢neme tim, zZe si vSimneme, Ze vyrazy pro jednotlivé souradnice vektorového soucinu
v ([@0) se daji zapsat ve formé determinantii matic fadu 2, které obsahuji souradnice
danych vektort u a v

> : (91)

Ux6:<

Po rozepsani pomoci vektort kanonické baze dostaneme rovnost

Uz U3 Uy us Uy Uz

Vo U3 U1 U3 V1 Vg

—

2 s K (92)

Vg U3

—

up us
U1 U3

—

Ur U2
U1 Vg

U X U=

Uy Uz ug
jejiz pravou stranu miizeme interpretovat jako rozvoj determinantu | v1 v2 U3

i ]k
podle posledniho fadku. Zapis vektorového soucinu vektort @ = (uq,uz,us), U =
(v1,v2,v3) ve formé tohoto determinantu se sndze pamatuje a prindsi i podstatné

zjednoduseni vypoctu jeho souradnic

up u2 U3
UXU=|v1 vy v3|. (93)

i j ok
Bud pracujeme piimo s determinantem (@3)), nebo vyuzijeme néktery odvozeny al-
goritmus. Jako napiiklad ten nasledujici. Soutradnice vektori u, ¥ napiseme pod sebe
jako fadky matice (neni nutné psat zavorky), za kterou jesté pripiseme jeji prvni dva

sloupce

up Uz U3 U U2 (94)

U1 U2 U3 Ur U2
V tomto schématu potom postupné na vybrané dvojice sloupct (2. a 3., 3. a4., 4. a
5.) uplatnujeme kriZové pravidlo a poc¢itame soutfadnice vektorového soucinu u x ¢/

U | U2 U3 | U U9
7 U2V3 — U3V2,
U1 |2 V3| U1 U2

Up Ug | U3 U | U
— U3V — U1V3,
Ur V2| U3 V1|2

U Uz U3 | UL U2

— U1V2 — ULV .
Ur V2 U3 U1 U2
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11.2 Vlastnosti vektorového soucinu

Vétsinu vlastnosti vektorového soucinu jiz zname. Zde si je souhrnné zopakujeme a
pridame nékolik dalsich.

(1) Vektorovy soucin @ X ¥ je kolmy k vektorim @ a o5 « x v L w, ¥.

(2) Nezévislé vektory @ a @ tvoti spolu s vektorovym soucinem # x ¥ pravotocivou'
(kladnou) bézi {u, v, x v'}. Jsou-li vektory w, v zavislé, je u x ¥ = 0.

(3) Vektorovy soudin 4 x ¥ neni komutativni; 4 x ¢ = —(¢' X @).

W+ U X W

X

(4) Distributivnost vzhledem ke sé¢itani vektort; (4 + v) x W = @

(6) Velikost (norma) vektoru @ x je rovna obsahu rovnobézniku vymezeného vektory

—

)

)

(5) Asociativnost vzhledem k nasobeni skalarem; (ci) X v = 4 X (¢¥) = ¢(u X V)
)

a v,

u
@ x U] = |u]| V] sin . (95)

Dle (89) plati pro druhou mocninu normy vektorového soucinu

—9 ——
2 1212712 S o2 | U U
@ x o2 = @ — (@2 = | & | (96)
kde ;ﬁ “ je tzv. |Gramiv determinant vektori u, v. Vztah | x v]* = ‘ ;ﬁ %,2

je potom specialnim piipadem tzv. Lagrangeovy identitiy?

11.3 Uziti vektorového soucdinu

S riznymi aplikacemi vektorového soucinu se budeme setkavat v dalsich partiich
této publikace. Zde si uvedeme dva ptiklady - vypocet obecné rovnice roviny dané
jednim bodem a dvéma nezavislymi vektory a vypocet obsahu trojihelniku daného
souradnicemi jeho vrchold.

PRIKLAD 11.1. Rovina p je ddna bodem A = [-3,2,1] a dvéma nezdvisljmi
vektory i = (—1,1,2) a U = (=1, -3, 2), urcete jeji obecnou rovnici.

ITato skute¢nost ndm dovoluje uréit smér vektorového soudinu @ x ¥ pomoci [pravidla pravé ruky: Pravou ruku
umistime malikovou hranou do roviny vektort i, ¥ tak, aby smér prsti odpovidal potadi, v némz je nasobime (v pfipadé
u X U sméfuji od 4 k ¥), potom mé vztyceny palec smér vektorového soucinu @ x o.

2Viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich <itvari, Ceské Budéjovice, Jihodeska univerzita v C. B.,
dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str. 114-115.
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Resend: Obecnd rovnice roviny méa tvar ax + by + cz +d = 0, kde (a,b,c) jsou
soutadnice vektoru kolmého k této roviné, fikAme mu normaéalovy vektor a znacime
ho n. K vyteseni prikladu tak staci najit jakykoliv normalovy vektor roviny p, pouzit
jeho souradnice jako koeficienty a, b, c v obecné rovnici p : ax + by + cz + d = 0,
dosadit za x,y, z souradnice bodu A a dopocitat hodnotu koeficientu d.

Vzhledem k vlastnostem vektorového soucinu pouzijeme jako normalovy vektor
roviny p vektor

n=uxv=(10,3)x(7,—-1,2) = (8,0,4).

(viz Obr. 2H). Rovina p je tedy déna rovnici ve tvaru 8z + 4z + d = 0, kde d

v=(-1,-3,2)

‘{8, 0, 4) o

u=(-1,1,2)

- -

’> f’ﬂA-;E-’S’ 2’ 1)
: x

Obrazek 25: 1 =u x v = (8,0,4)

D

dopocitame po dosazeni soutadnic A. Z prislusné rovnice 8 - (=3)+4-1+4+d =0
dostavame d = 20. Odpovidajici rovnici 8z + 4z + 20 = 0 potom miizeme jesté
vydélit 4 a dostaneme zakladni tvar obecné rovnice roviny p : 2x 4+ z +5 = 0.

Poznamka. U normaéalového vektoru nam jde o jeho smér, nikoliv velikost. Proto
jsme mohli délit 4 jiz souradnice vektoru « x ¢ = (8,0,4) a nadale pracovat s vek-
torem 77 = (2,0, 1).

PRIKLAD 11.2. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC s vrcholy A = [7,3,4], B =
1,0,6], C = 4,5, 2.

Regeni: Velikost (norma) vektorového soucinu @ x ¥ je rovna obsahu rovnobézniku,
ktery je vymezen vektory u, v

So = |u x 1.
Potom obsah trojuhelniku ABC' spocitame jako polovinu velikosti vektorového sou-
¢inu 4 X U, kde © = B — A, U= C — A (viz Obr. [20)

1 1 1
Sn = Gl x 7] = |(=6,-3,2) x (=3,2,=6)| = 5/14° + (=42)? + (=21)” = 24,5,
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Obrazek 26: Obsah trojihelniku ABC' je roven %W X U

PRIKLAD 11.3. Vypoctéte obsah trojihelniku ABC; A= [-1,1],B=1[2,3],C =
1, 4].

Reseni: Pro YeSeni tohoto tikolu je nejsnazsi pouZit vnéjsi soucin (té% smiseny sou-
¢in), jak uvidime v kapitole[[2l Vypocet pomoci vektorového soucinu vSak neni nijak
obtizny a navic se ukaze, ze oba postupy spolu souviseji. Rovinu, v niz se nachéazi

w=(0075)

A=(-1,1,0)
v

Obrézek 27: Obsah trojihelniku ABC je roven z|i x 0

dany trojuhelnik jednoduse chapeme jako podprostor bodového prostoru dimenze
3. Tento prechod do prostoru vyssi dimenze nejjednoduseji vyresime tak, ze rovinu
ABC ztotoznime se souradnicovou rovinou xy, tj. souradnice danych bodt zménime
z usporadanych dvojic na trojice pfidanim 0 jako tfeti slozky; A = [—1,1,0], B =
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2,3,0],C = [1,4,0] (viz Obr. 21). Potom k vypoctu obsahu trojihelniku ABC' po-
uzijeme vektorovy soucin stejné jako pri feseni piikladu [I1.2. Obsah trojahelniku
ABC vyjde 2,5.

11.4 Ortogonalni doplnék n-1 vektori v prostoru V,,

Zobecnénim vektorového soucinu do prostoru V;, je ortogondlni doplnek n—1 vektori.
Timto pojmem rozumime jeden vektor, ktery je kolmy ke vSem danym n — 1 vekto-
ram z V,,. Vektorovy soucin bychom tedy mohli nazyvat také ortogonaini doplnek 2
vektoru v prostoru V3.

K zobecnéni vektorového soucinu do prostoru dimenze n pouzijeme jeho zapis
[@3]) ve formé determinantu.

Definice 22 (Ortogonalni doplnék n-1 vektort). Ortogondlnim dopliikem n—1 vek-
tord @; = (a1, @y - - Qin), i = 1,2,...,n—1, jejichZ soutadnice jsou uddany vzhledem
k ortonormalni bazi {€, €, . .., €,} vektorového prostoru V,,, nazgvdme vektor, ktery
je vysledkem rozvoje determinantu

aii ais A1n
as1 a99 Aon
(97)
ap-11 0n—1,2 an—1n
€1 € €n

podle n—teho radku. Znacime ho

a1 X Gy X ... X Gp_1.

Poznamka. Podle definice 22 a podle véty o rozvoji determinantu! pro ortogonalni

doplnék n — 1 vektort ay, ds, . .., d, 1 plati
a11 12 Q1n
azy ag2 Qan,
61 Xﬁg X ... X 671—1 = :A1€1+A2€2+...+An€n.
Ap—-11 Ap—12 Ap—1.n
€1 €2 €n

Potom ale muzeme Tici, ze ortogonalni dopln€k uvedenych n — 1 vektortu je vektor,
jehoz slozkami jsou algebraické dopliky prvkt posledniho fadku determinantu (97])

ap X ag X ... X Qp—-1 = (Al,AQ, ,An) .

Dle véty o rozvoji determinantu je Y, _; au - Ajr = 0;-det A, 4,5 = 1,2,...,n, kde §;; je tzv. Kroneckerovo delta,
pro které plati, ze 6;; = 1 pro ¢ = j a d;; = 0 pro i # j.
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11.5 Vlastnosti ortogonalniho doplnku n — 1 vektoru

Vlastnosti ortogonalniho doplitku n — 1 vektort! jsou analogické vlastnostem vek-
torového soucinu, které jsou uvedeny na strané 87

(1) Ortogonélni doplnék a@; X ds X ... X @,_1 je kolmy k vektorim ay, ds, ..., @,_1.

(2) Pro vektory dy, ds, ..., d,—1 linedrné nezavislé je {ay, ds, ..., @1, A1 X da X ... X dp—1}
kladnou bazi V,,.

(3) Pro vektory dy, ds, ..., @,_1 linedrné zavislé je @ X da X ... X @1 = 0.

(4) Prohozenim poradi dvou vektort se ortogonalni doplnék @y X dy X - - - X @, 1 méni
na opacny.

—)2 —_ — —_ — —_ —
ai a109 ajas o 1Qp—1
- — =9 - — - —
asa a asa e A2Qp—
— — — 2 201 2 203 2Un—1 . - = —
(5) ’CL1XCL2X...XCLn_1| = —detG(al,ag,...,an_l),
— — — — — — —»2
Ap—1A1 Ap—2a9 aAp—10as ... a,_1
kde det G(dy, ds, . . .,d,—1) je Gramliv determinant.

Vice o téchto vlastnostech viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari, Ceské Budgjovice,
Jihodeska univerzita v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy /Analyticka.pdf, str.
106-111.
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12 Vnéjsi soudin

Vneéjsi soucin, téz smiseny soucin, je ve vektorovém prostoru dimenze 3 operaci, do
které vstupuji t¥i vektory (tj. ternarni operace) a jejimz vysledkem je ¢islo. Absolutni
hodnota tohoto ¢isla je pfitom rovna objemu rovnobéznosténu vymezeného danymi
tfemi vektory. Protoze lze vnéjsi soucin v prostoru dimenze 3 interpretovat jako
spojeni vektorového a skaldrniho soucinu, fika se mu téz smiseny soucin. Vnéjsi
soucin lze zobecnit do vektorového prostoru dimenze n.

Vztah pro vypocet vnéjsiho soucinu odvodime jako teseni tikolu wypocitat objem
rovnobéznosténu, ktery je urcen vektory u, v, w, viz Obr. 28 Je zfejmé, ze objem V'

Obrazek 28: Vypoctéte objem rovnobéznosténu urceného vektory u, v, w

tohoto rovnobéznosténu je dan vztahem V = S - h, kde S = |t x ¢] a h = || cos v,
.

V =S5-h=|uxvl||w|cosa.
Protoze podle (23) je |@ x ¢||d|cosp = (i@ x ¥) - W, miZeme objem uvaZovaného
rovnobéznosténu vyjadiit vztahem

V = (il x ¥) - 0. (98)

Tento vztah, ktery nabizi vysvétleni, pro¢ se vnéjsimu soucinu iika také smiseny
soucin, dale upravime. Pokud za u x ¥ dosadime podle ([@I]) a poté aplikujeme vétu
0 rozvoji determinantu (viz poznamka pod ¢arou na str. @), dostaneme postupné

Uy us Uyp Uz

) -+ (wr, w2, ws)

V1 Vs V1 U2
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- U2 Us 1 us ur U2
V=(uxv) ad= wy — 2 + w3 =
Vg Vs V1 Vs V1 U2
Uiy Uz U3
= | U1 Vg Vg
wp w2 w3

Vidime tedy, Ze objem rovnobéznosténu urc¢eného tfemi vektory na Obr. 2§ je roven
determinantu, jehoz radky tvori tyto vektory. V obecném ptipadé, kdy neméame
zaruceno, ze uhel « je ostry, uvazujeme absolutni hodnotu tohoto determinantu

U1 Uz Ug
V = V1 Uy Vs . (99)
w1 W2 Ws

Operaci, kterd tfem vektortim «,v,w € V3, danym soutadnicemi @ = (uy, usg, us),
U = (v1,v9,v3), W = (wy,wsy, ws) vzhledem k ortonormalni bazi V3, pfifadi hodnotu
determinantu

Uy Uz U3
v vy U3 |, (100)
wp W2 ws
pripadné vyrazu
(4 x v) -0, (101)

ktery je s nim ekvivalentni, nazyvame vneéjsi soucin (téz smiseny soucin) vektort ,
U, W, znacime
[ U 0.

12.1 Vlastnosti vnéjsSiho soucinu

—

(N [abd=[cabl=[¢c

—

—_[@gchl=—pad=-[¢bal.

S

(2) Pro @,b, ¢ lezici v jedné roving (tj. komplandrni) je [@ b & = 0.

Uvedené vlastnosti Ize snadno dokéazat pouzitim zapisu vnéjsiho soucinu ve formé

determinantu
ap G as

[@abcl=|b by bs
C1 Cy C3
12.2 Uziti vnéjsiho soucinu
12.2.1 Objem rovnobézZnosténu

PRIKLAD 12.1. Vypoctéte objem rovnobéinosténu urceného vektory @, v, W, je-
jichZ soutadnice vyhledem ke kanonické bdzi vektorového prostoru Vi jsouu = (2,—1,0),
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7=(3,0,2), @ = (1,1,5).
Reseni: Dle (Q9) pro objem daného rovnbobé&Znosténu plati

2 -1 0
V=[@odw]=|3 0 2| =09 (102)
115

12.2.2 Obsah rovnobézZniku/trojihelniku v roviné

V feseni prikladu 1.2, jsme si ukazali, jak lze k vypoctu obsahu rovnobézniku ¢i
trojuhelniku vyuzit vektorovy soucin, nejenom v prostoru dimenze 3, ale i v roviné.
V pripadé€ roviny stacilo pridat jako treti souradnici nulu. Nyni si ukazeme, jak tento
postup souvisi s vnéjsim soucinem.

Uvazujme vektory @ = (uq, us), U = (v, v9). Pokud jejich souradnice upravime ne
tvar @ = (uq, uz,0), U = (v1,v2,0) mizeme obsah rovnobézniku, ktery je jimi urcen,
vyjadrit vztahem

Se = |u]|v]sina = |u x 9.

Protoze pro vektorovy soucin «# x ¢ plati

U U9 0
LS up U2
Uuxv=|wvy va 0 |=1(0,0, )
o o o v U2
€1 €3 €3

je zfejmé, ze obsah uvazovaného rovnobézniku lze vyjadrit také ve tvaru

‘ 9

miizeme dle (I00) chapat jako zapis vnéjsiho soucinu [u U]

So=laxd=| """

U1 V2

up Uz
U1 VU2
vektort 4 = (uq,us), ¥ = (v1,v2). Potom ovSem muzeme psét

kde determinant

So = |[u d]].

Pojem vnéjsiho soucinu tak miizeme pouzit i v roviné, tj. pro dva vektory o dvou
slozkach. Jeho absolutni hodnotu potom interpretujeme jako obsah rovnobézniku
témito vektory omezeného.

Pro obsah prislusného trojuhelniku pak plati

Sn = 550 = Sllu | =

1 1 1
2 2

Mizeme ovSem pouzit i zapis, v némz figuruji pfimo soufadnice bodd - vrchold
trojuhelniku, pro A = [a1, as], B = [b1, by, C = [c1, ¢o] plati
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1

SaABC = 3

Pripadné mtzeme pouzit ekvivalentni tvar, v némz nefiguruji rozdily souradnic da-
nych bodu

bl—CLl bg—ag
Ci1 —aip C— a2

‘. (103)

a1 a9 1
Spapc==|| by by 11]. (104)
cp o 1

DO —

Analogické vyjadifeni bychom dostali i pro objem rovnobéznosténu v prostoru di-
menze 3. Dostavame tak nasledujici snadno zapamatovatelné vztahy:

(1) Obsah rovnobézniku urceného body A, B, C
A - [alaa'Q]a B — [b17b2]7 C — [61762] :

a a1 b —a; by—a
S=|lb by 1||=|"" "7 2« (105)
Cl — a1 Cy — Qa9
cp co 1

(2) Objem rovnobéZnosténu urceného body A, B, C, D
A = [a1, a9, a3], B = [b1,by,bs], C' = [c1, ¢, ¢3], D = [d, da, ds] :

Zl Z2 ZS 1 bl — ax b2 — an bg — asg
V= ! 2 3 = Ci — a1 Cyp—as Cz3 —as . (106)
a & ool di—ay do—ay d3—a
d dy dy 1 1 — a1 dz —az a3 —ag
PRIKLAD 12.2. Vypocitejte obsah trojihelnika ABC, je-li ddino: A = [—1,1],

B =[3,3], C =[1,5].
Reseni: Pouzijeme (I03) (mtiZzeme ovsem pouzit také (I04))

by —ay; by —ay

SAABC = = 5

1
2

‘1”42

- 24H:6

Cl— a1 C — a2

12.2.3 Rovnice roviny urcené tremi body A, B, C

Vnéjsi soucin mizeme vyuzit k elegantnimu zapisu obecné rovnice roviny dané tremi
nekolinedrnimi body, napfiklad A, B,C (viz Obr. 29). Vyuzijeme skutecnosti, Ze
pravé jenom pro bod X nalezejici roviné ABC' je objem rovnobéznosténu urcéeného
trojici vektorit B — A, C — A, X — A roven nule. Obecnou rovnici roviny ABC' tak
muzeme zapsat ve tvaru

(X —A)(B—-A)(C-A)]=0, (107)
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nebo pomoci determinantu obsahujiciho soufadnice boda X, A, B, C

1 T9 T3 1

ap az az 1| 0
by by by 1| 7
C1 Co C3 1

pripadné souradnice piislusnych vektora X — A, B— A, C — A
1 —ay 9 — a2 I3 — as
bl—CLl bQ—CLQ bg—ag = 0.
Cl —ay C —az C3—ag

Obrazek 29: Vektory X — A, B — A, C' — A jsou linearné zavislé

Y oV

12.3 Vnéjsi soucin v prostoru V,

Definice 23 (Vné&jsi soucin). Vnéjsim soucinem! vektori d, ds, ..., d, € V,, které
jsou dany souradnicemsi d; = (a1, Gz, -, Gin), 1 = 1,2, ....,n, vzhledem k ortonormdlni
bazi, nazyvame determinant

ai; aip ... Qaip
21 Q99 ... QA9p
Ap1 Ap2 ... Qpp
Znacime ho
[al, ag, ..., CLn].

Pro dalsi studium tématu této kapitoly doporucuji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analytickd ge-
ometrie linedrnich dtvari, Ceské Budéjovice, Jihodeskd univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy / Analyticka.pdf, str. 117-125
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13 Afinni bodovy prostor

Pojem |afinni bodovy prostor piedstavuje zobecnéni pojmii rovina (tj. dvojrozmérny
bodovy prostor) a prostor (tj. trojrozmérny bodovy prostor), které zname z plani-
metrie, stereometrie a analytické geometrie.

Prvky afinniho bodového prostoru nazyvame body. Klicovou vlastnosti afinniho
bodového prostoru je, ze kazdymi dvéma jeho body je urcen vektor, ktery je dan
jejich rozdilem, viz Obr. [30.

cy
Il
9]
|
>

A

Obrazek 30: Dvéma body A, B je urcen vektor «

Diky této vlastnosti mtizeme vyjadrit bod v afinnim bodovém prostoru jako soucet
jiného bodu a vektoru, viz Obr. 311

Obrazek 31: Souc¢tem bodu K a vektoru u je bod L

Uvedené skutecnosti nam dovoluji zavést v afinnim bodovém prostoru soutradnice,
popisovat jeho podmnoziny a zkoumat vztahy? mezi nimi. Témto otdzkam se budeme
podrobné vénovat v nasledujicich partiich textu. Zde si jenom pro piiklad uvedme
parametrickou rovnict primky, jejiz zavedeni piimo vyplyva z popisované souvislosti
mezi dvojici bodd a vektorem.

Uvazujme piimku p z Obr. Bl kterd je dana bodem K a smérovym vektorem
u. Stejné jako jsme zapsali bod L souc¢tem L + u, muzeme vyjadrit kazdy bod X

! Affinis znamen4 latinsky pribuzny. Poprvé tento pojem pouzil [Leonhard Euler (1707-1783) pro oznaceni vztahu
vzoru a obrazu v zobrazeni, které zachovava délici pomér. Takovym zobrazenim se zacalo Fikat afinni zobrazeni. Afinni
geometrit rozumime geometrii bez vzdalenosti a odchylek.

2V prostém afinnim bodovém prostoru neumime métit vzdalenosti a thly. To je umoznéno az zavedenim skalarniho
soudinu v ptislugném vektorovém prostoru (fikdme mu zaméreni bodového prostoru). Potom hovofime o Eukleidovském
bodovém prostoru.
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piimky p souctem L + 7, kde ¥ = tu, t € R. Tak dostavame parametrickou rovnici
(téz parametrické vyjadrent) primky p:

X =K +ti; t € R. (108)

13.1 Definice afinniho bodového prostoru
Skutecnost, ze kazdymi dvéma body je urcen vektor, ndm umoznuje pii definici
afinniho bodového prostoru vyuzit axiomu definujicich vektorovy prostor.
Prifazeni vektoru u z prostoru V,, dvojici bodi A, B z afinniho bodového prostoru
A,, popiseme pomoci zobrazeni g : A, x A, — V, kde

g(A,B)=1u=B— A, (109)
V souvislosti se zobrazenim (I09) se v afinnim bodovém prostoru setkdme se dvéma

,2novymi“ operacemi: (i) Odcitani bodi, jehoz vysledkem je vektor, @ = B — A.
(ii) S¢itant bodu a vektoru, jehoz vysledkem je bod, B = A + 4.

C

>
<i

A a
Obrézek 32: (B —A)+ (C - B) = (C - A)

Pfi definovani afinniho bodového prostoru pozadujeme, aby zobrazeni (I09) mélo
s ohledem na uvedené operace vlastnost, kterou ilustruje Obr. 32l Pro trojuhelnik

ABCoplati B—A=u4,C—-B=v,C—-A=w,A+u=B,B+iv=C,A+w=C.
Potom miizeme psat
(A+u)+v=A+(U+70)=A+d=C.
Pro vektory u,v,w by tak méla platit rovnost @ + v = w, kterou mutzeme piepsat
pomoci zobrazeni (I09) takto
9(A, B) + g(B,C) = g(A, C).

Jednéa se o tzv. Chaslesuv vztah a jeho platnost pozadujeme v kazdém afinnim bo-
dovém prostoru'.

!Dalsi vlastnosti operaci odéitini bodii a scitdni bodu a wvektoru jsou uvedeny v [1] PECH, P. (2004)
Analytickd geometrie linedrnich utvari, Ceské Budéjovice, Jihodeskd univerzita v C. B., dostupné na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str. 15.
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Definice 24 (Afinni bodovy prostor). Neprdzdnou mnozinu A, (jeji proky jsou
tzv. body) nazveme afinnim bodovym prostorem dimenze n, jestliZe je ddn vektorovy
prostor V,, dimenze n a zobrazeni g : A, x A, — V téchto vlastnosti:

1. Pro kazdy bod A € A, a pro kaZdy vektor ¥ € V,, existuje jediny bod B € A, tak,
ze

g(A,B) =17 (téz zapisujeme jako B — A = 7).
2. Pro kazdé tri body A, B,C € A, plati, Ze

g(A, O) - g(A, B) +g(B,O).

Vektorovy prostor V,, nazgvame (vektoroviym) zamérenim afinniho bodového prostoru

A,.

Priklady afinniho bodového prostoru

(1) Bod, tj. jednoprvkova mnozina se zaméfenim Vy = {0}, je afinni bodovy prostor
dimenze 0.

(2) Primka je afinnim bodovym prostorem dimenze 1 se zaméfenim V; = [u], kde 4
je jejim smérovym vektorem.

(3) Vektorovy prostor V,, je afinnim bodovym prostorem dimenze n. Zobrazeni (109)
je v tomto ptipadé definovano vztahem g(u, v) = v — .

Poznamka. Mozné prekvapiva informace v prikladu (3), Ze vektorovy prostor je
zaroven i afinnim bodovym prostorem, vychazi ze skutecnosti, ze vektorovy prostor
automaticky spliuje definici 24] (Vyzkousejte!). Obracené to vsak neplati! Nelze ¥ici,
ze afinni bodovy prostor je zaroven vektorovym prostorem. Jak ilustruje Obr. [33]
na némz jsou znazornény dvé piimky a a b, které jsou obé afinnimi bodovymi

+ M=K+L=(2,9)

B=(4,2)
C=A+B=(2,1)
5 0 5 10
A=(-2,]-1)

Obrazek 33: C =A+Beca, M=K+ L&b
(pod)prostory. Pfitom jenom pfimka a je zaroven i vektorovym (pod)prostorem.
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Vidime, ze pfimka b neobsahuje nulovy vektor (tj. bod [0, 0], viz nutnd podminka
existence vektorového podprostoru na str.[41l), naplati pro ni ani pozadavek, ze soucet
jejich prvka (bodu) je opét jejim prvkem (bodem) (viz definice Bl a véta [10).

Poznamky.
1. Afinni bodovy prostor A, zapisujeme také jako

An = (A7 Vna g))

kde A je mnozina bodt, V,, je vektorové zaméreni vektorového prostoru a g je zob-
razeni g : A, X A, = V.

2. Afinni bodovy prostor A, nazyvame plnym jménem ,afinni bodovy prostor nad
télesem 1. kde T odpovida télesu, nad nimz je definovano zaméteni V,.

PRIKLAD 13.1. Rozhodnéte, zda je mnoZina (P,V, g) s niZe uwwedenymi specifika-
cemi afinnim bodovym prostorem.

a) P=R3 V ={(x1,29,73); 21, 09,23 € R}, g(X,Y) = (y1 — 21, Y2 — T2, Y3 — T3),
b) P=R3 V ={(x1,79,0); 21,790 € R}, g(X,Y) = (y1 — 21,92 — 72, 0).

Resen:

ad a) Jedna se o afinni bodovy prostor.

ad b) Nejedné se o afinni bodovy prostor. Problém je s vektorovym prostorem V.
Z definice 24] neni splnén pozadavek ,,Pro kazdy bod A € A, a pro kazdy vektor
T € V, existuje jediny bod B € A, tak, ze g(A, B) = &“. Napftiklad pro bod A =
(2,3,7) a vektor ¥ = (1,2,0) existuje nekoneéné mnoho bodi B = (3,5,k),k € R,
pro které je ¥ = B — A.

PRIKLAD 13.2. Oznacme M mnoZinu vsech feseni nehomogenni soustavy linedr-
nich rovnic Ax = b a W4 vektorovy prostor vSech reseni homogenni soustavy Ax = o.
Dokazte, Ze mnozina M je afinnim bodovym prostorem se zameérenim W 4.

Reseni: Nejprve definujeme zobrazeni g : M x M — W4. Pro 1, x5 € M ziejmé plati
Az = ba Azy = b. Odec¢teme-li prvni rovnici od druhé, dostaneme A(zy—x1) = 0, tj.
u = w9 — 11 € Wy. Zobrazeni g tak mizeme definovat vztahem g(x1,x9) = x9 — 7.
Ovéteni, ze (M, Wy, g) spliuje definici a je tedy afinnim bodovym prostorem
prenechavame Ctenari, postup je zrejmy.
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Cviceni — Afinni bodovy prostor
1. Dokazte, ze ¢tyfthelnik KLMN, kde K = [1,3]|, L = [-1,9], M = [-2,—4],
N = [0, —10], je rovnobéznik. Spocitejte jeho obsah.

2. V roviné E, jsou dany body K = [2, 2], L = [-1,0], M = [0, 3]. Urcéete bod
N € E, tak, aby c¢tyituhelnik K LM N byl rovnobéznik. Spocitejte jeho obsah.

3. Body A = [—1,2] a B = [4,0] jsou dva sousedni vrcholy rovnobézniku v E,, jehoz
stfed je v bodé S = [2,2]. Najdéte souradnice zbyvajicich dvou vrcholt. Spocitejte
obsah tohoto rovnobézniku.

4. Body A = [1,2] a C = [3,8] jsou protilehlé vrcholy ¢tverce ABCD. Urcete
souradnice jeho zbyvajicich vrcholi B, D.

5. Zjistéte, zda body A = [3,5,8], B = [-7,—3,10], C' = [8,9,7] lezi na jedné
primce. Pokud ano, napiste jeji parametrické rovnice.

6. Dokazte, ze body A = [2,1,1], B = [5,5,6], C = [6,11,14], D = [3,7,9] jsou
vrcholy rovnobéznika.

7. Urcete vrcholy trojtihelnika, jsou-li dany stfedy A" = [-2,1], B’ = [3,—1], C' =
[1, 5] jeho stran. Vypoctéte jeho obsah.

8. Vrcholem C' trojuhelniku ABC vedte rovnobézku se stranou AB; A = [-2,1], B =
3,—1],C =10,4].

9. Bodem V' vedte rovinu rovnobéznou s rovinou o = (KLM); K = (0,4, -3, L =
3,1,5], M = [~2,0,0],V = [1, -2, —3].
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13.2 Afinni souradnice bodu

Zobrazeni g : A, x A, — V (I09) zprostifedkovava vztah mezi afinnim bodovym pro-

storem A,, a prislusnym vektorovym prostorem V, jeho zaméfenim. Dvéma rtznym
bodim je prifazen vektor a naopak, bodu a vektoru je pfifazen bod. Kdyby toto
zobrazeni bylo vzajemné jednoznac¢né, mohli bychom ho vyuzit k zavedeni souradnic
v bodovém prostoru — bodtim bychom priradili stejné souradnice, jaké by mély jim
odpovidajici vektory. Bohuzel tomu tak ale neni, existuje nekone¢né mnoho riznych

dvojic bodt, kterym je prirazen stejny vektor.

Nastésti je snadné tuto nejednoznacnost odstranit. Staci zvolit jeden bod jako

pevny, ozna¢me ho P, a kazdému bodu X bodového prostoru ptiradit vektor g( P, X)
X — P. Jak ilustruje Obr. [34], toto zobrazeni je vzajemné jednoznacné, dvéma riiz-

nym bodim jsou prifazeny dva rtzné vektory a kazdému vektoru odpovida prave

jeden bod:

A—-P=74 — A:P—i—FA,
B—P:FB — B:P—FFB,
C—P:FC — C:P—l—fb,
D—P:FD — D:P—FFD.

A .

A ey FB

el

o 5

s F’D F»C

Obrazek 34: Zavedeni afinni soustavy soufadnic (repéru)

Potom skutec¢né mohu kazdy bod bodového prostoru jednoznacné urcit pomoci sou-

fadnic pfislusného vektoru (které udavam vzhledem k bazi zaméfeni V,,).

Poznamka. Vektor 77 = X — P nazyvame radiusvektor (téz privodic¢) bodu X. Viz

vektory 74, 7, T, ¥p na Obr. B34,

Definice 25 (Afinni soustava soufadnic - repér). Necht P je libovolny bod z afinniho
prostoru A,, n > 0 a (€1,€s, ...,€,) je bdze vektorového zaméreni V,, prostoru A,.

Potom usporddanou (n + 1)-tici



nazyvdme afinni soustavou souradnic ¢ (téZ repérem @) v prostoru A,,. Soutadnicems
bodu X € A, v soustavé souradnic ¢ budeme rozumét souradnice vektoru X — P
v bazi (€1, €y, ..., €,). Bod P nazjvame pocdtek soustavy souradnic.

Soufadnice bodu X vzhledem k repéru ¢ = (P, €}, €, ..., €,) jsou tedy totozné se
soufadnicemi vektoru X — P vzhledem k bézi (€1, €y, ..., €,) vektorového zaméfeni
V.. Jestlize X — P = x1€1 + w965 + ... + 1,6, mUzeme bod P € A, zapsat rovnici

X =P+ x1€] + 296 + ... + 2,60, (110)
pripadné ve zkraceném tvaru

X=P+) xé, (111)

1=1

a souradnice bodu P zapiseme
X =[xy, 29,...,2,)]. (112)

Na vztahu (II0) (pfip. (IT1])) je zalozena definice parametrického vyjadient afinniho
bodového prostoru a podprostoru, vyznamného prostifedku matematického popisu
téchto mnozin.

Poznamky.
1. Prostor se soustavou soutradnic ¢ zapisujeme:

A, =[P;€e1,6,...,6,].
2. Souradnice bodl a vektorti nekdy odlisujeme typem zavorek
X =[xy, 29,...,2,] ale T=(x1,29,...,2,).

3. Soutradnice bodu a jeho radiusvektoru jsou stejné.

A:[al,ag,...,an] a FA:(al,CLQ,...,CLn).
4. Protoze P — P = (0,0,...,0), po¢atek afinni soustavy soufadnic ma souradnice
P =10,0,...,0].

PRIKLAD 13.3. V afinni roviné Ay je ddn repér R = {P, €y, }. Pro bod A plati
A = P — ¢é1 4 2¢5. Urcete jeho soutadnice vzhledem k 'R.

Reseni: Soutadnice bodu A vzhledem k repéru R jsou A = [—1;2].
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13.3 Kartézska soustava souradnic

Afinni bodovy prostor na jehoz vektorovém zaméreni je definovan skalarni soucin na-
zyvame Fukleidovsky bodovy prostor a znacime ho F,,. V takovém bodovém prostoru
mizeme zavést soustavu soutadnic (repér) {P; e, és, ..., €,}, jejiz baze (€1, és, ..., €,)
je ortonormalni. Takovou soustavu nazyvame kartezskou soustavou souradnic.

Definice 26 (Kartézska soustava soutradnic). Kartézskou soustavou souradnic ro-
zumime afinni soustavu soutadnic { P; €1, s, ..., €.}, ve které €y, és, ..., €, je ortonor-
malni bazi.

14 Afinni bodovy podprostor

Ze vsech moznych podmnozin afinniho bodového prostoru nas budou zajimat jenom
takové, které samy splnuji definici afinniho bodového prostoru, budeme jim ftikat
afinni bodové podprostory (srovnejte se zavedenim pojmu wvektorovy podprostor na

str. @I]).

Definice 27 (Afinni bodovy podprostor). Neprdazdnou podmnoZinu Ay, afinniho bo-
dového prostoru A,, kterd je sama afinnim bodovym prostorem (viz definice [27),
nazyvdame afinnim bodovym podprostorem prostoru A,,. Zapisujeme

Priklady afinnich bodovych podprostorii
(1) Samotny afinni bodovy prostor A, je svym podprostorem, A, CC A,,.
(2) Bod (Ay), primka (A1), rovina (As) jsou typické podprostory prostort As, As,

kterymi se budeme zabyvat.

PRIKLAD 14.1. Mduze byt polopiimka, tsecka, polorovina, kruh nebo trojihelnik
bodovym podprostorem prostoru Ay ?

Obrazek 35: Je poloptimka ¢ nebo tsecka m afinnim bodovym podprostorem?
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Reseni: Nejprve se zaméfime na polopfimku a tsecku, viz Obr. BA. Protoze se jedna
o casti primky, budeme jako jejich pfipadna zamétreni uvazovat vektorové prostory
generované smeérovymi vektory odpovidajicich primek. V pripadé poloprimky g =
() R uvazujeme vektorovy prostor U = [w], v pfipadé tsecky m pak vektorovy prostor
V = [u].

Nyni ovéfime, jak polopfimka a tsecka jako mnoziny bodi splniuji definici 241
Nemusime se zabyvat otazkou existence zobrazeni g : A x A, — V. Ta je zarucena
skutecnosti, zZe vysetfované mnoziny jsou podmnozinami afinniho bodového prostoru
As. Stejné tak vlastnost 2 z definice je ziejmé splnéna. Soustiedime se proto na
vlastnost 1.

Z Obr. [33] je evidentni, Ze pro polopfimku a tisecku tato vlastnost neni splnéna.
Vidime, ze v kazdé z téchto mnozin bezesporu existuji body a v jim prislusejicich
vektorovych prostorech vektory, které kdyz secteme, dostaneme body, které do téchto
mnozin nepatii. Prikladem je bod K tsecky m spolu s vektorem @ nebo bod R
polopfimky ¢ spolu s vektorem w. Body K + i, R + w rozhodné nenalezi tisecce m,
respektive polopfimce ¢. Tyto podmnoziny bodového prostoru A, tak nemohou byt
afinnimi bodovymi podprostory. Pro srovnani je na Obr. [35 pfimka p ur¢end bodem
A a smérovym vektorem v, ktera, jak jiz vime, definici 24 splnuje a je tedy afinnim
bodovym prostorem (s vektorovym zaméfenim V' = [v]).

Ke stejnému zavéru jako v pripadé poloprimky a tsecky dospéjeme i u poloro-
viny, kruhu nebo trojuhelniku, viz Obr. [36. Pokud jako mozné vektorové zaméreni
téchto mnozin uvazujeme vektorovy prostor V5, je z obrazku patrné, ze opét v kazdé
z mnozin existuje bod a ve vektorovém prostoru V5 vektor tak, Ze jejich soucet do
mnoziny nepatii. Nejedna se tedy o afinni bodové podprostory.

y Q
+G 5
B
X
zZ P X
U Y X
.5 0 5/ 10 / 15
2 A,
t Y \_V A
e |
- b

Obréazek 36: U=1+7¢t, Q=P+7¢k B=A+id—bA
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Specialni afinni bodové podprostory
Nasledujici pojmy se pouzivaji k oznaceni afinnich bodovych podprostori uvedenych

dimenzi, bez ohledu na dimenzi pfislusného afinniho bodového prostoru A,,.

— primka, podprostor dimenze 1, znac¢ime Aj,
— rovina, podprostor dimenze 2, znac¢ime As,

— nadrovina, podprostor dimenze n — 1, zna¢ime A,,_;.

14.1 Parametrické vyjadreni podprostoru

Jiz vime, ze kazdy bod X afinniho bodového prostoru A, muzeme vyjadriit jako
soucet zvoleného pevného bodu A a touto volbou jednoznac¢né urc¢eného vektoru Z,
X = A+Z. Pti dané bazi (51, by, ..., gn) vektorového zaméreni V,, prostoru A,, potom
mizeme dle (II0) bod X vyjadfit rovnici X = P + :(:151 + :L‘ggz + ...+ J,‘ngn.

Stejny princip uplatnime pii popisu afinniho bodového podprostoru A, CC A,.
Kazdy jeho bod X € A; muzeme psat ve tvaru

X=A+17 (113)

kde A je pevné zvoleny bod z Ay a ¥ je vektor z vektorového podprostoru V, CC V,,,
ktery je zaméfenim Aj;. Afinni bodovy podprostor A je tak urcen svym zaméfenim
Vi a libovolnym ze svych bodt A, zapisujeme

A =[A, V4], (114)
Je-li (51, by, . . .. gk) béze zaméteni Vj, mizeme (I13) psat ve tvaru
X = A+ tiby + toby + ... + tybys ti,to, ... .t € R, (115)

kterému fikdme parametrické vyjadreni (téz parametrickd rovnice) afinniho bodového
podprostoru' A, CC A,. S ohledem na skutecnost, Zze zaméreni V. je uréeno svou
béazi, tj. Vi, = [{51, by, ..., Ek}], miizeme afinni bodovy podprostor kromé (I14]) zapsat
také ve tvaru

Ay = [A;by, by, . byl (116)

'P¥islusné véty o uréeni afinniho bodového prostoru a jeho parametrickém vyjadieni spolu s jejich dikazy jsou
uvedeny v [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich titvari, Ceské Bud&jovice, Jihodeska univerzita v C.
B., dostupnou na adrese |http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy/Analyticka.pdf, str. 16-18.
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Parametricka vyjadieni specialnich podprostoru

Podobu vztaht (II4) a (II6) pro konkrétni podprostory si mizeme ilustrovat na
prikladech podprostort, s kterymi se budeme v nasledujicich pasazich nejvice setka-
vat:

primka, Ay = [A;u] . X = A+t

’I"O’U’iTl(l, A2 = [A, Ul, 172] . X =A + tlﬁl + tQUQ,

— nadrovina, A,_1 = [A; iy, Us, ..., Up—1] : X = A+ > ] tu;,

afinnd prostor, A, = [A;ty, Uy, ... Uy : X = A+ >0 L.

PRIKLAD 14.2. Primka p = [A;4] je ddna bodem A = [1,2,3] a smérovim
vektorem i = (—2,5,11). Napiste parametrické vyjadieni primky p.

Reseni: X =[1,2,3] +t(—2,5,11); t € R.

Rozepsanim rovnice X = [1,2,3] 4+ ¢(—2,5,11), kde X = [z, 29, 3], po slozkach
dostaneme parametricke rovnice primky

T1 — 1— Qt,
7o = 2+ 5t, (117)
rs3 =34+ 11t; t € R.

14.2 Parametrické rovnice podprostoru

Rozepsanim parametrické rovnice (téz parametrického vyjddreni) rovnice podpro-
storu A; pro jednotlivé soufadnice (vzhledem k urcité soustavé soufadnic ¢) do-
staneme parametrické rovnice podprostoru. Pocet téchto rovnic odpovida dimenzi n
afinniho bodového prostoru A,,, pocet parametri v nich potom odpovida dimenzi
k podprostoru Ay (viz piiklad [4.2, kde tfi rovnice odpovidaji dimenzi prostoru,
v némz je uloha zadana, zatimco jeden parametr koresponduje s dimenzi uvazova-
ného podprostoru, tj. pfimky).

Uvazujme pro ilustraci jesté rovinu p jako podprostor p = [A; u, U] afinniho bodového
prostoru As. Jeji parametricka rovnice je

p: X =A4+tu+tv; ti,ty €R.

Pro soutadnice X = [x1, x9, 3], A = [a1, as, as], @ = (u1, uz, us), ¥ = (v1, v9, v3) vzhle-
dem k soustaveé souradnic ¢ ji prepiseme do tvaru

p w1, wa, 3] = [an, ag, as] + ti(u1, ug, ug) + ta(vi, v, v3); 1,19 € R,
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z kterého po rozepsani pro jednotlivé souradnice dostaneme soustavu parametrickych
TOUNIC TOVINY

p: x1= a1+ tiug + lavg
To = A9 + tl'U/Q + tg?)z (118)
r3 = as + tyug + tavs;  t1,ts € R.

Stejné jako pfimku a rovinu popiseme parametrickymi rovnicemi kazdy podprostor
Ay, afinniho bodového prostoru A,,.

Véta 24 (Parametrické rovnice podprostoru). Necht je v afinnim prostoru A, ddina
soustava souradnic p. Potom miZeme podprostor Ay; Ap = [A;uy, Us, ..., U], pro-
storu A, urcit parametrickymi rovnicemi

Ty =a+ u11t1 + u21t2 + ...+ ukltk

T9 = A2 + u12t1 + u22t2 + ...+ qutk (119)

Ty = Qp + Uipl] + Uopto + ... + Upple

zkracené
k

xj:aj+2u7;jt7;; j:1,2,...,n,
1=1
kde A = [CLl,CLQ, ...,CLn] ) UZ = (uil,uig, ...,um) , 1= 1,2, ceey k.

PRIKLAD 14.3. Zjistéte, zda body A; = [0,0, 3], Ay = [1,1,3], le# v roviné
(A, 7,7, kde A=[1,1,-4], @ = (1, -1,1), 7= (1,3,1).

PRIKLAD 14.4. Urcete dimenzi afinniho bodového prostoru A, a jeho podprostoru
A daného rovnici:

a) X =14,-4,2,1,1] +t(2,-8,3,-5,1),

b) X =[1,0,2,2] +r(1,—-1,0,0) + s(1,2,0,—1).

PRIKLAD 14.5. Zjistéte, jaké bodové podprostory jsou urcené parametrickymi

rovNICem?i
a) x = r+s5, a) 1 = b—r+s+t,
To = 1—s, Ty = T,
r3 = —5+4 2r, r3 = 8,
ry = 2—r—+4s, ry = 2+4s—t.
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14.3 Kanonicky tvar rovnice primky

Skutecnost, ze parametrické rovnice primky obsahuji jenom jeden parametr, dovoluje
modifikovat tuto soustavu rovnic do podoby, v niz je parametr vyloucen. Uvazujme
primku p € A, danou parametrickymi rovnicemi

p: x=a;+ tuy,
Y = ay + tUQ, (120)
z =ag+ tug; t € R.
Potom plati
_x—al Yy — as _Z—CLg

L= , U= , U= ;
Uy U2 U3

a primku p tak mtzeme zadat rovnici ve tvaru

r — aq Yy — as Z — as
p: = = :
Uy U2 us

kterému tikame kanonicky tvar rovnice primky.

Poznamka. Pokud je u; = 0, ponechdme pro prislusnou souradnici x; zvlastni
rovnici. Napftiklad prop : o =3,y =1 —t,z = 4t; t € R vypada kanonicky tvar

rovnice primky takto
Yy —a £ — ag
p: x =3, = :
U2 us

PRIKLAD 14.6. Napiste parametrické vyjadient a kanonicky tvar rovnice primky,
kterd je dana bodem A a smérovym vektorem 1.

a) A=[3,1,-4], 7= (2,7,5),
b) A=1[2,51],@=(1,2,0).

14.4 Urceni afinniho podprostoru

Ze zkusenosti vime, ze primka je urcena dvéma ruznymi body a rovina je urcena
tremi body, které nelezi v primce. Otazkou je, kolik a jakych bodt potifebujeme
k uréeni afinniho bodového podprostoru dimenze k. Odpovéd je skrytd ve vztahu
(II8). Potfebujeme tolik bodiu podprostoru Ay, aby jimi bylo uréeno k linearné
nezavislych vektort 51, 52, cee gk baze jeho vektorového zaméreni V.. Bodt tedy musi
byt k+ 1 a musi byt usporadany tak, aby & jimi urcenych vektori bylo nezavislych.
Pro takovéto body zavedeme pojem linedarnée nezdvislé body.

Definice 28 (Linearné nezavislé body). Body Ay, A1, As, ..., Ay z prostoru A, nazy-
vdme linedrné nezdvislé (zdvislé), jsou-li jimi uréené vektory A; — Ag, i = 1,2, ..., k,
linedrné nezavislé (zdvislé).
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Véta 25 (O urceni afinniho bodového podprostoru). Afinni bodovy podprostor Ay
prostoru A, je jednoznacné urcen k + 1 linedrné nezavislymi body, ktere mu ndalezi.

Diikaz. Zépis Ay = [Ag, Ay — Ag, Ay — Ay, ..., A — Ag] je ekvivalentni vztahu (ITT6)!.
[]

Disledky véty
— Primka je urcena dvéma nezavislymi body, tj. dvéma rtznymi body.
— Rovina je urc¢ena tfemi nezavislymi body, tj. tfemi body, které nelezi v primce.

— Nadrovina je urcéena n nezavislymi body.

Poznamka. Body lezici na jedné spole¢né primce nazyvame kolinearni body. Body
lezici v jedné roviné pak komplanarni body. Vice nez dva kolinearni body jsou
linearné zavislé, stejné jako vice nez tii komplanarni body.

Ziskané poznatky o souvislosti linearné nezavislych bodt a vektorti nam dovoluji
zapsat parametrickou rovnici podprostoru Ay, ktery je dan k41 linedrné nezavislymi
body, pfimo uzitim téchto bodt, jak ukazuje nasledujici priklad.

PRIKLAD 14.7. Napiste parametrickou rovnici roviny p = (A, B,C), kde A =
[1,0,1], B=1[3,4,2] a C = [5,1,0].

Reseni: Parametricka rovnice dané roviny je
p: X :A—i—tl(B—A)—i—tz(O—A); t1,12 € R.
Jednotlivé parametrické rovnice potom dostaneme rozepsanim po slozkach

p: x=a;+t1(by —ay) +ta(c1 — ar),
Y = as + tl(bQ — 0/2) + tQ(CQ — CLQ),
zZ = a3+ tl(bg — CL3) + tQ(Cg — ag); t1,t2 € R.

Odtud po dosazeni souradnic dostaneme konkrétni parametrické rovnice dané roviny

p: x =142t + 4to,
y:4t1—|—t2,
z =141 — to; tl,tQER.

Wice viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich iitvari, Ceské Budgjovice, Jihoceska univerzita
v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m /knihy /Analyticka.pdf, str. 26
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Driisledky resent prikladu [14.7

Z teseni prikladu I4.7 vyplyva, jak si muzeme urychlit zapis parametrickych rovnic
specidlnich podprostort, které jsou dany £ + 1 body:

— Pfimka: X =A+¢B—-A);teR
— Rovina: X = A—thl(B - A) +t2(C— A), tl,tz eER

— Nadrovina: X = Ay + t1(A; — Ag) + t2(As — Ag) + -+ - + t—1(An_1 — Ap);
t1,to, ..., ty_1 € R

PRIKLAD 14.8. V A jsou ddny body K = [1,0,1,2], L = [4,2,3,1], M =
[—1,3,0,1], N = [2,1,1,5]. Rozhodnéte, zda urcuji podprostor A3 CC Ay. Pokud
ano, napiste jeho parametricke vyjadrent.

PRIKLAD 14.9. Rovina je urcena body A = [2,1,0], B = [2,4,1] a smérem
vektoru © = (1,1, 3). Napiste jeji parametrické rovnice.
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Cviceni — Parametrické rovnice afinniho bodového podpro-

storu

1: Zjistéte, zda body A; = [2,1,—1], A2 = [3,3,1], A [ .1, 5], Ay = [5,4, —1],
As = [5,7,4] lezi na ptimce [A; 4], kde A = [3, 3, ] ( ,3).

2: Zjistéte, zda body A; = [0,0, —3], Ay = [1,1,3], A3 = [ .1, 5], Ay = [1,2,-3],
A5 = [-1,-2,-3], Ag = [1,3,1] lezi v roviné [A; i, ], kd A= 11,-4], 7 -

(-1,-1,1)av=(1,3,1).

3: Napiste parametrické rovnice a kanonicky tvar rovnice ptimky [K;m], je-li:
a) K =1[1,-2], m=(5,9),
b) K =12,5,-3], m =(—4,0,1),
c) K=1[1,0,—-1,0,2], m = (4,3,1,2,1).

4: Napiste parametrické rovnice roviny p, ktera je dana témito udaji:
a) p=I[K,L,M]; K=1[2,0,1], L=1[-1,2,3], M =[3,1,-5],
b) p=[A;u,v]; A=11,0,2,3], u=(1,1,—-1,0), v = (4,0,3,2),
c)p=[P,Q,u; P=[7,-8,3]|, Q=1[4,51], & =(2,3,4).

5: Napiste parametrické rovnice pfimky p, kterd prochazi danym bodem P = [4,5, —6]
a je rovnobézna s ptimkoug:x =2+7r, y=—4+4+2r, 2=9—-5r; r e R.

6: Napiste parametrické rovnice piimky p, kterd prochézi danym bodem B = [1, 2]
a je kolma na pfimku ¢ = [M, N|; M =[0,1], N = [4, 3].

7: Napiste parametrické rovnice roviny p prochazejici bodem @ = [5, 10, 12] rovno-
bézné s rovinou o danou rovnicemi:
r = 1—4s+t,
y = —3+s— 2,
z = 3s+5t; s,t € R.
8: Napiste parametrické rovnice tsecky AB, je-li:
a) A=1[-2,5], B=[15,9],
b) A=1[2,5,-3], B=10,4,1].

9: Urcete parametrické vyjadreni roviny, ktera prochazi primkou x = 2—3t, y = 7+t
z = —1+4 2t a je rovnobézna s pfimkoux =3 —r,y=2+4r, z=1—r.

10: Parametrickymi rovnicemi vyjadiete polorovinu urc¢enou bodem A = [3,2,1] a
primkoux =1+t y=2—3t, 2 =3+ 4t.

11: Rozhodnéte o poloze bodu M = [3, 3] vzhledem k trojihelniku ABC), je-li A =
0,0], B = [10,2], C = [6, 12].
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15 Obecna (neparametricka) rovnice nadroviny

Nadrovinou v afinnim bodovém prostoru A, rozumime jeho podprostor dimenze
n — 1. V afinnim bodovém prostoru A, tak roli nadroviny hraje primka, zatimco
v afinnim bodovém prostoru As je nadrovinou rovina.

Ze stiedoskolské matematiky jiz vime, ze pfimku v Ay a rovinu v As lze popsat
jednou algebraickou rovnici, které rikame obecna rovnice. Naptiklad primka p CC

15

p:5x—7y+33=0 -5/ X (5,-7)

n=
\
A

Obréazek 37: Obecna rovnice piimky p: b — 7y +33 =0

Ay, kterd je ddna body A = [—1,4], B = [6, 9], m& obecnou rovnicip : bz —Ty+33 =
0, viz Obr. B7. Rovina p CC Aj, uréend body A = [1,1,0],B = [2,-1,3],C =
[0, 1,2], m& obecnou rovnici p : 4x + 5y + 2z — 9 = 0, viz Obr. B8

—m——

‘_-—1—1—-——_

Obrazek 38: Obecné rovnice roviny p : 4x + 5y +22—9 =10
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Skutecnost, ze pfimku v A, a rovinu v As lze popsat jedinou rovnici mizeme
zobecnit na pfipad nadroviny v afinnim bodovém prostoru A,. Vyuzijeme k tomu
své zkusenosti ziskané fesenim soustav linearnich rovnic.

Predevsim vime, zZe mnozina vSech Teseni soustavy m linearnich rovnic o n ne-
znamych

a1 + ai12x9 + ...+ ATy — bl

a9211 + a929x9 + ...+ AoanTy — b2

Am1T1 + A2l + ... + Qp Ty = bm

je podprostor afinniho bodového prostoru A, jehoz dimenze je k = n — h, kde h =
h(A) = h(A*) (A je matice soustavy, A* je rozsifend matice soustavy). Pfedstavme si,
ze mame ,soustavu® jediné nehomogenni rovnice o n neznamych (pritom koeficient
u alespori jedné z nich je rizny od nuly). Potom bodovy prostor jejiho feseni mé
dimenzi k = n — 1, protoze pro takovouto rovnici je urc¢ité h = h(A) = h(A*) = 1.
Kazdou linearni algebraickou rovnici o n neznamych x1, xo, ..., x, ve tvaru

a2 + asxo + -+ - + apr, +ag =0, (121)

kde a; # 0 pro aspon jedno ¢ = 1,2, ...n, je tak urCena nadrovina v prostoru A,.

Naopak, kazdy afinni bodovy podprostor Ay CC A, lze dle véty 24] na str.
popsat soustavou n parametrickych rovnic (I19) s k£ parametry. V ptipadé nadroviny
se tedy jednd o n parametrickych rovnic s n — 1 parametry. Pokud z jedné z n
parametrickych rovnic vyjadiime parametr, feknéme tieba t;, a ziskanym vyrazem
ho nahradime ve zbyvajicich rovnicich, pfijdeme sice o jednu rovnici, ale také se
o jeden zmensi pocet parametrii. Rikdme, Ze jsme parametr ¢; eliminovali. Pokud
se rozhodneme takto eliminovat vsechny zbyvajici parametry, je ziejmé, Ze na konci
procesu eliminace ndm zustane jediné rovnice ve tvaru (I21), bez parametru, pouze
S neznamymi i, xo, . .., Ty.

Tak jsme ukazali, ze kazdé nadroviné A, ; afinniho bodového prostoru A, je
jednoznaé¢né piifazena rovnice ve tvaru (I21]), kterou nazyvame obecnou (téz nepa-
rametrickou) rovnict nadroviny.

V nasledujicich pasazich této kapitoly se budeme vénovat metodam vypoctu
obecné rovnice primky v afinnim bodovém prostoru A, a roviny v prostoru As.
V zavéru pak ziskané poznatky vyuzijeme k zobecnéni do prostoru A,,.

15.1 Obecna rovnice primky v A,

Na konkrétnim ptikladu si ukdzeme nasledujici ¢tyii metody vypoctu obecné rovnice
primky v As:
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i. Eliminace parametru z parametrickych rovnic primky.
Z jedné z rovnic

p:x=a+ tuy,
y=as+tusteR

vyjadiime ¢ a dosadime do té zbyvajici. Dostaneme rovnici
U — Uy — Ugaq + Uras = 0, (122)

kterd je obecnou rovnici piimky p (je ve tvaru rovnice ax + by + ¢ = 0, kde
a = ug,b = —uy,c = —usay + uyaz). Vsimnéte si, ze koeficienty u x a y jsou
soufadnice (ug, —up) vektoru, ktery je kolmy ke smérovému vektoru 4 = (uq, us)
piimky p, fikdme mu normdlovy vektor, zna¢ime ho 7 (smérovy a norméalovy
vektor piimky viz Obr. 37).

ii. Dosazeni souradnic danych boda do obecné rovnice.
Je-li pfimka p ddna dvéma svymi body A = [ay, as], B = [b1, bo], dosadime jejich
soufadnice do obecné rovnice ax + by + ¢ = 0 a vypocitame koeficienty a, b, c
(ty jsou ovSem urceny aZ na nasobek nenulovym realnym ¢islem, protoZe rovnice
ax+by+c=0akaxr+kby+kec=0,kde k € R — {0}, popisuji stejnou pfimku).

iii. Vyuziti linearni zavislosti vektorii nebo nulového obsahu jimi urce-
ného rovnobézZniku.
Z Obr. je patrné, ze pravé jenom pro body X piimky p, ktera je urcena
dvéma body A, B, plati, ze vektory B — A a X — A jsou linearné zavislé. Potom

p 61y

-2
Obrazek 39: Obecna rovnice ptimky; vektory B — A a X — A jsou linearné zavislé

ale matice, jejimiz radky jsou tyto vektory, je singularni, tj. jeji determinant je
roven nule

T —ay Y —as

= 0. 123

bl — a1 b2 — Ay ( )

Upravou (I23) dostaneme obecnou rovnici piimky p ve tvaru
(b2 — CLQ).CC — (bl — al)y — (b2 — CLQ)CLl + (bl — CL1)CL2 = 0. (124)
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Ke stejnému vysledku se dostaneme tivahou zalozenou na vztahu pro vypocet
obsahu rovnobézniku uréeného dvéma vektory (viz (I03) na str. @5). Je ziejmé,
ze rovnobéznik urcéeny vektory B — A a X — A ma obsah

rovny 0 pravé tehdy, kdyz bod X lezi na pfimce p urcené body A, B. Tak se
opét dostavame ke vztahu (123).

T—ay Y- as

SQ:‘

by —a; by —aq

iv. VyuzZiti normalového vektoru.

Ze vztahu (122) a (I24) je patrné, ze koeficienty a,b v obecné rovnici pfimky
p : ax + by + ¢ = 0 jsou souradnicemi vektoru kolmého ke sméru primky p,
tj. normdloveho vektoru této primky. Souradnice normalového vektoru primky
snadno ziskame ze souradnic jejiho smérového vektoru uplatnénim pozadavku
kolmosti téchto dvou vektori, tj. pozadavku splnéni rovnosti @ - 7 = 0, (proho-
zenim a zménou znaménka u jedné z nich, vztah mezi smérovym a normalovym
vektorem piimky viz Obr. BT). Takto ziskané koeficienty a, b dosadime spolu se
souradnicemi x,y jednoho z danych bodt pfimky do rovnice ax + by +c =0 a
dopocitame hodnotu c.

PRIKLAD 15.1. Urcete obecnou rovnici primky p = [A,B]; A = [-5,3], B =
2, 4].

Resend:

ad i. Vypocitame smérovy vektor pfimky « = B — A = (7, 1), napiSeme jeji para-
metrické rovnice

p:xrx=-—-5+Tt
y=3+t teR

a eliminaci (vylouc¢enim) parametru t ziskdme jeji obecnou (neparametrickou) rovnici
p:x—7Ty+26=0.

ad . Do rovnice ax + by + ¢ = 0 dosadime soufadnice bodu A, B a feSime prislusnou
soustavu rovnice

—da +3b+c =0,
20 +4b+c=0

s neznamymi a, b,c. Vyjde nam a = 21—60,1) = —%c, kde ¢ € R. Protoze nam jde
o jedno konkrétni reseni, které bude vypadat ,hezky“, volime ¢ = 26 a dostavame
sadu koeficientii a = 1,b = —7, ¢ = 26 pro obecnou rovnici dané pirimky

p:x—Ty+26=0.
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ad 4. Do vztahu (I23) dosadime soutfadnice bodu A, B

r+5 y—3
7 1

r+5 y—3
2—(-5) 4-3

N

a spocitame determinant na levé strané. Dostaneme obecnou rovnici dané primky
p:x—Ty+26=0.

ad iv. Vypocitame smérovy vektor piimky @ = B — A = (7,1) a ur¢ime soutfadnice
normalového vektoru 77 = (n1,ny) tak, aby byla splnéna podminka kolmosti

u-n= (7,1)(7@1,7@2) :7n1+1n2:O

Nejjednodussi je zvolit @ = (n1,n2) = (uz, —u1) = (1,—7). Nyni zndme podobu
prvnich dvou ¢lenit obecné rovnice piimky p : x — 7y + ¢ = 0. Kdyz do ni dosadime
soufadnic bodu A = [—5, 3] (stejné tak mtzeme dosadit soufadnice B), dostaneme
rovnici —5 — 7-3 4+ c = —26 + ¢ = 0, ze které vypocitame ¢ = 26. Opét dostaneme
obecnou rovnici dané primky ve tvaru

p:x—7Ty+26=0.

15.2 Obecna rovnice roviny v Aj

Pro vypocet obecné rovnice roviny v As si popiseme Ctyfi metody, které jsou analo-
gické s vySe uvedenymi metodami vypoctu obecné rovnice primky v As:

i. Eliminace parametru z parametrickych rovnic roviny.
Z, jedné z rovnic

P ZE’:CL1+SU1+M)1,
Y = ag + Sug + tvo,
z=a3+ sus +tvs,; s,t € R

vyjadiime ¢t a dosadime do téch zbyvajicich. To samé potom provedeme s para-
metrem s. Dostaneme rovnici

ar +by+cz+d=0, (125)

kde (po pripadném vydéleni celé rovnice spole¢nym délitelem jejich koeficientit)
a = U3 — UgVs, b = uzvy — Uv3, € = UIVy — Ugvy, d = —(UgV3 — UgV2)ay —
(uzvy —ugvz)ag — (ugve — ugvy )as. Jedna se o obecnou rovnici roviny p. VSimnéte
si, ze koeficienty u x, y a z jsou souradnicemi vektorového soucinu @ x v, kde
U = (u1,us,u3) a v = (v, vg,v3), tj. vektoru, ktery je kolmy k roviné p (presnéji
k vektorfim zaméieni roviny p.) Rikdme mu normdlovy vektor roviny a znac¢ime
ho 7i (normalovy vektor roviny viz Obr. B8).
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1.

1il.

Dosazeni souradnic danych bodua do obecné rovnice.

Je-li rovina p déna tfemi svymi (linearné nezavislymi) body A = [a1, ag, as], B =
[b1, b2, b3], C' = [c1, co, c3], dosadime jejich soufadnice do obecné rovnice ax +
by + cz + d = 0 a vypocitame koeficienty a, b, ¢, d (ty jsou ovSem urceny az na
nasobek nenulovym realnym cislem, protoze rovnice ax + by + cz +d = 0 a
kax + kby + kcz + kd = 0, kde k € R — {0}, popisuji stejnou rovinu).

Vyuziti linearni zavislosti vektorti nebo nulového objemu jimi urce-
ného rovnobéznosténu.

Z Obr. [0 je patrné, ze pravé jenom pro body X roviny p, ktera je urcena tfemi
linearné nezavislymi body A, B, C, plati, ze vektory B— A,C — A a X — A jsou
linearné zavislé. Potom ale matice, jejimiz radky jsou tyto vektory, je singularni,

Obrazek 40: Obecna rovnice roviny; vektory B — A,C' — A a X — A jsou linearné zavislé

tj. jeji determinant je roven nule,
r—ay Y—ay <2 —as
bl — bg — a9 bg —as | = 0. (126)
Ci — Qa1 Cr — a9 Cg — ds

Upravou (I26) dostaneme obecnou rovnici roviny p ve tvaru (I2H), se stejnym
vyznamem Koeficienti a, b, c,d, pokud @« = B — Aav=C — A.

Ke stejnému vysledku se dostaneme tuvahou zalozenou na vztahu pro vypo-
¢et objemu rovnobéznosténu uréeného tremi vektory (viz (I06) na str. @5). Je
ziejmé, ze rovnobéznostén urceny vektory B — A, C' — A a X — A méa objem

r—ay Y—ay =< —as
V = bl—al bg—az bg—ag
€1 —a C—0az €3 —0as
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rovny 0 praveé tehdy, kdyz bod X lezi v roviné p urcené body A, B, C. Tak se
opét dostavame ke vztahu (I26]).

iv. VyuzZiti normalového vektoru.

Ze vztahu (I25) a (I26]) je patrné, ze koeficienty a, b, ¢ v obecné rovnici roviny
p: ax +by+ cz+d = 0 jsou soufadnicemi vektoru kolmého k roviné (pfesnéji k
vektortim jejiho zaméfeni), tj. normdalového vektoru této roviny. Dokonce jde, po
vydéleni pripadnym spole¢nym délitelem, o souradnice vektorového soucinu u x
U, kde © = B— A a v = C'— A jsou vektory generujici vektorové zaméreni roviny.
Soutadnice norméalového vektoru roviny tak snadno ziskdme vypoctem tohoto
vektorového soucinu (vztah mezi @ = B—A a v = C'— A a normélovym vektorem
1 = U x ¥ roviny viz Obr. B8)). Takto ziskané koeficienty a, b, ¢ dosadime spolu se
soutadnicemi x, y, z jednoho z danych bod1 roviny do rovnice ax+by+cz+d = 0
a dopocitame hodnotu d.

PRIKLAD 15.2. Urcete neparametrickou (obecnou) rovnici roviny urcené body
A=11,0,3], B=1[2,4,—-1],C =10,3,8].

Reseni:
rT—ay Yy—ay zZ—das x—1 vy z—3
bl—al b2_a/2 b3—a3: 1 4 —4 :32x—y+7z—53:0
cp—ay Cy—ay C3— as -1 3 5

PRIKLAD 15.3. Napiste obecnou rovnici roviny uréené bodem A = 2,1,-2] a
sméry vektord u = (3,2,4), v = (3,5,2).

Reseni:
r—ay Yy—ay zZ—as r—2 y—1 242
Uq U9 us | =1 3 2 4 | =—-16x+6y+92+44=20
U1 (%) V3 3 5 2

PRIKLAD 15.4. Napiste obecnou rovnici roviny urcené tiemi body A = [1,1, —1],
B =13,2,0], C =[4,4,-3|.

Resent v programu wrMazima:
(bi1) A:[1,1,-1]$ B:[3,2,0]$ C:[4,4,-3]$ X:[x,y,z]$
(%15) M:matrix(X-A,B-A,C-A);

r—1 y—1 241
(%05) 2 1 1
3 3 —2

119



(%16) expand(determinant(M))=0;

(%06) 3z+T7Ty—5x+1=0

PRIKLAD 15.5. Urcete parametrické rovnice roviny
p:2r—y+3z2—1=0.

Reseni: Resime jako ,soustavu® jedné rovnice o tfech neznamych. Dvé z nich na-
hradime realnymi parametry, jako vhodné se jevi x a z, a zbyvajici neznamou, tj. y,
z rovnice vyjadiime. Dostaneme parametrické rovnice

p:x=r,
y=—1+42r+ 3s,
z=s;1,5€R.

Reseni v programu wrMazima:

(%i1) 1T:2%x-y+3*%z-1=0;

(%01) 3z—y+2x—-1=0

(hi2) solve(r,l[y,z,x]);

(%02) [ly=3%r2+2%rl—1,2z=%r2,x = %rl]]

15.3 Obecna rovnice nadroviny v A,

Vztahy (I23) a (I26]), v nichz je k zapisu obecné (neparametrické) rovnice pfimky
v Ay a roviny v Az pouzit determinant, ndm dovoluji pojem obecné (téz neparame-
trické) rovnice zobecnit na nadrovinu v afinnim bodovém prostoru A,,. Protoze ndm
v prostorech vyssi dimenze jiz nevystaci geometricka predstava, odvodime vztah li-
nearni zavislosti prislusnych vektort rovnou z definice tohoto pojmu, jak ukazuje
nasledujici priklad (ktery je situovan do prostoru dimenze 3).

Uvazujme nadrovinu prostoru As (tj. rovinu), kterd je urcena tfemi nezavislymi
body A, B, C; A = [ay, as, as], B = [by, by, bs], C' = [¢1, ¢o, c3]. Vyjadiime ji vektorové
parametrickou rovnici

X=A+t1(B—A)+1(C—A).
Po jejim prepsani do tvaru
to(X —A)+t1(B—A)+t,(C—A) =0,

kde tg =1 #£ 0, je zrejmé, ze vektory X — A, B— A a C'— A jsou linearné zavislé.
Z toho plyne tvrzeni nasledujici véty.
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Véta 26 (Obecna rovnice nadroviny I). JestliZe je nadrovina A,,—1 uréenan linedrné
nezavislymi body Ao, A1, ..., A,_1, které maji v afinnim bodovém prostoru A, sou-
radnice A; = [a;1, @i, ..., ain), 1 = 0,1, ....n— 1, je pro kaZdy bod X = [x1, 2o, ..., Ty
této nadroviny spinéna rovnice

T To ... xz, 1

anpi ap2 R Qon 1
=0, (127)

p-11 Qp-12 --- Ap_1pn 1

kterou nazyjvime obecna (neparametricka) rovnice nadroviny.

Diikaz. MySlenka dtkazu je ilustrovana prikladem nadroviny v Az, ktery je uveden
pred vétou. Jediné, co je tieba jesté dokazat je, ze rovnice

T i) R Ty, 1
anpi ap2 R Qon, 1
=0
Ap-11 QAp-12 --- Qp-1p 1
je ekvivalentni s rovnici
I1 — ao1 T2 — ap2 Ip — Aon
a1 — ao1 a2 — @2 ... Aip — Qon | 0
Qp-11 — ap1 Ap—1,2 — A2 --. Apn—1n — Aon

S touto ekvivalenci jsme se vSak jiz setkali (viz str. @3] a vime, Ze se snadno dokaze
uzitim véty o rozvoji determinantu. ]

v prostoru A,, plati, ze po vypoctu determinantu dostaneme obecnou rovnici v al-
I toru A, plat, ypoctu det tu dost b 1
gebraickém tvaru, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 27 (Obecna rovnice nadroviny II). KaZdy bod X = [x1,x2, ..., x,| nadroviny
A1 ainniho bodového prostoru A, spliuje svymi soutadnicemi obecnou (nepara-
metrickou) rovnici

171+ CoTo + ... + cpx, + ¢ = 0, (128)

kterou muzZeme zkracenée zapsat ve tvaru
n
> et =0, (129)
i=1

kde ci,co,...,cn,co jsou po Tadé algebraicke doplnky prvki xi,xo, ...,x,, 1 pruniho
rddku determinantu (I27) z véty [26.
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Disledky veét 26,

— Kazda rovnice ve tvaru )., ¢;x; + ¢o = 0 je rovnici nadroviny A,_1, pokud je
alespon jedno ¢; # 0.

— V prostoru Ay je nadrovinou pfimka. Necht p =< AB; A = [a1,a9], B =
[b1, by]. Potom
r y 1
p:lag ag 1]=0 & ax+by+c=0.
by by 1

— V prostoru As je nadrovinou rovina. Necht p = (ABC); A = [ay, a9, a3], B =
[bl, b2, bg], C = [Cl, Co, Cg]. Potom

r y =z 1

_ (a1 G2 as 1
Polby by by 1
C1 Cy C3 1

=0 & ar+by+cz+d=0.

Obecné rovnice nadroviny A,,_; je uréena az na nenulovy nasobek. Je-1i Y1 c;z; + ¢ =
0 rovnici nadroviny, pak také rovnice k (D>, c;z; + ¢p) = 0 je obecnou rovnici této
nadroviny ve stejné soustavé soutadnic, jestlize k£ # 0 je libovolné realné ¢islo.
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16 Svazky a trsy nadrovin

16.1 Svazky rovin v Aj

PRIKLAD 16.1. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p, o :
a)p: 20+3y—z+1=0,0: v+y+22—3=0,

b)p: 20 +3y—2+1=0, 0: dx+6y—22+5=0,

a) Svazek rovin 1. druhu b) Svazek rovin 2. druhu

Obrazek 41: Svazky rovin v As

Definice 29 (Svazek rovin). MnoZinu vsech rovin z As, jejichZ prinikem je primka
(t7. afinni bodovy podprostor dimenze 1) nazveme svazkem rovin prvého druhu.
Mnozinu vsech navzajem rovnobéZngch rovin nazveme svazkem rovin druhého
druhu (osnovou rovin).

! ~

I

I

I

1

I

I

I

J
N

osa svazku )
Svazek rovin 2. druhu

Svazek rovin 1. druhu (osnova rovin)

Je zfejmé, ze svazek rovin je urcen dvojici rovin (viz Obr. AI]). Otazkou je, jak
vypadaji rovnice dalsich rovin nélezejicich témto svazkim. Jak souviseji s rovnicemi
danych ,urcujicich“ rovin

p: ax+biy+cz+di =0, 0: asx+ by + coz + dy = 07
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Resenim je rovnice ve tvaru linedrni kombinace obecnych rovnic rovin ,,urc¢ujicich
svazek

7: M(a1x + by + 12 + dy) + Ag(asx + bay + coz + dy) = 0.

V pripadé rovin uvedenych v piikladu [I6.1] a zobrazenych na Obr. 41l se jedna
o svazky s témito rovnicemi:

ad a) Svazek prvniho druhu uréeny rovinami p: 2xr+3y—2+1=0, 0: z+y+
22—3=0:
M2r+3y—2z+ 1)+ M(r+y+22—-3)=0.

ad b) Svazek druhého druhu uréeny rovinami p: 2z +3y —2+1=0, 0 : 4z +
6y —22+5=0:

M2z +3y — 2+ 1)+ M(4dx + 6y — 224+ 5) = 0.

Podle typu svazku se lisi pozadavky na hodnoty koeficient A1, A\s. Pro svazek rovin
1. druhu staci pozadovat, aby aspon jeden z téchto koeficientti byl rizny od nuly
(tj. nesmi byt oba zaroven rovny nule). V ptipadé svazku 2. druhu pozadujeme, aby
tyto koeficienty nebyly fesenim soustavy Aja; + Aoas = A1by + Aobs = A\ic1 + Aocy =
A1dy + XNady = 0.
Véta 28 (Rovnice svazku rovin 1. druhu). Jsou-li

Li=aix+ay+azz+agp =0, Lo=0bx+by+bzz+0by=0
rovnice ruznobéznich rovin v Az v téze soustavé souradné, pak rovnice

MLy 4+ XLy =0

je rovnici svazku rovin prvého druhu, jsou-li A\, Ao libovolnd redlna cisla, z nichz
aspon jedno je rizné od nuly.

Véta 29 (Rovnice svazku rovin 2. druhu). Jsou-li
Li=ax+awy+azz+ag=0, Ly=0bx+by+bsz+0by=0
rovnice rovnobéznych rovin v As v téZe soustaveé souradné, pak rovnice
ML+ XLs =0

je rovnict svazku rovin druhého druhu, jsou-li A1, Ao libovolnd redina cisla, ktera
nejsou resenim soustavy A\a; + Xob; = 0; 1 =1,2,3.

124



PRIKLAD 16.2. Rovina je urcena bodem M = [2,—1,3] a prisecnici rovin o
rovnicich 6x + 2y — 2z — 3 =10, 3z + 4y — 22 — 2 = 0. Napiste jeji rovnici.

PRIKLAD 16.3 (Svazek tii nadrovin). Rozhodnéte, zda roviny L1, Lo, L3 ndlezi
téemuz svazku:

a)ly: 20 4+3y—2+1=0, Ly: v+y+22—-3=0, L3g: x—2y+2+5=0.

b)L1: v—2y+52—1=0, Ly: —3x+6y—152+5=0, L3: 2x—4y+10z+9 = 0.

Poznamka. Uvazujme matice koeficienti

ay as az ao ay az as
My =1 by by by by |, My = 1| by by b3
1 C C3 C1 Cy C3

a jejich hodnosti oznac¢me takto
h(My) = H, h(Ms) = h.
Potom mtizeme pomoci téchto hodnosti urc¢it druh svazku, ktery tvori uvazované
roviny:
i) jestlize H = h = 2, potom se jedna o svazek rovin prvého druhu,

ii) jestlize H =2, h =1, potom se jedna o svazek rovin druhého druhu.

16.2 Svazky primek v A,

Analogicky svazktim rovin uvazujeme i svazky primek. Svazku pfimek prvniho druhu
(zkracené hovorime o svazku pfimek) odpovidd mnozina vSech pfimek, které maji
spoleény jeden bod (tzv. stfed svazku). Svazku pfimek druhého druhu (zkracené
hovofime o osnové piimek) pak odpovidd mnozina vSech navzijem rovnobéznych
primek.
PRIKLAD 16.4. Rozhodnéte, zda primky a, b, ¢ patii do téhoZ svazku:

a: 2x4+y+2=0, b: 52 —3y+27=0, c: z—6y+27=0.

Poznamka. K feSeni piikladu [[6.4 muZzeme vyuzit i determinant matice M.

PRIKLAD 16.5. Svazek primek je urcen primkami a : = +2y —5 = 0, b :
3r — 2y + 1 =0. Urcete rovnict primky svazku, ktera

a) prochdzi bodem A = [2, —1],

b) je rovnobézna s primkoup: y—1=0.
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16.3 Trs rovin

K definici trsu rovin nas dovede hledani odpovédi na otazku: ,,co tvori roviny, které
nenalezi témuz svazku?“

o

Z )

anNpnNy=A,_3 Venvinvr =V,

Trs rovin 1. druhu Trs rovin 2. druhu

Véta 30 (Vzajemna poloha tii rovin). TFi roviny «, 3, v afinniho bodového prostoru
As, ktere nendlezi témuz svazku rovin prvého nebo druhéeho druhu, maji praveé jednu
z techto vzajemnych poloh:

1) jejich prinikem je bod (tj. bodovy podprostor Ay),

2) pranik rovin je prazdny, pritom prinikem jejich zamérent je vektorovy podprostor
Vi (tj. smer).

Definice 30 (Trs rovin). MnoZinu vsech rovin v As, jejichZ prinikem je bod, na-
zyvame trs rovin prvého druhu. MnoZinu vsech rovin, jejichz zaméreni obsahuji
spolecny podprostor Vi (tj. smer) prostoru Vi, nazveme trs rovin druhého druhu.

Poznamka. V kazdém trsu 1. druhu existuje nekoneéné mnoho svazkt rovin 1.
druhu a v kazdém trsu rovin 2. druhu existuje nekone¢né mnoho svazkl rovin 2.
druhu i nekone¢né mnoho svazki 1. druhu.

Poznamka. Analogicky rovindm v A3 mtzeme uvazovat i o trsech primek v prostoru
Asy. Ukéaze se, ze trs primek prvého v A, neexistuje. Trs primek druhého druhu je
pak tvoren vSemi pfimkami v roviné. Pro¢ to tak je, bude ziejmé z definice trsu
nadrovin v A,,.

Opét nas zajima, jak se da vyjadrit rovnice libovolné roviny nalezejici danému trsu
pomoci rovnic jeho ,urcujicich rovin®.

Véta 31 (Rovnice trsu 1. druhu). Necht prinikem rovin Ly, Lo, Lg je bod. Potom
rovnice

)\1L1 + )\2[/2 + )\3L3 =0
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je rovnict trsu rovin prvého druhu, jsou-li A1, Ao, A3 libovolnd redlnd cisla, z nichZ
aspon jedno je nenulove.

Véta 32 (Rovnice trsu 2. druhu). Necht prinik rovin Ly, Lo, L3 je prdzdng a pri-
nikem jejich zaméreni je vektorovy prostor dimenze 1. Potom

)\1L1 + )\2[/2 + )\3L3 =0

je rovnict trsu rovin druhého druhu, jsou-li A\, Ao, A3 redalnd cisla, kterd nejsou
resenim soustavy A\ia; + Aa2b; + A3c; = 0; 1 =1,2, 3.

16.4 Svazek nadrovin

Definice 31 (Svazek nadrovin). MnoZinu vsSech nadrovin z A,, jejichZ prinikem
je afinni bodovy podprostor dimenze n — 2, nazveme svazkem nadrovin prvého
druhu. Mnozinu vsech navzdajem rovnobéznych nadrovin nazveme svazkem nadro-
vin druhého druhu (osnovou nadrovin).

Véta 33 (Rovnice svazku nadrovin 1. druhu). Jsou-li
n n
Ly = E a;,x; +ay =0, Lo= E bixi +by =0
i=1 =1
rovnice ruznobéznych nadrovin v A, v téZe soustavé souradnée, pak rovnice
)\1L1 + )\2L2 =0
je rovnict svazku nadrovin prvého druhu, jsou-li A1, \o ltbovolna redlna cisla, z nichz

aspon jedno je rizné od nuly.

Véta 34 (Rovnice svazku nadrovin 2. druhu). Jsou-li
n n
Ly = E a;,x; +ay =0, Lo= E bixi +by =0
i=1 i=1
rovnice rovnobéznych nadrovin v A, v téZe soustavé souradné, pak rovnice

)\1L1 + )\2L2 =0

je rovnict svazku nadrovin druhého druhu, jsou-lt A1, \o libovolna redina cisla, ktera
nejsou resenim soustavy A\ia; + Xob; = 0; 1 =1,2,...,n.
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16.5 Trs nadrovin

K definici trsu nadrovin nas dovede hledani odpovédi na otazku: ,,co tvori nadrovin
) )
které nenéalezi témuz svazku?*

o

7 ;

a0y =Ans VenveNyY =V, ,

Trs (nad)rovin 1. druhu Trs (nad)rovin 2. druhu
Véta 35 (Vzajemna poloha t¥i nadrovin). 17 nadroviny «, 8, v afinniho bodového
prostoru A, které nendlezi témuz svazku nadrovin prvého nebo druhého druhu, maji
prave jednu z téchto vzajemniych poloh:

1) jejich prinikem je bodovy podprostor A, _s,

2) prunik nadrovin je prdazdny, pritom prunikem jejich zaméteni je vektorovy pod-
prostor V,_s.

Definice 32 (Trs nadrovin). MnoZinu vsech nadrovin v A, jejichZ priunikem je
afinni bodovy podprostor dimenze n — 3, nazgyvdme trs nadrovin prvého druhu.
Mnozinu vsech nadrovin, jejichZ zamereni obsahuje podprostor V,_o prostoru A,,
nazveme trs nadrovin druhého druhu.

PRIKLAD 16.6 (Primik tif nadrovin). Vymyslete, jak z hodnosti matic My, My
prislusejicich trem nadrovinam Ly, Lo, L3 pozndme, zda tyto nadroviny ndleZeji
néjakému svazku nebo zda tvori trs, a potom jaky?

16.5.1 Rovnice trsu nadrovin

Véta 36 (Rovnice trsu 1. druhu). Necht prinikem nadrovin Ly, Lo, L3 je bodovy
podprostor dimenze n — 3. Pak rovnice

MLy + AgLy + A3Lz =0

je rovnict trsu nadrovin prvého druhu, jsou-li A\, Ao, A3 libovolna redlnd cisla, z
nichZ aspon jedno je nenulove.
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Véta 37 (Rovnice trsu 2. druhu). Necht prinik nadrovin Ly, Lo, Ls je prdzdny a
prunik jejich zamerent je vektorovy prostor dimenze n — 2. Potom

MLy + AgLy + A3L3z =0

je rovnict trsu nadrovin druhého druhu, jsou-li A1, Ao, A3 redlnd cisla, kterd nejsou
resenim soustavy A\a; + Aab; + A3c; =050 =1,2,...,n.

PRIKLAD 16.7 (Trs ¢tyf nadrovin). Vyslovte kritérium pro urceni, zda ctyri
nadroviny Ly, Lo, L3, Ly nalezi témuz trsu nadrovin.

Poznamka. Uvazujme opét matice koeficientii

a a2 ... Qpn Qo ap as ... Qp
My=1|b b ... by by |, My= | by by ... b,
Ci C ... Cp (O Ci Cp ... Cp

a jejich hodnosti ozna¢me takto
h(Mp) =1, h(Ms) = h.

Potom mtizeme pomoci téchto hodnosti urc¢it druh trsu, ktery tvofi uvazované
nadroviny:
i) jestlize h' = h = 3, potom nadroviny vytvaii trs prvého druhu,

ii) jestlize h' = 3, h = 2, potom nadroviny tvoii trs druhého druhu.

129



17 Vzajemna poloha afinnich bodovych podprostoru

PRIKLAD 17.1. Vysetiete vzdjemnou polohu primek p = [A; 4], ¢ = [B; 1] :
Cl) A= [17273]7 U= (17 _372)7 B = [0757 1]7 U= (_2767 _4)
b) A= [17 _374]7 U= (2727 _1)7 B = [3707 _1]7 U= (Oa 173)

a) p,q jsou totozné b) p, ¢ jsou mimobé&zné

Obréazek 42: Vzajemna poloha piimek p = [A; 4], ¢ = [B; ]

ad a)

(%i1) A:matrix([1],[2],[3]1)$ u:matrix([1],[-3]1,[2]1)%
B:matrix([0], [56],[1]1)$ v:matrix([-2],[6],[-41)$

(%i5) M:addcol(u,-v,B-A);
1 2 -1
(%05) -3 —6 3

2 4 =2
(%16) triangularize(M);

12 -1
(%06) [0 0 o0
00 0

Primky p, ¢ jsou totozné.
ad b)

(%i1) A:matrix([1],[-3],[4]1)$ u:matrix([2],[2],[-11)8%
B:matrix([3],[0],[-1]1)$ v:matrix([0],[1],[3]1)$

(%i5) M:addcol(u,-v,B-A);

2 0 2
(%05) 2 -1 3
-1 -3 -5

(%i6) triangularize(M);

2 0 2
(%06) [0 —2 2
0 0 14

Ptimky p, ¢ jsou mimobézné.
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PRIKLAD 17.2. Urcete vzdjemnou polohu primky p = [A; i) a roviny p = [B;
a) A= [1727 1]9 U= (19 1:2): B = [2: 1, _2]: U= (092: _1)7 W= (37 _1:2)-
b) A=[1,0,0], @=(7,7,1), B=1[0,1,3], 7= (1,3,1), @ = (2, 1, —1).

\

\

a) p, p jsou ruznobézné b) p, p jsou rovnobézné

Obrazek 43: Vzajemna poloha piimky p = [A; ] a roviny p = [B; U, W]

ad a)

(%i1) A:matrix([1],[2],[11)$ u:matrix([1],[1],[2])$
B:matrix([2],[1],[-2]1)$ v:matrix([0],[2],[-11)$
w:matrix([3],[-1]1,[2]1)$

(%i6) M:addcol(u,-v,-w,B-A);

1 0 -3 1
(%06) |1 —2 1 -1
2 1 -2 -3

(%i7) triangularize(M);

1 0 -3 1
(%07) |0 —2 4 —2
0 0 —12 12

Piimka p a rovina p jsou riznobézné se spoleénym bodem @ = [—1,0, —3].
ad b)

(%i1) A:matrix([1],[0]1,[0]1)$ u:matrix([7],[7]1,[1]1)$
B:matrix([0],[1],[3]1)$ v:matrix([1],[3],[11)$
w:matrix([2],[-1],[-11)$

(%i6) M:addcol(u,-v,-w,B-A);

7 -1 -2 -1
(%06) [7 -3 1 1
1 -1 1 3

(%i7) triangularize(M);

7 -1 -2 -1
(%07) |0 —14 21 14
0 0 0 -32

Ptimka p a rovina p jsou rovnobézné.
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Definice 33 (Vzajemné polohy afinnich bodovych podprostori). Dva afinni bodové
podprostory Ay = [A; V3], A = [A; Vi] afinniho bodového prostoru A, se nazgvaji:

a) rovnobé&zné, jestlize V;, CC Vi nebo Vi, CC V},, znacime Ap||Ay,
b) incidentni, jestlize A, CC Ay nebo Ap CC Ay,
¢) raznobézné, jestlize A, N Ar # 0 a zdroven Aj, Ay nejsou incidentni,

d) mimobézné, jestlize Aj,, A nejsou ani rovnobézné, ani ruznobézné.

17.1 Rovnobézné afinni bodové podprostory

Rovnobézné afinni bodové podprostory A, Aj znac¢ime
Ap|| Ak

Dva afinni bodové podprostory jsou rovnobézné, jestlize zamétreni jednoho z nich je
souc¢asti (podprostorem) zaméreni druhého z nich. Napfiklad dvé rovnobézné primky
maji spole¢ny smérovy vektor, dvé rovnobézné roviny maji spolecné zaméreni a nebo
smérovy vektor primky rovnobézné s rovinou patii do zameéreni této roviny.

U rovnobéznych podprostoru Ay||Ax rozliSujeme, zda je jejich prunik préazdna ¢i
neprazdna mnozina:

1) h=k
Ay NA, =0 nebo A, = A /
TOTOZNE
2) h<k
R ST
Ay NA, =0 nebo A, CC Ay -
E INCIDENTNT

Nasim cilem je formulovat obecny postup (algoritmus) uréeni rovnobéznych pod-
prostori (viz véta B8). Pti identifikaci toho, zda maji dva rovnobézné podprostory

B—-A¢V; B—AeV,
Obréazek 44: Ap||Ay jsou incidentni < B — A€V,
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Ap = [A, V3], Ay, = [B, Vi] prazdny ¢i neprazdny prunik, tj. pfi rozliSeni mezi nein-
cidentnimi a incidentnimi rovnobéznymi podprostory, hraje vyznamnou roli vektor
B — A. Z Obr. 44 je patrné, ze dva rovnobézné podprostory A;||Ax, kde h < k, jsou
incidentni pravé tehdy, kdyz B — A € V.

Poznamka. Maji-li incidentni podprostory stejnou dimenzi, nazyvame je totozné
nebo splyvajici podprostory.

Véta 38 (Rovnobéznost a incidence). Dva afinni bodové podprostory, dané para-
metricky rovnicems

h k
Ay X =A+) til;, A Y=B+)> ni, h<k
i=1 j=1
jsou rovnobézné, pravé kdyz vektory u; ndlezi do podprostoru [y, Us, ..., Uk| , 1.
U; € [0y, Vo, .., U, i =1,2,..., h.
Jsou incidentni, jestlize soucasné do tohoto podprostoru patri i vektor B — A, tj.

B — A€ [, T, ... 5.

PRIKLAD 17.3. Vysetiete vzdjemnou polohu primky p a roviny p

a) p: x;=1—1t p: x1=2+1r+3s
r9 =1+ 3t To=3+2r+s
Ty = —2, rg=1—1—2s,
b) p: xy=1-—t p: r1=3+1r+3s
r9 =4+ 3t To=3+2r+s
r3 = —3 — 4t, T3 = —r — 28.

PRIKLAD 17.4. Rozhodnéte o vzdjemné poloze rovin p: x+y+22—7=0, o:
r+y+22—5=0.

V ptipadé dvou rovin (obecné nadrovin) snadno rozhodneme o jejich rovnobéznosti,
pfipadné totoZnosti, porovnanim jejich obecnych (neparametrickych) rovnic:

/

a1r1 + asry + ... +anxy +ag =0
kaixy + kasxzo + ... + kapx, + kag =0

ai1x1 + asxo + ... + apxy +ag =0
kayx1 + kasxo + ... + kayx, +bg =0
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17.2 Spojeni podprostori

Dtilezitou roli v dal$im rozboru vzajemnych poloh afinnich bodovych podprostort
bude hrat pojem spojent podprostori, ktery budeme pouzivat v souvislosti s vekto-
rovymi i bodovymi podprostory. Zjednodusené miizeme Fici, ze spojenim dvou pod-
prostort rozumime ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje tyto dva podprostory.

Naptiklad spojenim dvou vektorovych podprostorta U = [u], V = [¢] je vektorovy
podprostor W = [u, v]. Zna¢ime

w=U\/V.

Spojenim dvou bodovych podprostorat P = [A, a],Q = [B,g] je potom afinni

bodovy podprostor R = [A,d, b, B — A]. Zna¢ime

R=Pr\/Q.
Definice 34 (Spojeni dvou vektorovych podprostorii). Spojenim dvou vektorovijch
podprostori Vj, = [y, Uz, ..., U], Vi = [Uh, Vs, ..., U] vektorového prostoru V,, rozu-

mime jeho podprostor Vy, CC V., pro ktery plati

‘/; = [ul,u2,...,uh,vl,vz,...,vk].

Zapisujeme

m:%Vw

Véta 39 (O dimenzi spojeni a priniku.). Necht V},, Vi, jsou podprostory vektorového
prostoru V,,. Potom:

dim (V, \/ Vi) + dim (V;, N Vi) = dim V;, + dim V.

Poznamka. Pii zkoumani vzajemnych poloh bodovych podprostori vyse uvedeny

vevs

s+p=h+Ek,
kde h = dim V}, k = dim Vy, p =dim (V, N'V}) a s = dim (V}, \/ Vi).

PRIKLAD 17.5. Urcete dimenzi podprostoru Wi N Wy CC R*, jestlize
Wy =1[(1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(—1,2,1,-2)], Wy = [(—3,0,2,0)].

Definice 35 (Spojeni bodovych podprostori). Spojenim dvou afinnich bodovijch

podprostori Ay, = [A, Uy, Uy, ..., Uy Ay = [B, 01,0, ..,0 prostoru A, rozumime
takovy jeho podprostor A,, pro ktery plati
Ag - [A; Vg] )

kde V, = [, Ua, ..., Up, Uy, Uy, ..., U, B — A] . Zapisujeme

Ay = Ay \/ A
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PRIKLAD 17.6. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim dvou mi-
mobéznych primek.

PRIKLAD 17.7. Urcete, jaky podprostor prostoru As vznikne spojenim roviny A,
a primky Ay s ni rovnobezZne.

Poznamka. Z definice 33 vyplyva, jaky je vztah mezi dimenzi g spojeni dvou afin-
nich bodovych podprostorti a dimenzi s spojeni jejich zaméreni:

ANAy=0=g=s+1 (B-AgV))
AnNAL#0 = g=s (B—AeV)

0],

PRTKLAD 17.8. Urcete dimenzi spojent rovin [A t, } , [B; v, 0] ,
(—2 10u

A=[3,2
—(2,-1,3,1), 7= (0,—1,3,-2), B = [4,2,0,0], 7 (2,20)@:

17.3 Ruznobézné a mimobéZiné podprostory

Rtznobézné prostory

Je ziejmé, 7e B — A ¢ V., B— A ¢V}, ale v obou pfipadech plati:
B—AecV,\/ Vi

Mimobézné prostory

Je ziejmé, Ze tentokrat plati: B— A& V,, B— A & V), a zaroven:
B—AgV,\/ Vi
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Véta 40 (Prinik afinnich bodovych podprostort). Dva afinni bodové podprostory
Ap = [A;Vh], Ax = [B; Vi] prostoru A,, magi spolecny aspon jeden bod, pravé kdyz
pro vektor B — A plati:

B—-—AeV,,

kde V, =V, \V V.

PRIKLAD 17.9. Urcete soutadnice priseciku primky p s rovinou p
p=[Aa; A=1[1,2,1], v = (1,1,2);
p=[B;v,w]; B=[2,1,-2], v=(0,2,-1), W = (3,—1,2).
{[_1?0? _3]}

PRIKLAD 17.10. V afinnim prostoru A, urcete vzdjemnou polohu roviny p =
[A;UMUQ] a nadmfuz’ny A3 - [B;UbU?aU?)] P A= [3737 _173]7 1_1:1 - (07 17 17 1)7 62 =
(1,-2,-1,0), B=[1,4,-6,2], v1 = (1,—1,0,1), vp = (0,0,2,—1), 5 = (1,0, 3, 1).

17.4 Klasifikace vzajemnych poloh dvou bodovych podpro-
stori

Budeme zkoumat, jaké vzadjemné polohy mohou zaujmout dva dané bodové pod-
prostory Ay, Ay afinniho bodového prostoru A,. Naptiklad, jaké vzajemné polohy
mohou mit dvé roviny v prostoru A4. Najdeme odpovéd i na otdzku, zda mohou byt
v néjakém prostoru dvé roviny mimobézné.

PouzZijeme toto znaceni:
A=A Ve, Ar=1[BVi], h<k<n,

Vo=V \/ Ve, V,=Vin Vi, Ag=A4;\/ Ap

Pouzijeme tyto vztahy:

h+k=s+p, n>gq, g = s nebo g =5+ 1.

Zajima nas vztah mezi n a k

Poznamka. Dulezitou roli pii klasifikaci vzajemnych poloh bodovych podprostoru

hraje roli dimenze p priniku jejich zaméreni, kterd poukazuje na spolecné sméry

téchto zaméfeni. Hodnoty p mohou byt v rozsahu od 0 do h (pokud h < k).
Jakych hodnot nabyva dimenze r priniku bodovych podprostort?

A, = A, N AL
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Dimenze pruniku bodovych podprostort r nemusi byt vzdy stejna jako dimenze
pruniku jejich zaméreni p.

Pokud jsou bodové podprostory A, A incidentni, tj. A, CC Ai (nebo naopak
A, CC Ap), nebo jsou Ay, Ai riznobézné, potom je dimenze jejich priniku A, N Ay
stejna jako dimenze priniku jejich zameéreni Vi, NV, tj. r = p.

L 7 Ve

p— :1 p— pu—
r=p r—p=0 A =0, p=1

PRIKLAD 17.11. Urcete vsechny moznosti vzdjemné polohy pirimky a roviny

Reseni: viz [1) PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich ttvari,
http:/ /www.pt.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy / Analyticka.pdf, str. 45.

PRIKLAD 17.12. Urcete vsechny moznosti vzdjemné polohy dvou rovin Ay, Ay;
h=Fk=2.

Reseni: viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich dtvari,
http: / /www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m /knihy / Analyticka.pdf, str. 46.
17.5 Dalsi priklady na vzajemné polohy afinnich bodovych podprostort

PRIKLAD 17.13. V afinnim prostoru A, urcete vzdjemnou polohu rovin p =
[Ast,d], o = [Byo,w] « A = [4,2,2,2], £ = (1,0,0,-1), @ = (1,0,3,2), B =
[—2,-2,2,0], v = (—1,0,5,0), W = (2,2,1,0).
PRIKLAD 17.14. Urcete vzdjemnou polohu primky p a roviny p v As :

p: x=244 y=—-1+t z2=2—-1 t € R,

p: 4dr+y—2+13=0.

PRIKLAD 17.15. Rozhodnéte, jakou vzdjemnou polohu maji roviny p, o v As :
p: 2x+>5y—624+4=0, o: 3y+32—6=0.

PRIKLAD 17.16. Napiste parametrické rovnice primky p, kterd je prisecnici rovin
p: ox+y+2:—-—29=0,0: 3z—y+2—-—10=0.

PRIKLAD 17.17. V A4 urcete podprostor uréeny nadrovinami:

r1—2r9+ 23+ 24 —1=0,
2x1+x3 — 14 +5=0,

To— 23+ x4 —2=0.
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18 Pricky mimobéZnych podprostoru
Prickou mimobézZnych podprostori Ay, Ay prostoru A, rozumime piimku p, ktera je
s kazdym z podprostort Ay, Aj riznobézna, tj. ma s kazdym z nich spole¢ny bod.

PRIKLAD 18.1. Urcete pricku mimobézek [A; ], [B; ] prochdzejici bodem M.
Urcete pruseciky pricky p s danymi mimobezZkami,

A=1[3-14],u=(1,-1,2), B=[-1,2,-2], 7= (2,0,1), M =[1,3, —2].

Reseni: K feseni tilohy mtizeme piistoupit dvéma zptisoby:

N X-M=kY-M); Xel[Au,Y €[B;],

2) B+1t7 = M +rii + s(M — A)

SMEr w;
A=[-1,1,-5],u=(1,1,2), B=[1,-2,3], v = (1,3,—1), W = (1, -2, 3).
Resent:

Y - X=Fkw

B+rv—A—tu=kd
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19 Eukleidovsky bodovy prostor

Eukleidovskym bodovym prostorem rozumime afinni bodovy prostor, na jehoz za-
meéteni je definovan skaldarni soucin. Vime, ze pomoci skaldrniho soucinu jsou defino-
vany pojmy norma vektoru a odchylka vektori. Ty nyni vyuzijeme k zavedeni pojmi
vzdalenost bodu, vzdalenost podprostori, odchylka podprostoru. Vektorovy a vnéjsi
sou¢in potom jiz zndmym zpisobem (viz str. R7HIH) vyuzijeme k vypoctu obsahi a
objemt a zavedeme si novy pojem objem simplezu.

19.1 Vzdalenost dvou bodu

Definice 36 (Vzdalenost bodt). Vzddlenost dvou bodi A, B v eukleidovském bodo-
vém prostoru E, je rovna normé jimi urceného vektoru B — A. Zapisujeme

IAB| = |B — A = /(B — A).

Vzdalenost bodt v E, méa néasledujici vlastnosti:

1) |AB| = |BA|

2) |AB| > 0, |AB| = 0 pravé kdyz A = B,

3) |AB| + |BC| > |AC| (Trojtahelnikova nerovnost),
kde A, B,C € E,,.

Z vyhodnosti ortonormalni baze pro vypocet skalarniho souc¢inu zminéné na str.
vyplyva jeji vyhodnost i pro vypocet vzdalenosti dvou bodt. V eukleidovském pro-
storu tak vzdalenost dvou bodu A = [ay,as, ..., a,], B = [by, b, ..., b,], jejichZ sou-
fadnice jsou dany vzhledem ke kartézské soustavé souradnic (viz Def. 28], str. [104),
pocitame dle vztahu

‘AB‘ = \/(al — b1)2 -+ (CL2 — 52)2 + ...+ (CLn — bn)Q,

bez ohledu na definici pouzitého skalarniho soucinu.

19.2 Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost |Ap| bodu A od ro-
viny p je rovna vzdalenosti bodu
A od jeho kolmého prumétu A’ do
roviny p, tj.

Ap] = |AA]|
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Pro vzdalenost bodu A od roviny p, urc¢ené bodem () a norméalovym vektorem 7z,
potom plati:
(A - Q) -7

7]
PRIKLAD 19.1. Urcete vzddlenost bodu A = [3,6, 1] od roviny x+10y+7z—78 =
0.

Poznamka. Pravou stranu vztahu (I30) pro |Ap| mizeme interpretovat jako veli-
kost kolmého primeétu vektoru A — () do sméru vektoru 7.

|Ap| =

(130)

Stejny vztah jako (I30) plati i pro vzdalenost bodu A od nadroviny F, ; uréené
bodem () a normalovym vektorem 7 :

(A—@Q)-7

7]

|AE, | = (131)

Obecna rovnice roviny v E3/nadroviny v E,

Vztah (I30) nds muze inspirovat k odvozeni dalsiho zptsobu zapisu a vypoctu
obecné (neparametrické) rovnice roviny (nadroviny). Stac¢i, kdyz si uvédomime, ze
praveé jenom pro body X roviny p plati, Ze jejich vzdalenost od této roviny je rovna

nule, tj. X—0).7
J— -n

| Xp| = ( = 0.

7]
Potom obecnou (neparametrickou) rovnici roviny v E3 miZzeme zapsat vztahem

(X—Q)-7i=0, (132)
kde @ je bod roviny, 7 je normalovy vektor roviny a X = [z1, 2, 23] je obecny bod
roviny.
PRIKLAD 19.2. Napiste rovnici roviny, kterd je urcend body A = [1,-2,3], B =
[—4,5,6], C =17,8,—9].
Reseni: Definujeme vektory @ = B — A = (=5,7,3),7 = C — A = (6,10, —12)
a vypocitame normalovy vektor 77 dané roviny jako jejich vektorovy soucin 7 =
u x v = (5b7,21,46). Potom obecnou rovnici roviny ABC zapiseme dle (I32) ve
tvaru

([x,y, 2] —[1,-2,3])- (57,21,46) = 0,

odkud po upravé levé strany dostaneme rovnici v algebraickém tvaru

o7Tx + 21y + 462 — 153 = 0.

Poznamka. Dame-li dohromady vztahy (I30) a (I32), dostaneme nasledujici vzo-
recek pro vypocet vzdalenosti bodu A = [ay, as, ag] od roviny p : ax+by+cz+d = 0,
dobre znamy ze stredni skoly:

laa; + bas + cag + d|

vaz 4+ b2 + 2
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Stejnym vztahem jako (I32) zapiSeme i obecnou (neparametrickou) rovnici nadro-
viny, kde @ je potom bod nadroviny, 77 je vektor kolmy na nadrovinu (7 € V.- ;) a
X = [x1, 29, ..., ) je obecny bod nadroviny.

19.3 Vzdalenost bodu od podprostoru

Vzdalenost bodu A od bodového podprostoru E} je rovna vzdalenosti bodu A od
jeho kolmého prumétu A’ do tohoto podprostoru.

PRIKLAD 19.3. V eukleidovském prostoru Es urcete vzddlenost bodu A = [7,9,7]
od primkyp:x=2+4+4t,y=1+3t,2=2t;t € R.

Reseni: Viz Obr. @5 Pata kolmice spusténé z bodu A na piimku p, bod A’ =

Obrazek 45: Jaka je vzdalenost bodu A od pfimky p?

[a}, dfy, af], ndlezi pfimce p, proto musi existovat hodnota parametru ¢t € R takova,
ze pro jeji soutadnice plati vztahy a) = 2 + 4t,al, = 1 + 3t, a = 2t. Zaroven musi
byt vektor A" — A kolmy k smérovému vektoru @ = (4, 3,2) primky p, tj. musi byt
splnéna rovnice

(A — A). 7 =0.
Po dosazeni za A’ dostaneme
(2+4¢,1+3,2t) — (7,9,7)) - (4,3,2) = 0,

tj.
(=5 +4t, —8 + 3t, =7+ 2t) - (4,3,2) = 0.

Odtud po vypoctu skaldrniho soucinu a zjednoduseni dostavame lineadrni rovnici
29t — 58 = 0,

141



jejimz FeSenim je t = 2. Bod A’ ma potom soufadnice A" = [10, 7, 4] a jeho vzdélenost
od A je rovna

AA| = T+ (2P + (3) = V2.
To je také udaj o vzdalenosti bodu A od primky p.

Poznamka. Pro feSeni prikladu 19.3 miuZeme pouzit také nésledujici vzorec pro
vypocet vzdalenosti bodu A od primky p: X = Q + tu;t € R v prostoru Ej :

Q-4 xal

[l

|Ap| =

(134)

Pokuste se tento vzorec odvodit.

PRIKLAD 19.4. V eukleidovském prostoru Ey je ddn bod B = [7,6,11,0] a rovina
w:X =M+ku+1v, kde M =[1,1,1,1], « = (3,2,1,2), v = (1,0, 3,0). Napiste
vektorovou rovnici kolmice spusténé z bodu B na rovinu w a urcete jeji prusecik B’
s rovinou w. Urcete vzddlenost bodu B od roviny w.

19.4 Vzdalenost dvou mimobézek v F;

PRIKLAD 19.5. Urcete vzddlenost dvou mimobéZekp, q v Es:p: X = A+ti, A =
[—2,-3,2],u=(4,2,-1),p: X =B+1t/,B=[1,6,2],7=(0,1,—-1).

Resend: Viz Obr. @8l Vzdélenost v = |pq| dvou mimobéZek p, ¢ je rovna délce jejich
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Vzdalenost v tak spocitame jako velikost kolmého primétu vektoru ﬁ (pripadné
usecky AB) do sméru vektoru @ X v':

(A= B) - (4 x 0)|
i x U '

gl = (135)

1(3,9,0) - (—1,4,4)| V33,

Pro zadané udaje tak dostavame hodnotu |pg| = \/( P+ =
—1)*+4° +

19.5 Vzdalenost dvou podprostort v F,

Pro kazdé dva podprostory E,., E, eukleidovského prostoru E,,, které nemaji spole¢ny
bod urcité existuji body A" € E,. a A” € F, takové, ze piimka A’ A” je kolméa k obéma
podprostorim. Vzddlenosti podprostori E,, Es potom rozumime vzdalenosti téchto

bodu A’, A”.

PRIKLAD 19.6. V eukleidovském prostoru E, urcete vzddlenost rovin w, p :
w: X =[3,5,-2,-3] 4+ k(2,0,—1,—1) + 1(0,4,—2,-3), p : X = [1,5,—6,8] +
k(2,1,2,0) 4+ 1(0,—1,1,1).

Poznamka. Resime stejné jako priklad 193
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19.6 Vzdalenost dvou rovnobézZnych rovin

PRIKLAD 19.7. Urcete vzddlenost dvou rovnobéingjch rovin p : 2x+3y—62+14 =
0,0:2x+ 3y —62—35=0.

Reseni: Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin je rovna vzdéalenosti libovolného bodu
jedné z nich, uvazujme naptiklad bod K = [k1, ko, k3] € p, od té druhé z nich, tj.
v nasem pripadé od o. Uvazujme nejprve obecné rovnice prislusnych rovin v obecném
tvaru p:ax +by+cz+d=0,0:axr+by+cz+e=0 (Jsou-li roviny rovnobézné,
koeficienty u prvnich tii ¢lenti obou rovnic se shoduji, nebo se lisi o nasobek néjakym
nenulovym cislem k. V takovém pripadé staci prislusnou rovnici timto k vydélit a
bude platit prvni varianta, Ze koeficienty u prvnich tii ¢lent se shoduji.). Podle

vztahu (I33) plati
]akl + bky + cks + €|

Va2 + b + 2
Protoze bod K nalezi roviné p, musi jeho souradnice spliiovat rovnici této roviny, t;j.
plati aky + bko 4 cks + d = 0. Odtud vyjadiime ak; + bky 4 cks = —d a dosadime do
(I3d]), dostaneme vztah pro vypocet vzdalenosti |po| dvou rovnobéznych rovin p, o,
danych obecnymi rovnicemi p : ax + by +cz+d=0,0 :ax + by +cz+e =0
|d — e
po| = =
va*+ b +c

Pokud je va? + b? + ¢ = 1, uvedeny vztah se zjednodusi na pékny tvar:

|Ko| = (136)

|po| = [d —e].

Poznamka. Vzdalenost dvou rovnobézZnych podprostori prostoru E,,. Jsou-li E,., E,
dva rovnobézné podprostory v E,, a plati-li » > s, pak je vzdalenost obou rovno-
béznych podprostori rovna vzdalenosti libovolného bodu X € E; od podprostoru
E,.. Jako priklad mtizeme uvazovat vzdalenost primky rovnobézné s rovinou od této
roviny.
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20 Odchylka podprostoru

20.1 Odchylka dvou primek

Pro urceni odchylky dvou primek vyuzivame odchylku jejich smérovych vektori.
Jiz vime, ze hodnoty téchto dvou odchylek se mohou lisit (v tom ptipadé je jejich
souc¢tem 180°). Pro jejich vypocty pouzivame nasledujici vztahy.

Odchylka dvou vektoru u, v

I~}
<y

cos =

£y
=l

Odchylka dvou pfimek (rtiznobézek, mimobézek) se smérovymi vektory

- =

u, v

=
=L

Cos =

<L

PRIKLAD 20.1. Urcete odchylku dvou pirimek p,q : p : X = A+tid; A =
1,3, -1, u=(1,1,2),q: X =B+sv; B=[1,1,0],9=(3,-2,1).

=

20.2 Odchylka primky od roviny v Ej

Odchylkou primky p od roviny p rozumime odchylku ¢ primky p od jejiho kolmého
primétu p’ do roviny p. Uhel ¢ pfedstavuje odchylku piimky p od sméru normély

s
roviny p. Potom plati o = 5 1 a tak ze vztahu pro vypocet odchylky primky p a

normaly roviny p

T | - 1]
cos 1) = cos (5 —p) = ]
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ziskame vztah pro vypocet odchylky primky a roviny

9

N
St

sin p =

i~}
=

kde u je smérovy vektor primky p a 77 je normalovy vektor roviny p.

PRIKLAD 20.2. Urcete odchylku primky AB od roviny p : A = [2,3,—1], B =
3,7,4], p: 20 —3y+2+4=0.

20.3 Odchylka dvou rovin v Ej

Odchylkou dvou rovin (nadrovin) v E5 (E,,) rozumime odchylku jejich normalovych
pfimek (ortogonélnich dopliik).

Ccos p = (137)

Uvazujme roviny p = [A;u, V], 0 = [B; W, z]. Potom pro vypocet jejich odchylky ¢
mtizeme modifikovat vzorec (I37) na tvar:

Cos p =

PRIKLAD 20.3. V prostoru E3 urcete odchylku ¢ dangjch podprostori EYy, EY:
By =[A,a,7; A=[1,0,0,d=(1,1,2),7=(3,1,1), B} 12 — 2y +1=0.

PRIKLAD 20.4. V eukleidovském prostoru Es urcete odchylku nadrovin w, p :
w:m1+x2+x3+6x4—|—5x5+320, p:—$2+$3+$4—£€5—7:0.
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21 Objem simplexu

PRIKLAD 21.1. Urcete objem ctyrsténu s vrcholy A = [3,4,0], B = [9,5, —1],
C=[1,7,1], D = [3,2,5)].

Umime spocitat objem odpovidajiciho rovnobéznosténu:
V=|luvd]|=|[B-—A, C—A, D—A]|.

Otazkou je, jak souvisi objem ¢tyfsténu s objemem rovnobéZznosténu? Odpovéd sou-
visi s TeSenim nasledujicitho problému.

PROBLEM: Na jaky nejmensi poéet ¢tyfsténtt téhoZ objemu mtZeme rozfezat
krychli?

Objem ctyrsténu ABCD
1
V(A,B,C,D) = EHB — A, C—A, D—-A].
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Simplex
Sstmplex® = lat. , jednoduchy*

C D
B
/ i
B
A A
B A
Simplex = konvexni obal n + 1 linedrné nezavislych bodi v A,,. Pfitom konvexnim

obalem mnoziny bod® rozumime prinik vSech konvexnich mnozin, které tyto body
obsahuji.

Definice 37 (Objem simplexu). Objemem simplexu, ktery je urcen n + 1 body
Ay, Ag, ..., Apq € By, rozumime cislo:

1
V(Al, Az, ceey ATL-I—l) — E |[A1 - An_|_1, ceny An — An_|_1]| .

Pro vyjadieni objemu simplexu mtzeme pouzit i tento vztah:

an a12 ar, 1
1 a a e ag, 1
V(Ala A27 ceey An-i—l) - E 2! - ?
p+11 Qnt12 pt1n 1
E5 : Obsah trojuhelniku ABC
1 a1 a9 1
V(A,B,C) = 5 by by 1
g ¢ 1
Poznamka. Heroniv vzorec.!
E3: Objem ¢étyrsténu ABCD
ap as ag 1
Ll b by b3 1
V(A7 B7 07 D) B 6 C1 Cy Cg 1
di dy ds 1

Poznamka. Eulerova ¢tyfbodova relace.!

'Pro podrobnéjsi studium tématu této kapitoly doporu¢uji publikaci [1] PECH, P. (2004) Analy-
tickd geometrie linedrnich tvari, Ceské Budéjovice, Jihodeska univerzita v C. B., dostupnou na adrese
http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry/m/knihy / Analyticka.pdf
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