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Tato rovnice mé jediné realné feseni v = 0, v = 0. Rovnici (1.13) vyhovuje
jediny smér dany napi. vektorem u = (0,0,1). Je zfejmé, Ze se jedna o smér
povrchovych pfimek vélcové plochy (1.12).
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Obrazek 1.11: Asymptoticky smér valcové plochy

1.5 Stred, singularni body kvadriky

Pii vySetfovani vzajemné polohy pfimky s a kvadriky (1.10) jsme fesili rovnici

At* 4+ 2Bt +C =0, (1.14)
jejiz koeficient B ma tvar
B = wu(aiim + aian + a13p + a1a) + v(agrm + azan + assp + agq)
—I—w(a31m + azan + azsp + a34). (1.15)

Zvolme bod M = [m,n,p| piimky s : X = M + tu tak, aby byly splnény
rovnice

ajym +apn +aizp+ay = 0
agym + agen +axsp+ay = 0 (1.16)
azim + agan + azzp +azs = 0.

Potom bez ohledu na soufadnice smérového vektoru u piimky s je podle (1.15)
B =0 a rovnice (1.14) ma tvar

A2 +C =0. (1.17)

JestliZe je kofenem této rovnice néjaké redlné ¢islo g, potom je korenem (1.17)
i ¢islo —ty. Tedy na kvadrice lezi pti libovolné volbé vektoru spolecné s bodem
X1 = M + tpu také bod X9 = M — tyu. Bod M je stfedem tsecky nebot

1

1
M==-X, + =Xo.
51T g
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Bod M je stfedem soumérnosti kvadriky. Zavedeme pojem stfedu kvadriky.

Definice: Bod M nazveme stied kvadriky (1.10) jestlize pro libovolny bod X,
kvadriky existuje bod Xo kvadriky tak, Ze bod M je stredem tusecky X1 Xo.

O souradnicich stfedu kvadriky plati nasledujici véta:

Véta: Bod M = [m,n,p| je stredem kvadriky (1.10) prdavé kdyz plati soustava
(1.16).

Dukaz: Je-li splnéna soustava (1.16) potom M je stiedem kvadriky — toto
jsme ukazali. Nyni pfedpokladejme, ze bod M = [m,n, p| je stfedem kvadriky
(1.10). Ukazeme, Ze potom plati (1.16).

Necht X1 = [x1,y1, 21] je libovolny bod kvadriky. Podle definice stfedu existuje
bod Xg = [x9,y2, 20] kvadriky tak, ze M = (X7 + X3)/2, tj. plati

1+ T2 Y1+ Y2 z1 + 22
=l M, B (118)
Body X; a X5 lezi na pifimce s o rovnici
r = m+tu
y = n+tv (1.19)
z = p+itw,
proto plati
ry = m+tiu Tro = m—+tou
y1 = n+tw Yo = N+ tov (1.20)
21 = p+tiw z9 = p-+tow.

Dosazenim rovnic (1.20) do (1.18) dostaneme podminky

htty ottt titt

2 5 5 O

u

Jelikoz w, v a w nemohou byt soucasné rovny nule, plyne odtud
t1 +ty=0. (1.21)

Protoze t; a to jsou kofeny rovnice (1.14), ze vztahu (1.21) plyne B = 0 a
odtud, protoze smér dany ¢isly u, v, w je libovolny, podminky (1.16). 0
Definice: Kvadrika, kterda md jediny stved, se nazyvd stfedova kvadrika.

Kvadrika ma jediny stfed pravé kdyz mé soustava (1.16) jediné feSeni. To
nastane pravé kdyz je determinant

ai; aiz2 ais
A44 = as ag9 ags (122)
azr as2 ass

rizny od nuly. Odtud plyne
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Véta: Kvadrika je stredovd prdaveé kdyz Agy # 0.

Priklad:
Napiste rovnici kvadriky, kterd prochdzi bodem A = [2,0,—1], m4 stfed S =
[0,0, —1] a protina rovinu z = 0 v kuzelosecce

22 —dzy—1=0. (1.23)

24

Obrazek 1.12: Zadani ptrikladu: Plocha je dana bodem, stfedem a prtinikem s
rovinou z = 0.

Reseni: Kvadrika mé rovnici

a11x2+a22y2—|—a3322+2a12:cy+2a13xz+2a23yz+2a14:c+2a24y—|—2a34z+a44 =0.
(1.24)
Oznac¢me
ail a2 a1z a4
K= | %1 @22 a3 a2 (1.25)
a3l a3z agz as4
a41 Q42 Q43 Q44
matici hledané kvadriky. Budeme postupné hledat koeficienty a;;, které se
vyskytuji v matici (1.25).
Soufadnice stfedu S = [0,0, —1] musi podle (1.16) spliiovat soustavu

ai1-0+a2-04+a13-(—1)4+aa = 0
as1 -0+ ags -0+ asg - (—1) +ayy = 0 (1.26)
a31-0+a32-0—|—a33-(—1)+a34 = 0.
Odtud plyne
a13 = a14, A23 = G4, (33 = A34. (1.27)

Prinikem kvadriky (1.24) s rovinou z = 0 je kfivka o rovnici

a11x2 + a22y2 + 2a122y + 2a14% + 2a94Yy + a44 = 0. (1.28)
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Porovnani rovnice (1.28) s rovnici (1.23) dava

all = 1, agy = O, alg = —2, a14 = 0, agq4 = 0, 44 = —1. (1.29)

Dosazenim hodnot (1.29) a podminek (1.27) do (1.25) dostaneme matici hle-
dané kvadriky

1 -2 0 O
-2 0 0 0

K=| 0 0 g am | (1.30)

0 0 ass -1

tj. kvadrika ma tvar

2?2 — dzy + aszz® + 2a33z — 1 = 0. (1.31)

Zbyva urcit hodnotu ags, kterou zjistime dosazenim soutradnic bodu A =
[2,0, —1] kvadriky do rovnice (1.31). Dostaneme as3 = 3.
Hledana kvadrika ma rovnici

22 —dzy + 322 +62—-1=0.

Obrazek 1.13: Reseni piikladu: Plocha dani bodem, stfedem a prinikem s
rovinou z = 0 (Pohled 1).
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Obrazek 1.14: Refeni piikladu: Plocha dan bodem, stiedem a prinikem s
rovinou z = 0 (Pohled 2)

1.5.1 Singularni body

Je dana kvadrika

a11x2+a22y2—I—a3322—|—2a1233y+2a13xz—I—2a23yz+2a1433+2a24y—|—2a34z+a44 =0.

(1.32)
Definice: Bod M = [m,n,p] je singularnim bodem kvadriky (1.32) jestlize
jeho soutadnice vyhovuji soustavée rovnic

aizm + aijgn + a13p + a4

as1m + agen + az3p + a4 =
az1m + agan + azsp + as4
as1m + asan + a43p +ay =

(1.33)

cocoo

7 definice plyne, ze singularni bod kvadriky je zaroven stfedem kvadriky, pro-
toze prvni tii rovnice z (1.33) jsou rovnice (1.16). Ctvrt4 rovnice z (1.33) pak
znamena, ze bod M je bodem kvadriky, nebot

a11m2 + a22n2 + a33p2 + 2@12’/77/0 + 2a13mp + 2&2377,]) + 2a14m + 2@2471 + 2@34]) +
agqy = m(aj1m+ ajan + aizp + a14) + n(agrm + agen + azsp + asq) + plasym +
azan + assp + aza) + ag1m + asen + as3p + asq = 0.

Mtizeme tedy vyslovit vétu:

Veéta: Bod M je singuldrnim bodem kvadriky prdave kdyZ je jejim stredem a
zdroven na kvadrice leZi.

Vedeme-li singuldrnim bodem M piimku s: X = M + tu, potom pro priise-
¢iky primky s a kvadriky (1.32) plati rovnice (1.7), ktera se v tomto pi¥ipadé

redukuje na tvar
At? =0, (1.34)
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nebot B = C' = 0. Z rovnice (1.34) plyne, %e pfimka, prochézejici singularnim
bodem kvadriky mé s kvadrikou spoleény pouze tento singularni bod (je-li
A # 0) nebo celd pfimka na kvadrice lezi (A = 0). Tedy plati véta:

Véta: KazZdd primka prochdzejici singuldrnim bodem kvadriky, leZi bud celd
na kvadrice (v pripadé, Ze jeji smér je asymptoticky) nebo md s kvadrikou spo-
leény pouze tento singuldrni bod (v pripadé, Ze jeji smér neni asymptoticky).
Poznamka:

Prikladem singularniho bodu je napt. vrchol kuzelové plochy.

\

0
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Obréazek 1.15: Vrchol kuzelové plochy jako ptiklad singularniho bodu

1.6 Singularni kvadriky

Oznacme pismenem A determinant

@11 a2 a1z G4

a a a a
T o e (1.35)
a31 az2 az3z 34

(41 Q42 Q43 Q44
matice K kvadriky (1.32). Podle toho, zda A = 0 nebo A # 0 rozdélime
vSechny kvadriky do dvou disjunktnich skupin.

Definice: Kvadrika se nazyvd singularni jestlize A = 0. Jestlize A # 0 po-
tom se kvadrika nazjvd regularni.

Plati nasledujici véta, kterda ndm dava vztah mezi singularni kvadrikou a sin-
gularnimi body.

Véta: Obsahuje-li kvadrika singuldrni bod, pak je to kvadrika singuldrni.

Duikaz: Necht bod M = [m,n,p| je singularnim bodem kvadriky (1.32). To





