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Kvadraticka plocha, jejiz rovnice je
2 2 2
T y z
ﬁ+b_2+c_2:_1’ (23)
se nazyva imagindrni elipsoid. Jedna se o regularni kvadriku, kterd, jak vidime
z rovnice (2.3), neobsahuje zadny realny bod.

2.2 Hyperboloidy

Hyperboloidy patii spoleéné s elipsoidy mezi stfedové regularni kvadriky.
Vlastni ¢isla jsou nenulova a maji, na rozdil od elipsoidil, ruznd znaménka.
Rozlisujeme dva druhy hyperboloidi — jednodilny a dvojdilny. Nejprve se
budeme vénovat jednodilnému hyperboloidu.

2.2.1 Jednodilny hyperboloid

Jednodilng hyperboloid méa rovnici

33‘2 y2 2,2
St =L (2.4)

Kladna ¢isla a, b, ¢ jsou délky os hyperboloidu.

Obrazek 2.7: Jednodilny hyperboloid

Soufadnicova rovina x = 0 protina hyperboloid (2.4) v hyperbole

2 2
y z

jak plyne dosazenim = = 0 do rovnice (2.4). Analogicky, rovina y = 0 protne

hyperboloid v hyperbole

z2 22

=1, (2.6)

a? 2
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Vezmeme-li misto roviny x = 0 rovinu s ni rovnobéznou x = k, kde k je néjaka
realné konstanta, potom pro |k| < a je prinikem roviny x = k a hyperboloidu
(2.4) hyperbola, kterd je podobna hyperbole (2.5). Je-li |k| > a dostaneme
hyperbolu, ktera je podobna hyperbole

SN (2.7)

(2.8)

ktera vyjadiuje dvé riznobézky

y Y
Z4Z2=0, Z
b * c b
Rovina z = a je te¢nou rovinou a bod [a, 0, 0] je jejim bodem dotyku. Obdobné
rovina = —a je te¢nou rovinou hyperbolidu v bodé dotyku [—a, 0, 0].
Analogicky vysledek dostaneme pro rovinu y = k, kterd je rovnobéZna se
soufadnicovou rovinou y = 0.

Tteti souradnicova rovina z = 0 protne hyperboloid v elipse

(172 y2
S+t =1 (2.9)

Tato elipsa se nékdy nazyva hrdlovd elipsa ¢i zkracené hrdlo.

Obréazek 2.8: Hrdlova elipsa (hrdlo)

Roviny z = k, které jsou rovnobézné s rovinou z = 0, protinaji hyperboloid
(2.4) pro libovolné k v elipséch, které jsou podobné elipse (2.9).

Specialnim pfipadem hyperboloidu (2.4) je rotacni jednodilny hyperboloid, pro
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jehoz délky os plati a = b. Takovy hyperboloid vznikne rotaci hyperboly kolem
vedlejsi osy.

Obrazek 2.9: Rotac¢ni jednodilny hyperboloid

Hyperboloid, jehoz rovnice je

R R -
se nazyva rovnoosy rotacni jednodilny hyperboloid. Zde jsme oznacili a =
b = ¢ = r. Jeho Tezy rovinami, které prochazeji osou rotace z, jsou rovnoosé
hyperboly.

-4 4
Obrazek 2.10: Rovnoosy rota¢ni jednodilny hyperboloid
Jednodilny hyperboloid mé nékolik dulezitych vlastnosti, pro které se vyuziva

napt. ve stavebnictvi, strojirenstvi apod. Jednou z téchto vlastnosti je, zZe se
jedna o primkovou plochu, tj. o plochu, kterou lze sestavit pouze z primek.
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Obrazek 2.11: Chladici véZze jaderné elektrarny v Temeliné - rota¢ni jednodilné
hyperboloidy

Ukazeme, ze jednodilny hyperboloid, jehoz rovnice je

Ty 2 g (2.10)

je primkova plocha.

Abychom to dokézali, vyjadiime rovnici (2.10) ve tvaru

= -5 =1-%. (2.11)

Vsimnéte si, ze ve vztahu (2.11) jsou obé strany rovnice ve tvaru rozdilu
¢tvercl a misto (2.10) muZzeme tedy psat

GDG-D-0eD0-p)  en

Uvazujme soustavu rovnic

o(arc) = o0+})
5(£_§) - a(l_%), (2.13)

a

kde a, (8 jsou realna cisla, kterd nejsou soucasné rovna nule.

Pro pevna «, 8 vyjadfuje soustava (2.13) pfimku, nebot se jednd o prinik
dvou rovin. Kazdé feseni (2.13) vyhovuje rovnici (2.12). To znamena, ze kazda
pfimka (2.13), kde «, 3 probihaji vSechna redlna ¢isla, (o, 3) # (0,0), vyhovuje
kvadrice (2.10). Plati véta:
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Véta: Kazdym bodem Xy = [xg, Yo, 20] kvadriky (2.4) prochdzi prdvé jedna
primka plochy dand soustavou (2.13).

Dukaz: K danému bodu Xy = [z, yo, z0] plochy (2.10) najdeme koeficienty
a, 3, kterymi je uréena piimka (2.13) plochy, prochéazejici bodem Xj.
Rovnice pfimky (2.13) pfepiSeme do tvaru

e (202)(08)

a c b
Bra = (1—%’)(%—%’) (2.14)

pri¢emz zaroven plati

(oD )-0-9) (-2 ew

Ze vztaht (2.14), vzhledem k rovnosti (2.15), vidime, Ze hodnota poméru 3 : «
je dana napf. prvni rovnici v (2.14). Jestlize soucasné 22 42 =0 a 1+ 4% =0,
tj. neni-li pomér 3 : a definovan, potom hodnotu 3 : a uréime z druhé rovnice
v (2.14). Pokud totiz 1+ 4> = 0, potom je vzdy 1 — %> # 0.

Ukazali jsme, Ze bodem [z, yo, z0] kvadriky (2.4) prochazi pravé jedna pfimka
plochy dané soustavou (2.13). O

Snadno se ukaze, Ze se zadné dvé pfimky soustavy (2.13) neprotinaji. Pokud
by se pfimky protinaly v bodé Yp, potom by bodem Yj, ktery je bodem plochy,
protoZe obé piimky na ploSe lezi, prochézely dvé pfimky soustavy (2.13), a to
je spor s piredchozi vétou.

Obdobné se ukaze, ze zadné dvé piimky soustavy (2.13) nejsou rovnobézné.
Vsechny piimky soustavy (2.13) jsou tedy navzajem mimobézné.

Mnozinu vSech pfimek soustavy (2.13) nazveme 1. requlus.

Analogicky dostaneme z vyjadfeni (2.12) soustavu

o(5e2) - o

a b
i) = ) oo

kde o/, 3’ probihaji vSechna redlnd ¢isla, s vyjimkou ptipadu (o, 8') # (0,0).
Pro pevna o/, predstavuji rovnice (2.16) piimku. Kazdé feSeni soustavy
(2.16) vyhovuje rovnici kvadriky (2.10). Plati véta analogicka pfedchozi vété:

Véta: Kazdym bodem Xy = [z, Yo, 20] kvadriky (2.10) prochdzi prdvé jedna
primka soustavy (2.16).

Mnozinu vSech pfimek soustavy (2.16) nazveme 2. regulus.
Vysledky obou predchozich vét mtizeme shrnout do nasledujici véty:

Véta: Na kvadrice (2.10) existuji dva requly primek dané soustavami (2.13),
(2.16). Kazdgm bodem kvadriky (2.10) prochdzi prdvé jedna primka 1. regulu



76 KAPITOLA 2. POPIS JEDNOTLIVYCH KVADRIK

a prdave jedna primka 2. regulu.
Jesté ukazeme nasledujici vlastnost pfimek z rtiznych regulii:
Véta: KazZda primka jednoho regulu protind vsechny primky druhého regulu.

Dikaz: Libovolnou pfimku 1. resp. 2. regulu muzeme zadat, polozime-li 3 :
a =wuresp. ' : o/ = v, kde u,v jsou n&jaka realna ¢isla. Podle (2.13) a (2.16)
potom plati

i3) = 5o
2D - 14
v(l—%) - §+§ (2.17)
D -

Snadno se presvéd¢ime, ze soustava (2.17), kterd se sklada ze Ctyf rovnic o
tfech nezndmych z,y, 2, ma jediné feSeni

uv + 1
Tr=a- s ’y:
u—+v

- —1
A (2.18)

u+v’ u-+v

a piimky se protinaji v jednom bodé. Jestlize u = —v v (2.18), potom jsou
primky (2.13), (2.16) rovnobézné (a maji spoleény jediny nevlastni bod). To
nahlédneme takto:

Pfimka dana prvnimi dvéma rovnicemi soustavy (2.17) ma smér u, ktery je
kolmy na normalové vektory obor rovin, tj.:

1 —u 1 u 1l —u w?—1 2u u2+1
(L zu by uwlo—uy au . 2.1
u (a’b’c)x<a’b’c) (bc " ac’ ab) (2.19)

Analogicky, druha pfimka, kterd je dana tfeti a ¢tvrtou rovnici v (2.17), ma
smeér v, pro ktery plati:

1 v1 v =1 —v —v?24+1 2v —v? -1
S - — ) = — . 2.20
M (a’b’c)x(a’ b’ c> ( bc ac’  ab ) (2:20)
Z (2.19) a (2.20) vidime, Ze pro v = —u jsou sSmEry u a v rovnobézné.
Priklad:

Ukazte, Ze rotaci primky kolem osy, kterd je s primkou mimobéznd, vznikne
rotacni jednodilny hyperboloid.

Reseni: Osu rotace zvolme v ose z. Pfimka p, kterd bude rotovat okolo osy
z, necht mé rovnici

p: X =P+tu (2.21)
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Bez jmy na obecnosti mizeme volit P = [0,a,0], kde a # 0, u = (u,0,w),
kde u # 0, w # 0. Pfimku (2.21) vyjadiime ve tvaru

z = 0 + t-u
y = a + t-0 (2.22)
z = 0 4+ t-w.

Pevné zvolenému parametru t je pfifazen jediny bod X = [z,y, 2|, dany

<;‘o‘o‘3‘o“‘°:

;
RO
o.o

wmwv%%i\

\

\

Obrazek 2.13: Rotace pfimky

Obrazek 2.12: Primka
kolem osy z

rovnicemi (2.22). Pti tomto pevné zvoleném ¢ se pfi rotaci pfimky p kolem osy
z, pohybuje bod X po kruznici, ktera lezi v roviné rovnobézné se souradnicovou
rovinou z = 0, kterd ma rovnici

22+ = t?u® + o2, (2.23)

jak plyne z prvnich dvou rovnic v (2.22). Ze tfeti rovnice v (2.22) vyjadiime
parametr ¢, pro ktery t = Z a dosadime jej do vztahu (2.23). Dostaneme

2?4 y? = Z w2+ a?, (2.24)
w

coz po upravé dava

A (2.25)

kde jsme oznacili ¢ = wa/u. Rovnice (2.25) je rovnici rota¢niho jednodilného
hyperboloidu s délkami os a, a, c. O
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Obrézek 2.14: Vysledny rotacni jednodilny hyperboloid (kéd Feseni v Maple
viz str. 111)

2.2.2 Dvojdilny hyperboloid

Dwojdilng hyperboloid méa rovnici

R a— (2.26)

kde kladné cisla a, b, ¢ jsou délky os hyperboloidu, obr. 2.16.

5

o
o

0 0

_5 X
-5

Obrazek 2.15: Dvojdilny hyperboloid

Kanonicka rovnice (2.26) dvojdilného hyperboloidu se 1isi od rovnice (2.4) jed-
nodilného hyperboloidu pouze znaménkem konstanty na prvé strané rovnice.
Z rovnice (2.26) muzeme vidét, ze soufadnicova rovina z = 0 hyperboloid
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neprotina. Prinikem je totiz kfivka o rovnici

které nevyhovuje zadny realny bod. Pokud misto roviny z = 0 vezmeme rovinu
s ni rovnobéznou z = k, potom pro |k| > ¢ dostaneme elipsu, které je podobna
elipse

R Y (2.27)

Obrézek 2.16: Dvojdilny hyperboloid (2.26) - pohled ve sméru osy z

Pro |k| < crovina z = k kvadriku neprotind, pro k = ¢ nebo k = —c dostaneme
vrcholy kvadriky [0, 0, ¢] nebo [0, 0, —¢].

Rovina x = k protind hyperboloid v hyperbole, kterd je podobné hyperbole

2 2
Yy z
—mt5=1 (2.28)

Obdobné rovina y = k protinad hyperboloid (2.26) pro kazdou hodnotu k v
hyperbole, kterd je podobnd hyperbole

2 22

—— + —==1. 2.29
b2 + c2 ( )

Z nasich uvah plyne, Ze dvojdilny hyperboloid (2.26) se skladéd ze dvou ¢asti,
které oddéluje napt. rovina z = 0.

Specidlnim piipadem je rotacni dvojdilng hyperboloid, pro ktery a = b. Jeho
rovnice je

LA a— (2.30)
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—51

-5 X

Obrazek 2.17: Rota¢ni dvojdilny hyperboloid

Rotacni dvojdilny hyperboloid dostaneme rotaci hyperboly kolem hlavni osy.
Polozime-li a = b = ¢ = r potom rovnice

LI R

vyjadfuje rovnoosy rotacni dvojdilny hyperboloid.

Poznamka:

Dvojdilny hyperboloid neni na rozdil od jednodilného hyperboloidu piimkova
plocha. Z tohoto divodu by se mohlo zdat, Ze vyuziti dvojdilného hyperboloidu
v praxi neni tak casté. Opak je vSak pravdou. Rotacni dvojdilny hyperboloid
hraje zasadni tlohu pii pouziti GPS (Global Positioning System) — systému,
pomoci kterého dovedeme zjistit nasi pfesnou polohu na Zemi [3]. Jedna se o
zobecnéni zvukomeéri¢ské tlohy v roviné, pii niz vyuzivame vlastnosti hyper-
boly, viz [4].

Princip GPS je nésledujici, obr. 2.18:

Ve étyfech riznych mistech A, B,C, D v prostoru byl zaznamenéan signél po
fadé v Casech t1,ts,ts3,ts. Urcete misto zdroje signélu.

Predpokladejme, ze plati t; < to < t3 < t4. V misté A byl signal zaznamenan
nejdfive, v misté B se zpozdénim ty — t1 sekund vici mistu A. Oznacime-li v
rychlost $ifeni signalu, je zdroj signélu X o (t2—t1)-v metrt dal od mista B nez
od mista A. Pro rozdil vzdalenosti | X B|—| X A| plati | X B|—| X A| = (ta—t1)v a
zdroj signalu X tedy lezi na dvojdilném rota¢nim hyperboloidu, jehoz ohniska
jsou v bodech A, B a vzdalenost jeho vrcholu je rovna (t9 — t1)v. Uvazujeme
pouze ten dil hyperboloidu, ktery je blize bodu A.

Obdobneé zjistime polohu zdroje signalu X vzhledem k bodim B, C. Pro vzda-
lenosti | X B|, | XC| plati | XC|—|XB| = (t3 —t2)v a bod X lezi na dvojdilném
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Obréazek 2.18:

rotacnim hyperboloidu, jehoz ohniska jsou v bodech B,C a vzdalenost jeho
vrchold je rovna (t3 — to)v. Uvazujeme pouze ten dil hyperboloidu, ktery je
blize bodu B.

Analogicky, mnozina bod X, jejichz rozdil vzdalenosti od bodt C, D je roven
|XC|—|XD| = (ty—t3)v, je dvojdilny rota¢ni hyperboloid, jehoZ ohniska jsou
v bodech C, D a vzdélenost jeho vrcholu je rovna (t4 — t3)v. Uvazujeme pouze

ten dil hyperboloidu, ktery je blize bodu C.
Zdroj signalu X tedy musi lezet v pruniku ¢ shora zminénych hyperboloid.

Uvazime-li, ze dva hyperboloidy se protinaji v prostorové kiivce, potom prii-
nik t¥1 hyperboloidti je roven priiniku prostorové kiivky s hyperboloidem.
Je ziejmé, Ze vypoclet celé procedury je velmi slozity, a neni prakticky prove-

ditelny bez pouziti pocitace.

o——_
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Obrazek 2.19: Ilustrace principu GPS - urceni polohy jako spole¢ného bodu
t¥1 hyperboloidt





