3.1 OBSAHY ROVINNYCH UTVARU

Pfedstava obsahu rovinného obrazce byla pro lidi dalezita od pradavnych dob — at’ jiz se jednalo
o velikost a pfeménu poli ¢&i napiiklad rozméry zakladt obydli. Ulohy na vypodet obsahu
zékladnich geometrickych utvarii v roving€ jsou obsazeny v nejstarSich dochovanych pisemnych
pamatkach. Praktickou motivaci vzniku geometrie ilustruje vypravéni nejstarSiho feckého
dé¢jepisce Hérodota (5. stol. pi. n. 1.) o tom, jak faradn Ramses II. rozd¢lil piidu mezi Egyptany
tak, ze kazdy obdrzel pole ¢tyfuhelnikového tvaru a stejného obsahu. Z jeho vynosu odvadél
kazdorocné faradnovi dan€. Jestlize nékomu byla Cast pole odplavena pii nilskych zaplavach,
bylo jeho povinnosti oznamit to faradnovi, ktery poslal zemémeéfice, aby Skodu zjistili a podle
zbylé vymeéry 1 spravné urcili novou dai.

Nasledujici obrazek pochazi z Dzeserkaresenebovy hrobky v zapadnich Thébach z doby 18.
dynastie (1543-1292 pt. n. 1.) a zachycuje vyméFovani pole. Je na ném vyobrazen pisaf opirajici

se 0 hodnostafskou htl, doprovdzeny mladym ucednikem, jak dohlizi na dva asistenty
provadéjici pomoci silného lana pottebnd méteni.
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Obdélnik

Egyptské papyry a mezopotamské hlinéné tabulky z druhé poloviny druhého tisicileti pied
nasim letopo¢tem dokladaji, Ze obsah obdélnika byl ur¢ovan obvyklym zpiisobem jako soucin
délek jeho stran (oznacovanych jako délka a Sitka). Podivejme se naptiklad do starého Egypta.
Obdélnik zde byl zédkladnim tvarem pole. Odvozeni vzorce pro jeho obsah mohlo vychéazet
Z tzv. pruhové miry, kterd byla zaloZena na pruhu zorané ptidy o délce 100 loktt a Sifce 1 loket;
obsah tohoto pruhu se oznacoval jako pozemni loket (meh) — viz obrazek 3.2. Pocet téchto
vyoranych pruhi vyndsobeny délkou pruhu poskytoval pomérné piesny odhad tieba pro
stanoveni mnozstvi zasévaného obili.



100 lokti

1 loket
(450 mm)

Obr. 3.2

Trojuhelnik

Obsah trojuhelnika byl ve starém Egypté urovan jako soucin poloviny zakladny a vysky;
feceno dnesnimi slovy, trojuhelnik se pfevadél na rovnoplochy obdélnik:

Obr. 3.3

Trojuhelnik byl vétSinou rovnoramenny; neni zcela jisté, zda tdaj, ktery chapeme jako vysku,
nebyl v egyptskych textech ve skutecnosti délkou jedné ze stran trojuhelnika — pak by byl
vzorec samoziejmée jen priblizny.

Lichobéznik

Obsah lichobéznika se urcoval rovnéz pievedenim na rovnoplochy obdélnik; postup pro
vypocet odpovida dneSnimu vzorci, kde se nasobi aritmeticky primér zakladen a vyska

lichobéznik:
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Obecny ¢tyruhelnik

Obsah obecného ctyithelnika Egyptané pocitali podle pfiblizného vzorce
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Kruh

Vypocet obsahu kruhu pouzivany ve starém Egypté odpovida vzorci, ktery bychom v dne$ni
symbolice pro kruh o priméru d napsali takto:
2 2
1 8 64
S=ld-=-d| =[=-d] ==-d?.

[9-54) =(5-9) =51
Slovni popis tohoto postupu je obsaZen v ptikladu ¢. 50 v Rhindové papyru, ktery je nadepsany
Metoda vypoctu [obsahu] kruhové plochy.

Jaky je obsah plochy? Odecti 1/9 z toho, je to 1, zbytek je 8. Pocitej s 8 0Smkrat, vyjde 64. Toto
je obsah v plose: 64 secat-johet.

Srovname-li ptedpis odpovidajici egyptskému postupu s nasim vzorcem pro vypocet obsahu
kruhu, dostaneme egyptskou hodnotu ¢isla :

1 64 . 264 .

=r-d2==—-d?, Htj. ==——=3,1605.

179 g0 U m=Tgr 31605
Jeden z mnoha zpusobu, jimiz mohli Egyptané k tomuto vysledku dospét, lze popsat
nasledujicim zptisobem. Danému kruhu opiSme Ctverec a ten rozdélme na 18 x 18 stejnych
¢tvereckl. V kazdém rohu opsaného ¢tverce odeberme ¢tverec obsahujici 3 x 3 ctverecky a dva

sousedni Ctverce obsahujici 2 x 2 c¢tverecky. Obsah kruhu aproximujme obsahem takto
vytvotfeného utvaru — viz nésledujici obrazek.
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Celkem jsme odebrali 68 ¢tverecku (v kazdém rohu 9+2-4), obsah kruhu jsme tak odhadli
182 —68 =256 =16 ¢tverecky o stran€ -d , coz odpovida ¢tverci o strané

16 4 _8. 4_(q_1.
16.4=8.d (d gd).

Popsany zptsob odpovida hojnému vyuzivani ¢tvercové sité pti projektovani egyptskych
staveb, soch, reliéf, malitské vyzdoby apod.

Ve staré¢ Mezopotamii byl pro vypocet obsahu kruhu pouzivan algoritmus, ktery lze v dnesni
symbolice vyjadrit pomoci vzorce S = % -0?, kde O je obvod kruhu. Tento vztah by odpovidal

hodnoté 7 =3, kterou ziskame snadnym dosazenim: 7r? = -47%r?. Na n&kterych tabulkach

v3ak byl pouzit i odhad 7 =3%.

Obr. 3.7



Eudoxova exhaustivni metoda

Vyrazny pokrok v oblasti ur€ovani obsahtl a objemti umoznila tzv. exhaustivni (vycerpdvaci)
metoda vypracovana feckym matematikem Eudoxem z Knidu (asi 408 —355 pi. n. 1.). Tato
metoda byla zalozena na nasledujicim tvrzeni:

Jsou-li dany dveé nestejné veliciny a od vetsi odecteme jeji cast vétsi nez jeji polovina a od zbytku
opét jeho cast vetsi nez jeho polovina a budeme tak cinit stale, zbude néjaka velicina, jez bude
mensi nez libovolna kladna velicina.

Diky tomuto tvrzeni lze napiiklad obsah rovinného utvaru A ziskat pomoci vepisovani

mnohouhelnikit B, P,,...,B,, jejichZ obsahy jsou znamé, tvofi monotonni posloupnost

S(R) <S(R,) <---<S(P,) aplati pro né nerovnosti:
S(A)

S(A)-s() <A ga)_s(p) <EA=SA) SA)  say_sp)<

S(A)
2 2 4 '

2n
Podle vySe uvedeného tvrzeni je pii dostate¢né vysokém n rozdil S(A)—S(P,) mensi nez
libovolna kladna veli¢ina (dnes bychom napsali S(A)=1lim,_,_ S(P,)). Eudoxos tedy hledal

takové Cislo B, pro néz je rozdil B —S(P,) mensi nez libovolna kladna veli¢ina; sporem se pak
snadno dokaze, ze S(A)=B.

Pivodni Eudoxovy prace se nezachovaly, jeho metoda je vSak podrobné rozpracovéna
v Eukleidovych Zdkladech napsanych o nékolik desetileti pozd€ji. Kromé dalSich tvrzeni
souvisejicich s objemy téles, o kterych se zminime pozdéji, Eukleides napiiklad pomoci
exhaustivni metody odvodil, ze obsahy kruhii jsou v témzZe poméru jako obsahy ctvercii
sestrojenych nad jejich priimery.

Duikaz lze ponékud zjednoduSené popsat nasledujicim zpisobem. Do danych kruhd k, kK’
0 prumérech d, d’ vepiSme ctverce ABCD, EFGH. Obsahy téchto ¢tvercti jsou ve stejném
poméru jako druhé mocniny priméru d, d’:

S(ABCD) _( d )2
S(EEGm ~\ g

S(EFGH)

Obr. 3.8



Jiz dtive Eukleides dokazal, ze stejny vztah plati pro libovolnou dvojici podobnych
mnohouhelnikti vepsanych do danych kruhd k, k’. Protoze v dal§im budeme uvaZovat jen
pravidelné mnohouhelniky, vystatime si s jednoduchou uvahou o obsahu libovolného
pravidelného n-uhelnika.

Libovolny pravidelny n-thelnik vepsany do kruhu k o poloméru r 1ze rozd¢€lit na n shodnych
trojuhelnikt s vrcholem ve sttedu kruhu, kde

a, .« _ a _ 360
Z—rsmz, vn—rcosz, a= .

Obr. 3.9

Obsah kazdého takového trojuhelnika je
—r2gqi _1y2qj
Sy=resingcosg=sresina
pro obsah n-thelnika proto plati:
—r2.1ncingy =d2.1nei
Sp=re-snsina=d*-gnsina

Pro libovolnou dvojici n-tthelnika vepsanych do kruht k, k” je tedy pomér jejich obsahti roven

Sn_ (1)2

S, \d')’
Nyni se vratme zpét k pivodnimu obrazku. Obsah ¢tverce P, = ABCD je roven jedné
polovin¢ obsahu ¢tverce opsaného kruhu K, je proto vétsi nez polovina obsahu tohoto kruhu; ze

stejné¢ho diivodu je také obsah ¢tverce P, = EFGH vétsi nez polovina obsahu kruhu k’. Déle

vepiSme do obou kruhti pravidelné osmitihelniky rozdélenim piislusnych oblouki na poloviny.
Obsah trojuhelnika AOB je roven poloviné obsahu obdélnika opsaného kruhové tseci AOB, je
proto vétsi nez jedna polovina obsahu této Usece; obsah osmiuhelnika B, = AOBPCQDR je

tedy vétsi nez % obsahu kruhu k. Podobné obsah osmitihelnika By = EKFLGMHN je vétsi nez

%, obsahu kruhu &’. Timto zpisobem muzeme pokracovat libovoln¢ dlouho: do kruhti miizeme
vepsat pravidelné Sestnactiuhelniky, dvaattficetiuthelniky atd. Pro jejich obsahy bude stale platit
tyZ pomér:



S(P.) _S(R) _S(Rs) _ S(Py) =___=(Q)2
S(Fy)  S(R) S(Pg) S(Ps) d’

Zaroven budou tyto mnohouhelniky postupné vycerpavat kruhy k, k*. Podle Eudoxovy
veéty plati, Ze zbyvajici ¢asti kruhti Ize libovolné zmensit; sporem lze ukazat, ze pomér obsahti
kruhu Kk, k> nemiiZze byt ani vétsi ani mensi neZ vyse uvedena hodnota, proto

B
S(k" '

d 1

Dnes, kdy jiz mame k dispozici pojem limity, bychom fekli, Ze obsah kruhu je limitou
ptislusné posloupnosti obsahti vepisovanych n-uhelnikli, a okamzité bychom tak dostali
prislusnou rovnost.

Z vysledku je patrné, ze obsah kruhu je pfimo imérny druhé mocning jeho poloméru, tj.
S = m,r? pro n&jakou konstantu 7. Podobn& bylo znamo, Ze obvod kruhu je ptimo tmérny
prvni mocniné€ jeho poloméru, tj. O =2x,r pro néjakou konstantu 7,. To, Ze jsou obé
konstanty shodné, dokazal az Archimedes (asi 287 — 212 pt. n. 1.) ve svém spise Méreni kruhu,

Z n¢hoz se zachoval zlomek obsahujici tii pozoruhodné matematické véty; prvni z nich udava
praveé vztah mezi obvodem a obsahem kruhu:

Obsah kruhu je roven obsahu pravouhlého trojuhelniku, jehoz délky odvésen jsou rovny
polomeéru a obvodu kruhu.

O
Obr. 3.10

V dnes$ni symbolice 1ze uvedené tvrzeni vyjadiit vzorcem

_1 5.
S—ZOr,

kde r je polomér dané¢ho kruhu, O jeho obvod a S jeho obsah. Po dosazeni dostavame
mr2=1.2z,r-r, A m=m,;

Ve vzorci pro vypocet obsahu a obvodu kruhu proto figuruje stejné konstanta, kterou jsme dnes
zvykli oznacovat symbolem m.

Ozna¢me pismenem T obsah ptisluSného pravouhlého trojuhelnika. Dikaz tvrzeni, ze
plati rovnost S =T , provedl Archimedes exhaustivni metodou; zadkladni mySlenku lze nastinit
takto. Predpokladejme, Ze je S >T . UvaZujme posloupnost obsahlt S, vepsanych n-thelnikt

pro n=4,8,16,.... Pro dostatecné vysoké n se bude obsah S, lisitod S o ménénez S—T , bude
tedy S>S, >T.Hodnota S, je vSak souctem obsahti n trojihelnikd, jejichz vysky jsou mensi



nez I a soucet délek jejich zakladen je mensi nez O, proto musi byt S, <T ; ptedpoklad S >T
tedy vede ke sporu.

I ay I a, Obr. 3.11

Dale naopak predpokladejme, ze je S <T, a uvazujme posloupnost obsahii S opsanych
n-thelnikt pro n=4,8,16,.... Pro dostate¢né vysoké n se bude obsah S lisit od S 0 méné nez
T—-S,budetedy T >S, >S.Hodnota S, je vSak souctem obsaht n trojuhelnikd, jejichz vysky
jsou rovny r a soucet délek jejich zakladen je mensi nez O, proto musi byt S, >T ; pfedpoklad
S >T tedy rovnéz vede ke sporu. Plati proto S=T .

Archimediv dikaz lze zjednoduSené prezentovat tak, Zze se dany kruh rozdéli na n
shodnych vyseci, které se poskladaji tak, jak ukazuje nasledujici obrazek. S rostoucim n se bude

vznikly Gtvar pfiblizovat obdéIniku o stranach ra O/2, jehoz obsah je S=2r-O .
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Obr. 3.12

Podobnou — z dnesniho pohledu ne zcela piesnou — tvahu provedl Jan Kepler (1571—
1630) v 17. stoleti. Kruh si piedstavil rozdélen na nekoneéné malé vysece, které povazoval za
rovnoramenné trojuhelniky; kruznici tak rozvinul do useCky AC o délce O, kde délka usecky
X’Y’ je rovna délce usecky XY:

Y

Y Obr. 3.13



Tyto trojuhelniky je mozné nahradit jinymi se stejnymi zékladnami a vyskou — tedy se
stejnym obsahem; pouze vrchol je vzdy posunut do stfedu kruznice, takze tyto trojuhelniky
dohromady vypliuji pravouhly trojuhelnik ABS odvésnami délek O a r:

Y

Obr. 3.14

Dodejme, ze Archimedes ve svém spise Mereni kruhu rovnéz uvedl odhad pro pomér
obvodu O a pruméru d libovolného kruhu; protoze dnes pomér O/d zna¢ime symbolem r,
muzeme tento vysledek napsat ve tvaru

10 1 2
3ﬂ<71'<37— 7

Vzhledem k tomu, Ze % =3,14286 a navic se s timto zlomkem dobie pocita, byvala a ve Skole

dosud byva tato hodnota pouZzivana jako vhodna pfiblizna hodnota ¢isla n.

Vypocétem obvodu vepsanych a opsanych n-uhelnikt pro n=6,12,...,96 Archimedes
odvodil i pfesnéjsi odhad:

25 344 <r< 29 376

8 069 9 347




