3.2 OBJEMY A POVRCHY TELES

Krychle, kvadr, hranol

Dochované matematické texty ze starého Egypta obsahuji n¢kolik uloh na vypocet objemu
ctverhrannych obilnic tvaru krychle; lze pfedpokladat, Ze stejnym zplisobem byli egyptsti
poctari schopni pocitat i objem kvadru. Mezopotamské tabulky obsahuji ulohy, kde se hleda
objem krychle, kvadru ¢i nékolika kvadri. Postup vypoctu lze v naSi symbolice napsat
obvyklym zptisobem:

V =a3, resp. V =abc,
kde a je délka hrany krychle, resp. @, b, ¢ jsou délky hran kvadru.

Mezopotamsti poctafi rovné€z pocitali objem hranolu jako soucin obsahu zakladny
a vysky, dale objem klinu (i nepravidelného) a rtiznych téles s lichobéznikovymi podstavami
(koryto, hraz).

Valec

Objem valce byl ve starém Egypté i Mezopotamii pocitan obvyklym zptisobem jako soucin
obsahu zékladny a vysky, pfi¢emz obsah kruhové zdkladny byl pocitan tak, jak jsme vidéli
Vv piedchozi ¢asti. Formulace tloh byla i zde prakticka — hledal se napiiklad objem obilnice ¢i
studny kruhového prifezu.

Jehlan

Zastavme se ve starém Egypté. Rhindlv papyrus obsahuje nckolik uloh, v nichz je pocitan
naptiklad sklon stény pyramidy o ¢tvercové zakladné, kde je znama délka strany zakladny
a vyska, ¢i vySka pyramidy s danou ctvercovou zdkladnou a se znamym sklonem stény.

Moskevky papyrus obsahuje velice zajimavou ulohu na vypocet objemu pravidelné
komolé pyramidy, tedy pravidelného kolmého komolého jehlanu. Slovni popis feSeni této
ulohy mizeme v dne$ni symbolice vyjadfit vzorcem, ktery je zcela spravny:

_h (52 2
Y, _g-(a +ab+h?),

kde a je délka strany dolni ¢tvercové zakladny, b je délka strany horni ¢tvercové zakladny a h
je vyska pyramidy.
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Obr. 3.15

Zda se velmi pravdépodobné, ze Egyptané k tomuto vzorci dospéli teoreticky; fada
historiki matematiky se proto snazila vysvétlit, jakym zpiisobem. Jeden z moznych postupt je
nasledujici. Pfedstavme si, ze dany pravidelny kolmy komoly jehlan rozdé€lime na 9 ¢asti: jeden
hranol vysky h se ¢tvercovou zakladnou o strané b, ¢tyfi jehlany vysky h se Ctvercovymi

zékladnami o strané (a—b) a &tyfi trojboké hranoly — poloviny kvadru vysky h se zakladnou

o stranach b, 1(a-b):

2 Obr. 3.16

Secteme-li objemy téchto téles, dostaneme:

2
_b2. .l.(a_—b) haa.L.a=b 1 (a’+ab+b?
v=bh+ad(22B) nialathpp- L bib?)

Uvedené vysvétleni je didakticky ndzorné, zaroven vsak z historického hlediska pon¢kud
problematické, protoZze neméme zadny doklad o tom, Ze by Egypt'ané pouzivali matematickou
symboliku a provadéli algebraické Upravy (i kdyZ nektefi badatelé provadéni algebraickych
uprav pripoustéji).



Jiné mozné odvozeni je ryze geometrické (viz [BBV], str. 99): Uvazujme tfi takovéto
komolé jehlany, prvni ponechejme cely a druhé dva si predstavme rozloZené na vySe uvedena
télesa. K prvnimu komolému jehlanu ptidejme CEtyfi trojboké hranoly (na obrazku modrie)
odebran¢ od druhého jehlanu a osm jehlanti odebranych od druhého a tietiho jehlanu (na
obrazku Cerveng).

ARy

Obr. 3.17

Soucet objemil téchto téles je roven objemu hranolu s podstavnou hranou a a vyskou h,
tedy a2h.

a Obr. 3.18

Z druhého komolého jehlanu zbude hranol s podstavnou hranou b a vyskou h, ktery ma

objem b2h. Tteti komoly jehlan s odebranymi ,rohy* pieskladame tak, Ze vznikne kvadr
s délkami stran a, b, h:
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Obr. 3.19



Tato tfi t€lesa maji dohromady objem h- (a2 +ab+ bz) , objem jednoho komolého jehlanu je
proto roven

V= -(a2+ab+b2).
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Ve vyse uvedenych tivahéach jsme ovSem vyuzivali poznatek, ze objem jehlanu (v tomto
pfipad€¢ pravouhlého) je roven jedné tfetiné hranolu se stejnou podstavou a vyskou. Je
pravdépodobné, Ze tento poznatek staii Egyptané znali — at’ jiz na zdkladé méteni ¢i Givah
0 ,,rozfezdvani* hranolu. Snadno si pfedstavime, ze krychli 1ze rozdé€lit na tfi shodné jehlany:

Obr. 3.20

Vv

rozdélit na tii pravouhlé jehlany, které maji stejny objem (mezi délkami stran podstavy a vySkou
jsou vzdy vSechny tii hodnoty a, b, c).

Obr. 3.21

Podle dochovanych pramenii byl poznatek, Ze objem pyramidy zavisi pouze na obsahu
podstavy a na vysce, zformulovan az ve starém Recku. Vzhledem k tomu, Ze Egyptané méli
s pyramidami mnoho zkusenosti, snad mohla byt v jejich moznostech i piedstava, Ze mnozstvi
stavebniho materialu se nezméni, budou-li se po sob¢ jednotlivé stupné€ pyramidy posouvat —
viz nasledujici obrazek.



Obr. 3.22

Dtlikaz vzorce pro objem jehlanu se dochoval v 12. knize Eukleidovych Zdakladu
napsanych kolem roku 300 pf. n. I. Pomoci exhaustivni metody Eukleides nejprve dokézal, Ze
dva jehlany se shodnymi zdkladnami a vySkami maji stejny objem; v disledku toho pak plati
obdobné tvrzeni pro jehlany o shodnych mnohouhelnikovych zadkladnach a vyskach. Dale
dokazal, Ze libovolny trojboky hranol Ize rozd¢lit na tfi trojboké jehlany téhoz objemu:

Obr. 3.23

ABED je rovnobé&znik, trojuhelniky ABE, EDA jsou proto shodné a leZi v jedné rovin¢; jehlany
s podstavami ABE, resp. EDA a vrcholem C maji proto stejny objem. Analogicky lze ukazat, ze
stejny objem maji i jehlany s podstavami ACD, resp. FDC a vrcholem E. Ptivodni hranol jsme
tak rozdélili na tfi jehlany se shodnym objemem: ACDE, ABEC, FDCE.

ProtoZe libovolny hranol s mnohouhelnikovou podstavou Ize rozloZit na trojboké hranoly,
plati i pro libovolny jehlan s mnohouhelnikovou podstavou, Ze jeho objem je roven jedné tfeting
hranolu se stejnou podstavou a vyskou.

Podle zminky v Archimedové spise O metodé dospél ke spravnému vztahu mezi objemem
trojbokého jehlanu a pfisluSného hranolu (stejn€ jako pro vztah mezi kuzelem a vélcem se
shodnou podstavou a vySkou) jiz Demokritos z Abdery (460—370 pi. n. 1.) na zaklad¢ své
atomistické teorie; jeho prace se vSak nezachovaly a dnes se mizeme jen domyslet, jakym
Zpusobem postupoval.



Kuzel

Dutkaz tvrzeni, ze objem kuzele je roven jedné tietiné objemu valce se stejnou podstavou
a vySkou, dokazal rovnéz Eukleides v 12. knize Zdkladii, a to opét exhaustivni metodou. Dikaz
neni prili§ naroény, je vSak pon¢kud pracny.

Ve Skolské matematice se dnes toto tvrzeni odvozuje jednodusSeji pomoci principu, ktery
vylozil Bonaventura Cavalieri (1598—1647) ve svém dile Geometria indivisibilius continuorum
Z roku 1635. Cavalieri urCoval objem télesa na zakladé porovnani plosnych vrstvicek, tzv.
indivisibili7 (ned¢liteln¢), daného télesa s obdobnymi vrstvickami v jiném télese znamého
objemu. Své vysledky shrnul ve formulaci, kterou dnes nazyvame Cavalieriho principem:

Kdyz dve telesa maji stejnou vysku a kdyz rezy rovinami, které jsou rovnobézné s jejich
podstavami a maji od nich stejnou vzdalenost, jsou takové, Ze pomeér jejich obsahu je vidy
stejny, potom objemy téles maji tyz pomer.

V piipadé kuzele s polomérem podstavy r a vySkou h sta¢i uvazovat jehlan se stejnou
vyskou a se ¢tvercovou podstavou o strané 1:

Roviny, které jsou rovnobézné s podstavami obou téles a jsou vedeny ve stejné vysce,

protinaji tato télesa v kruhu, resp. &tverci, jejichZ obsahy jsou v konstantnim poméru 7r2:1.
Pro objemy téles pak podle Cavalieriho principu plati:

V
V—‘sz;rrz, tedy V= zrdv,,

kde Vi je objem daného kuzele a V; je objem uvedeného jehlanu s jednotkovou podstavou,

ktery je roven V; = 1h. Objem kuZele je proto roven V, =1 7r°h.

Dodejme, ze vztah pro povrch plasté kuzele odvodil ve svém spise O kouli a valci
Archimedes. S vyuzitim exhaustivni metody dokazal: Povrch plasté kuzele o polomeru

zdkladny r a strané s je roven obsahu kruhu o poloméru rs .



Kuzel

Ve stejném spise Archimedes pomoci exhaustivni metody rovnéz dokazal:
e Povrch koule je roven ctyrnasobku obsahu kruhu o stejném poloméru.

o Objem koule je roven ctyrnasobku objemu kuzele, jehoz polomer zdakladny i vyska jsou
rovny polomeru koule.

Obr. 3.25

Uvédomme si, ze z uvedenych tvrzeni vyplyva to, Ze zndma konstanta r, ktera vystupuje
ve vzorcich pro vypocet obvodu a obsahu kruhu, se objevuje i ve vzorcich pro vypocet objemu
a povrchu koule.

Tato tvrzeni Ize zformulovat i nasledujicim zptisobem:

e Povrch koule je roven dvéma tretinam povrchu opsaného vilce, tj. povrchu plasté
opsaného vdlce.

e Objem koule je roven dvéma tretinam objemu opsaného valce.

Uvedena tvrzeni jsou pro Zaky dobfe zapamatovatelnd a mohou jim proto slouzit
k vybaveni vzorct pro vypocet povrchu a objemu koule. Budeme-li totiz uvazovat kouli
0 poloméru r a ji opsany valec, tedy valec o poloméru r a vysce 2r, pak objem tohoto valce je
r?-2r =27r3 a povrch 2zr-2r +27r?2 =6xr?; podle zminénych tvrzeni tedy pro objem
a povrch koule plati:

V=%7zr3, S=4rnr2.

Diisledkem posledniho uvedeného tvrzeni je nasledujici vztah mezi objemy koule, kuzele
a valce, ktery je s Archimedovym jménem neodluditelné spjat.



Objemy kuzele o polomeru zakladny r a vysce 2r, koule o poloméru r a vailce o polomeéru
ra vysce 2r jsou v poméru 1:2:3.

i

o~

= Obr. 3.26

V souvislosti s vypoétem obsahu kruhu jsme zminili jméno Jana Keplera. Podobnymi
uvahami, které sice nejsou zcela ptfesné, zato vSak velmi nazorné, odvodil kromé jiného
i pfedpis pro objem koule:

Kouli o poloméru r si Kepler predstavil roziezanou na nekone¢né¢ mnoho jehlant

s vrcholy ve stfedu koule, zékladnou na povrchu koule a vySkou rovnou poloméru koule. Soucet
objemu téchto jehlant je roven V = % Ar, kde A=4zr? je povrch koule.

Objem koule je tedy V =27r3,

L=

Obr. 3.27



