3.3 PYTHAGOROVA VETA

Starovék

Pythagorova véta byla zndma jiz ve starovéku. V Egypté mozna pouzivali jiz ve tretim tisicileti
pfed nasim letopoCtem pro vytyCovani pravého uhlu lano, na némz bylo ve stejnych
vzdalenostech rozmisténo 12 uzli. Napne-li se lano pomoci tfi kolikli tak, Ze vznikne
trojuhelnik s vrcholy v prvnim, ¢étvrtém a osmém uzlu, pak feCeno dne$nimi slovy, tento
trojihelnik je podle obracené Pythagorovy véty pravothly s pravym thlem u ¢tvrtého uzlu.
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V Mezopotamii je znalost Pythagorovy véty doloZena jiz v dobé Starobabylonské fise.
Ulohy pochézejici z tohoto obdobi svédéi o tom, Ze Pythagorova véta byla chapana jako vztah
mezi délkami stran pravouhlého trojuhelnika. Nevime, zda starobabylons$ti poctafi objevili
i dikaz této véty. Je vSak tfeba zminit, ze hlinéna tabulka Plimpton 322 z obdobi 1900 — 1600
pf. n. 1. obsahuje patnact dvojic pfirozenych ¢&isel a, ¢, pro kterd je c?—a? druhou mocninou
jistého piirozeného ¢&isla b, neboli a?+b?=c?; takovouto trojici ptirozenych &isel a, b, ¢ dnes
nazyvame Pythagorejskou trojici. Je mozné, ze byly tyto trojice puvodné vycteny z tabulek
druhych mocnin, které byly v Mezopotamii hodné uzivané.

V pribéhu dvacatého stoleti byla tabulka pfedmétem mnoha studii. Bylo zjisténo, ze
vSechny v ni obsaZené pythagorejské trojice jsou az na jednu vyjimku tvaru
a=p’-¢®>,  b=2pg  c=p*+q?,

kde p>(Q jsou nesoud€lna piirozena Cisla. Tabulka je navic zajimava také tim, Ze obsahuje

i druhou mocninu podilu c/b, ktery dnes nazyvame funkci kosekans thlu S. Bylo by vsak
pfilis odvazné povazovat Plimptonovu tabulku za tabulku trigonometrickou.

Antika

Prvni dikkaz Pythagorovy véty se obvykle pfipisuje Pythagorovi ze Samu (570? —500? pi. n. I.).
Bohuzel dnes nevime, jaky diikaz podal — a byl-1i to skute¢né on. Je v§ak mozné, Ze postupoval
nasledujicim zptisobem. Uvazujme pravouhly trojihelnik s odvésnami @, b a pfeponou ¢ a dva
shodné ¢tverce o stran¢ a-+b.



Obr. 3.29

Druhy ¢tverec rozdélme na pét Casti: ¢tverec o strané€ € a opét Ctyii pravouhlé trojuhelniky
shodné se zadanym trojuhelnikem. Odeéteme-li v obou ptipadech od obsahu velkého Etverce
obsahy ¢tyt shodnych trojuhelniki, zbudou utvary, jejichz obsahy musi byt rovnéz shodné.

Pythagorejské Skole je rovnéZ pfipisovan vzorec, pomoci n¢hozZ lze nalézt nekonecné
mnoho pythagorejskych trojic (ne vSak vSechny):

(2k2+2K)%+(2k +D%=(2k2+2k+1)2,  tj. a=2k?+2k, b=2k+1, c=2k?+2k+1,

kde k je libovolné piirozené Cislo. Mozné zduvodnéni je patrné z nasledujicim obrazku.

c=2k*+2k+1=a+1

a=2k*+2k 1 Obr. 3.30

Piedpokladejme, 7¢ c=a-+1. Pak je b? a tedy i b liché, napt. b=2k+1; odtud
b? = 4k? +4k +1. Podle obrazku je a=1(b? —1)=2k2 + 2k a konetn& ¢=2k? + 2k +1,

Platontiv spis Menon obsahuje jiny vztah, ktery lze odvodit nasledujicim zptisobem.
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Obr. 3.31
Z obrazku je patrné, Ze druha mocnina sudého &isla je ¢islo sudé, (2p)? =4p? (a), a druhd
mocnina lichého &isla je ¢islo liché, (2p+1)2=4p (p+1)+1 (b). Obr. c) ukazuje, Ze je
(p+1)? = 4p+(p-1)>2. Je-li p ¢tvercem, tj. p=m?, pak 4p=4m? =(2m)? a tedy
(M?+1)?2 =2m)2+(Mm?-1)2, tj. a=2m, b=m?-1, c=m?+1,

kde m je libovolné ptirozené ¢islo.

V souvislosti s Pythagorejskymi trojicemi poznamenejme, ze v ¢inském spise Matematika
V deviti knihdch, ktery byl sestaven snad v prvnim stoleti naseho letopoctu, avsak shrnuje
poznatky z ptedchdzejicich staleti, je pouzito pravidlo, jehoz pomoci se v pravouhlych
trojiihelnicich docili racionalnich a celo¢iselnych stran. Toto pravidlo vychazi z identity:

[@T +(pa)’ {#JZ-

Na zavér této casti uved'me dikaz Pythagorovy véty, ktery je uveden v 1. knize
Eukleidovych Zdkladii napsanych kolem roku 300 pf. n. 1.

H H
e J 7/ J
G il G
C el ¢

Faomer L] X F<o—

Al Tx BE 4 b

DY E D v E

Obr. 3.32



Uvazujme takto:

Trojuhelniky FAB, CAD jsou shodné podle véty sus.

Obsah trojuhelnika FAB je roven poloving obsahu ¢tverce ACGF (FA je zakladna a
CA odpovidajici vyska trojihelnika FAB).

Obsah trojuhelnika CAD je roven poloviné obsahu obdélnika ADYX (AD je strana a
XA odpovidajici vyska trojuhelnika CAD).

Obsah c¢tverce ACGF je proto roven obsahu obdélnika ADXY (tim jsme zaroven
dokazali Eukleidovu vétu o odvésné).

Analogicky dokazeme, ze obsah ¢tverce BJHD je roven obsahu obdélnika EBXY.

Soucet obsahti ¢tvercii nad odvésnami pravothlého trojuhelnika ABC je proto roven
obsahu c¢tverce ADEB nad pieponou.



