41 VYVOJPOJMU FUNKCE

Cesta, ktera vedla k pojmu funkce v dnesnim smyslu, saha daleko do minulosti. Z dne$niho
pohledu bychom mohli za matematické vyjadieni zéavislosti pokladat jiz mezopotamskeé
tabulky z druhého tisicileti pfed nasim letopoétem, které obsahuji pievracené hodnoty, druhé
a tfeti mocniny a odmocniny pfirozenych &isel aj. Podobné ve starém Recku lze vysledovat
fadu tvah, o kterych bychom dnes fekli, Ze vyjadiuji funkéni zavislost; uved'me napiiklad
snahu Pythagorejcti o nalezeni zékladnich zakont akustiky, ktera vedla k urceni vztahu mezi
délkou a tloustkou struny a vyskou tonu. Redti geometii rovnéz studovali kiivky vzniklé
spojitym pohybem bodu, studovali jejich vlastnosti a formulovali kinematické zdkony jejich
vzniku. Uvahy vedouci k pojmu funkce se dale rozvijely ve stiedovéku a novovéku.

Stiredovéké pocatky: teorie forem

Pravzory mysSlenek funk¢éni zavislosti a jejiho grafického zndzornéni lze vysledovat ve
sttedoveke teorii forem. Tuto nauku zacal rozvijet John Duns (asi 1265—1308), ktery formou
rozum¢l jakousi smyslové vnimanou vlastnost véci, které existuji diive nez obecné pojmy. Na
néj pak navazal Thomas Bradwardine (1290-1349), ktery se pfiblizil pojmu okamzité
rychlosti, a dale potom Richard Swineshead (1340-1354), jenz uvazoval tzv. intenzitu
formy jako proménnou intenzita mnozstvi (mira tepla nebo chladu, fidkosti nebo hustoty,
rychlost mechanického pohybu aj.). Swineshead také zkoumal rizné priklady (Cisté abstraktni
povahy) zmén intenzit a hledal stredni intenzity za riznych podminek. V jeho praci mizeme
naptiklad nalézt znamy vztah pro primérnou rycholost pii rovnomérné zrychleném
(zpomaleném) pohybu, ktery bychom v dnesni symbolice zapsali ve tvaru
Vo =3V +Vy).

Slovy R. Swinesheada: p7i rovnomérném ristu intenzity je stredni intenzita za urcity casovy
interval aritmetickym prumérem pocdtecni a konecné intenzity. Swineshead ale uvazoval
intervalu (tfeba hodiny), rozdéleného v geometrickou posloupnost 1/2, 1/22, 1/23,..., rostou
podle aritmetické posloupnosti 1, 2, 3, ... V tomto piipad¢ ukézal, Ze stfedni intenzita se rovna

intenzité na druhém z téchto castecnych intervalii; tj. v dneSnim zapisu:

£1+i2+i3+:2

2 22 2
Patrné nejzajimavéj$im piedstavitelem tohoto sméru byl Mikula§ Oresme (1323-1382),
ktery zacal veliCiny a jejich vzéjemné zavislosti znazoriiovat graficky: intenzitu vyjadioval
useCkami — tzv. sirky (latitudo) kvalit nebo forem, které jsou vkladany do boda piimky
vyjadiujici extenzitu (napf. Cas) — tzv. délky (longitudo). Velikosti Sifek byly umérné
intenzitdm, vedeny mohly byt libovolnym smérem, nejlépe kolmo na ptimku délek:
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Kromé linedrnich kvalit, jejichz intenzity leZi na piimce, Oresme uvazoval i kvality rovinné
(intenzity v dvourozmérném prostoru, znazoriuji se télesy o rovinnych zakladnach) a télesné
(pfiblizeni k pfedstavé Ctyfdimenzionalniho prostoru, i kdyz ne zcela jasné). U linearnich
kvalit ptitom rozliSoval nasledujici typy:
1. rovnomeérné s konstantni intenzitou (v grafickém zndzornéni obdélnik),
2. rovnomeérné nerovnomerné (trojuhelnik nebo ¢tyithelnik se Sikmou horni stranou),
3. nerovnomérné nerovnomérné — vsechny ostatni:
a) jednoduché: Cara intenzity jednolitd a nesestava se z nékolika ¢asti; ¢ara muze
byt ,,raciondlni* (kruznice, elipsa) nebo ,,iracionalni®,
b) slozité: vznikaji kombinovanim $esti pfedchozich.

Novovéké pocatKky: zrod analytické geometrie

Vyznamnym krokem k dneSnimu pojeti funkce a jejimu grafickému znazornéni byl zrod
analytické geometrie, za jejiz zakladatele jsou obvykle povazovani Pierre de Fermat (1607 —
1665) a René Descartes (1596—1650). Fermat se touto ¢asti matematiky zabyval v praci
Uvod do studia rovinnych a prostorovych mist z roku 1637, ktera viak byla dlouho ifena jen
v korespondenci; tiskem vyila az posmrtn& v roce 1679. Regeno dnesnimi slovy, Fermat zde
napiiklad pouzival kartézské soufadnice a odvodil rovnice ptimek a kuzeloseéek. Lze Fici, Ze

se dostal dale nez Descartes, vliv jeho prace vsak nebyl tak velky.

Descartes se analytickou geometrii zabyval ve spisu Geometrie z roku 1637. Vyuzival
efektivni algebraickou symboliku, nacrtl zakladni mysSlenku vyuziti soufadnic a ukazal
souvislost mezi kiivkami v roving a algebraickymi rovnicemi o dvou neznamych. Jeho velkou
zasluhou bylo pfeneseni aparatu algebry do geometrie: pfi feSeni geometrické ulohy popsal
zadani délkami urcitych usecek (soutadnicemi), ptisluSné vztahy vyjadril algebraickymi
rovnicemi a feSenim téchto rovnic pak ziskal feSeni uvazované ulohy. Dnes$ni kartézské
souradnice jsou sice pojmenovany po tomto mysliteli, sdm Descartes vSak pouzival
soufadnice trochu odlisné: kladné souradnice nezavisle proménné znazornoval na poloptfimce,
V druhém — ovSem libovolném — sméru vynasel zavisle proménnou:
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Descartesova prace znamenala velky pokrok v chapani proménné veli¢iny a funkcni
vzdalenosti. Zavisle proménnd byla uvazovana jako délka usecky, kterd se rovnobézné
posouva a jeji koncovy bod vytvaii kiivku; nezavisle proménna pak predstavovala vzdalenost
krajniho bodu této Gsecky od pevné zvoleného bodu a urc¢ovala okamzitou polohu pohybujici
se usecky. Descartes rovnéz pouzival tzv. kanonicky tvar rovnic P(x)=0; na levou stranu se
pritom lze divat jako na funkéni predpis, kofeny piredstavuji pruseciky grafu funkce se
zakladni osou. Funkci Descartes tedy chapal jako urcity analyticky vyraz.

Descartes mél velky vliv na dal$i vyvoj — na jeho vysledky navazali naptiklad John Wallis,
Jan de Witt, Guillaume de I'Hospital, Isaac Newton, Leonhard Euler a mnozi dalsi.
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Podivejme se nyni na definici vlastniho pojmu funkce a na historii konkrétnich funkci, které
se ve §kolské matematice studuji.!

Definice pojmu funkce

Podle toho, co je dnes historikim matematiky znamo, se slovo funkce poprvé objevilo v roce
1673 v Leibnizové rukopise Inverzni metoda tecen neboli o funkcich. Pojem funkce je zde
chépan ryze geometricky a je pevné spojen s kiivkou: funkcemi krivky Leibniz rozumé¢l useky
na osach objevujici se pii konstrukci tecny a dalSich piimek a ktivek vztazenych k danému
bodu kiivky. Poprvé bylo toto pojeti slova funkce publikovano v roce 1692.

Prvni definici pojmu funkce v témét soucasném pojeti publikoval Johann Bernoulli
(1667—-1748) v roce 1718:

Funkci promeénné veliciny se nazyva velicina sestavend libovolnym zpiisobem z této
promenné veliciny a konstant.

Piesnéjsi definici podal v roce 1748 Leonhard Euler (1707-1783):

Funkce proménné veliciny je analyticky vyraz sestaveny libovolné z této proménné
veliciny a konstantnich velicin.

Euler si sam uvédomoval, Ze toto pojeti funkce jako analytického vyrazu neni
postacujici. V roce 1755 pak uvedl $irsi definici:

Kdyz nekteré veliciny zaviseji na druhych takovym zpiisobem, Ze pri zméné téchto samy
podléhaji zméné, pak prvni nazyvame funkcemi druhych. Tento nazev ma mimoradné Sirokou
povahu; zahrnuje vSechny zpiisoby, jakymi lze jednu velic¢inu vyjadrit pomoci jinych. Jestlize
tedy x oznacuje proménnou velicinu, pak vsechny veliciny, které jsou na x zavislé jakymkoli
zpiisobem nebo jsou jim urcené, se nazyvaji jeho funkcemi.

Vyznamnym matematikem, ktery ptispél k rozvoji nauky o funkcich, byl Joseph
Fourier (1768—1830), ktery narusil do té¢ doby vzité predstavy o tom, ze funkce musi byt
spojité; pripoustél vSak jen konecny pocet bodl nespojitosti. Piiklady ,,hodné* nespojitych
funkci se objevily pozdé€ji. Piipomenme, ze v roce 1829 uvedl Peter Lejeune Dirichlet
(1805-1859) znamy piiklad funkce, ktera je nespojitd v kazdém bod¢: funk¢éni hodnotu
definoval tak, Ze se pro raciondlni hodnoty proménné rovna urcité konstant¢ C a pro
iracionalni hodnoty se rovna jiné konstanté d. Dirichlet rovnéz podal moderni definici pojmu
funkce, v niz zduraznil jednoznac¢nost funkéni hodnoty i skutecnost, ze neni podstatné, zda
existuje vzorec, ktery by uvedenou zavislost popisoval:

v je funkce x, jestlize kazdé hodnoté x z daného intervalu odpovida jedind hodnota y.

V devatenactém stoleti se nauka o funkcich vyznamnym zpisobem rozvijela. Kromé
jiného se matematika musela vypotradat se sprdvnym zavedenim a pochopenim pojmi
spojitosti a derivace funkce v¢etné poznani, Ze existuji spojité funkce, které nemaji v Zadném
bod¢ svého defini¢niho oboru derivaci. Rozvijelo se rovnéz studium redlnych a komplexnich
funkci komplexni proménné a funkci vice proménnych.

Vznik teorie mnozin pak umoznil definici obecného zobrazeni jedné mnoziny do druhé,
kterou podal v roce 1887 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916). V definici vSak
stale ztistava nedefinovany vyraz ,,ptislusi:

! Podrobnosti o historickém vyvoji spolu sodkazy na daldi zdroje &tenat nalezne napiiklad v praci
A. Kopackové: Fylogeneze pojmu funkce, in: Matematika v proméndch vékai 11, Prometheus, Praha 2001, str. 46—
80, a v &lanku J. Simsi: Funkce — od hodnot k distribucim, in: Matematika, Sfyzika a jejich lidé, Prometheus,
Velké Meziti¢i 2002, str. 32-58.



Pod zobrazenim ¢ néjakého systému S se rozumi pravidlo, podle néhoz kazdému
urcitéemu prvku s systemu S prislusi jedna urcita véc, ktera se nazyva obrazem s a oznacuje se
pomoci @(S), rikame také, Ze ¢(S) odpovida prvku s, zZe ¢(S) vznikne nebo se vyrobi

Z S pomoci zobrazeni @, Ze s prechdzi na ¢(S) zobrazenim ¢ .
Ve 20. stoleti jiz bylo zobrazeni chapano jako uspofadana trojice (f,X,Y), kde X, Y

jsou neprazdné mnoziny (v piipadé funkce jsou to podmnoziny nékteré¢ho ¢iselného oboru),
f < X xY akazdy prvek xe X je prvnim prvkem pravé jedné usporadané dvojice z f.



