4.2 GONIOMETRICKE FUNKCE

Goniometrie a trigonometrie

Slova goniometrie a trigonometrie jsou feckého ptivodu; goniometrie znamena v doslovném
prekladu méteni uhlu, trigonometrie znamena méfeni trojuhelnika (uréeni jeho stran a uhlt ze
tti danych prvki). Podstatnym podnétem pro rozvoj trigonometrie byla astronomie, nezbytna
mimo jiné pro moteplavectvi, které¢ vyzadovalo spravné urovani kurzu lodi na Sirém mofi
podle polohy nebeskych téles. Stejné tak byl rozvoj rovinné 1 sférické trigonometrie
podnécovan potifebami sestavit presné zemépisné mapy, ur€it vzdalenosti na zemském
povrchu, urcit spravnou orientaci budov (naptiklad mesit, které musi vzdy sméfovat smérem
k Mekce).

Antika

Urc¢ité zarodky trigonometrickych znalosti 1ze vystopovat jiz ve starovékém Egypté, kde byly
pii stavbé pyramid a vyméfovani pozemkli pouzivany véty o pomérech stran v podobnych
trojuhelnicich. Ve starovéké Mezopotamii se urCité trigonometrické Uvahy rozvijely
v souvislosti s astronomii; hledaly se zde délky tétiv. Od mezopotamskych astronomi pievzali
jejich poznatky staif Rekové, jak o tom svédéi mimo jiné i déleni kruhu na 360 dild.

Za zakladatele trigonometrie je obvykle povazovan Hipparchos (2. stol. pf. n. 1.), ktery
podle komentaiti pozdéjsich autorti napsal 12 knih o pocitani tétiv a sestavil tabulky udavajici
délky tétiv prislusejicich rtiznym stfedovym uhlim v kruznici o daném poloméru. V dnesni
terminologii se jednalo o tabulky dvojndsobk sint polovin stfedovych thll (viz nasledujici
obrazek).

Kolem roku 100 n. 1. napsal rozsahlé dilo o pocitani s tétivami Menelaos z Alexandrie;
Z tohoto dila se dochovala jen ¢ast vénovana sférické trigonometrii.

V dne$nim znadenti:
A _
1| AB|=R-sin%,
pro délku tétivy AB tedy plati:
|AB|=2-R-sin¢.

Zvolime-li R=1, bude

| AB|=2-sin%.
Obr. 4.3

Hipparchovo a Menelaovo dilo zavrSil Claudius Ptolemaios (2. stol. n. 1.), ktery napsal
spis Megalé syntaxis (Velka skladba, arabsky Almagest), kde popsal svou geocentrickou
soustavu a systematicky vylozil trigonometrii tétiv.

Ptolemaios vysel z véty, ktera je dnes po ném pojmenovana (i kdyz ji znal jiz
Hipparchos): Obsah obdélnika, sestrojeného z uihlopricek ctyrihelnika vepsaného do

kruznice, se rovna souctu obsahii obdélnikii sestrojenych z protilehlych stran tohoto
ctyruhelnika. Diky této vét€ pak vypocital ze zndmych tétiv dvou uhla tétivu souctu,
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polovi¢niho rozdilu a dvojnésobku téchto thl.

Ptolemaios rovnéz dokazal, Ze pro C
libovolny trojuhelnik ABC plati sinova

véta, kterou dnes zapisujeme ve tvaru:

a __b __c
sine sing  siny

(Ptolemaios ovSem nehovofil o sinech,
ale o tétivach). AL B B Obr. 4.4

Ptolemaios délil kruh na 360 a pramér na 120 shodnych dili a vyjadioval jejich zlomky
Vv Sedesatkové soustaveé. Pti vypoctu tétiv postupoval tak, ze do kruZnice vepisoval pravidelné
mnohouhelniky se 3, 4, 5, 6 a 10 stranami. To mu umoZnilo vypocitat délky tétiv
odpovidajicich sttedovym uhlim o velikostech 120°, 90°, 72°, 60° a 36°. Diky metod¢ urceni
tétivy odpovidajici polovicnimu stfedovému thlu a s vyuzitim interpolace pak Ptolemaios
s mimotadnou presnosti pocital délky tétiv odpovidajicich uhlim od 0,5° do 180° s krokem
0,5°, coz odpovida sinlim od 0,25° do 90° s krokem 0,25°.

Dodejme, Ze Menelaos, Hipparchos a Ptolemaios se sousttedili pfedev§im na sférickou
trigonometrii, kterd méla zasadni vyznam v astronomii. Trigonometrii rovinnou rozvijeli spise
jako pomocnou védu pro vypocty tabulek tétiv a k dokazovani vét sférické trigonometrie.

Stiredovéka Asie

V dobé€ od 5. do 12. stoleti byla trigonometrie rozvijena predev§im v Indii. Pfi vypoctech zde
zacCala byt uzivana polovina tétivy odpovidajici sttedovému uhlu, tedy — budeme-li uvazovat
jednotkovy polomér — sinus v dne$nim smyslu. Indové rovnéz zavedli funkci kosinus a znali
vzorce

cosa =sin(90°—a), sin? ¢ +cos? o =1.
Stejné tak pouzivali vzorce pro funkce souctu a rozdilu dvou uhla.

Nejstarsi indicky spis obsahujici trigonometrii funkce sinus pochazi od Aryabhaty a byl
sepsan kolem roku 500 n. l.; jedné se zaroven o nejstarSi dochovany indicky astronomicky
spis viibec. Mimotadné ptesnosti dosahl Bhaskara ve 12. stoleti (napfiklad pro sinus 3°45°
nalezl hodnoty sinu a kosinu lisici se od piesnych hodnot o 0,000 000 01 poloméru).

Dale se trigonometrie rozvijela ve stfedni Asii. Syrsky astronom Albattani (zemiel roku
929 n. 1.) zavedl na zéklad¢ pozorovani vysky slunce pomoci vertikalni tyce a jejiho stinu
funkci, kterou dnes oznaCujeme — pro ty¢ jednotkové délky — jako kotangens, a sestavil
tabulku obsahujici hodnoty této funkce pro thly rostouci po 1°. Astronom Abu Lvafa sestavil
v 10. stoleti tabulku hodnot funkce tangens jako délku stinu vrzeného horizontalni ty¢i dané
délky na vertikalni sténu. Asijsti védci oznacovali funkce kotangens a tangens jako primy stin
a obraceny stin, latinsky umbra recta a umbra versa; latinské nazvy tangens a kotangens se
objevily v Evropé az v 16. a 17. stoleti.
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Evropa

Z evropskych matematiki je tfeba zminit Johanna Miillera z Konigsbergu u Hassfurtu (1436
az 1476), nazyvaného podle latinského nazvu jeho rodist¢é Regiomontanus. Jeho spis
O trojuhelnicich vselikych knih patero (sepsan v letech 1462—1464, publikovan 1533)
predstavuje prvni evropskou praci, kde byla trigonometrie chépana Siroce jako samostatna
matematicka disciplina. Regiomontanus ptevzal velkou ¢ast vysledk z arabské literatury,
zaslouzil se vSak o vyborny vyklad doplnény fadou vlastnich dil¢ich vysledkii a originalnich
dikazt. Podstatné je, ze vylozil trigonometrii jako samostatnou védu, nezavislou na
astronomii. Zavedl také funkci tangens, ktera byla do té doby v Evropé neznama. Pri
vypo€tech Regiomontanus uvaZoval polomér kruznice 10 000, resp. 10 000 000;
goniometrické funkce tedy vyjadfoval v desetinnych zlomcich a upustil od vypocti
Vv Sedesatkové soustave.

Dalsi pokrok ve vyvoji trigonometrie ptedstavuje spis O pohybech téles nebeskych,
ktery napsal slavny polsky hvézdar Mikulas Kopernik (1473 —1543).

Zatim byly goniometrické funkce zavadény na zakladé kruznice, jejiz polomér se
nazyval sinus totus (up/ny sinus; nejvétsi hodnota, jiz sinus pro dany polomér nabyval).
Koperniktiv zdk Georg Joachim Rhaeticus (1514 —1574) vysel pti definici goniometrickych
funkci z pravothlého trojuhelnika, jehoZ ptepona byla polomérem kruznice, na niz se métily
piislusné oblouky. Sestavil sedmimistné tabulky funkci sinus, kosinus, tangens, kotangens,
sekans, kosekans, sinus totus a sinus versus. Pfipomefime, Ze pro pravouhly trojuhelnik
S jednotkovou pteponou Ize uvedené funkce zndzornit ndsledujicim zptisobem:

E F sinustotus o =1=5sin90° =|OA|
4 sinusversus o =1—cosa =|BD)|

| sina =|AB|, cosa =|OB|

G tga =|CD|, cotga =|EF|

O B |D seca =|OC|, cosec a = |OF|

Obr. 4.6

Jednotkovy polomér vSak dusledné zavedl teprve Leonhard Euler (1707—-1783), ktery
dal trigonometrii jeji nyné&jsi podobu. Ve svém spise Uvod do analysy z roku 1748 vybudoval
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trigonometrii jako védu o goniometrickych funkcich, zavedl vhodnou symboliku (strany
trojihelnika oznacdil malymi pismeny latinské abecedy, jim protilehlé twhly oznacil
odpovidajicimi pismeny velké abecedy, coz umoznilo vyhodnou cyklickou zdménu),
goniometrické funkce oznacil zkratkami sin Z, tang Z, cos Z aj. Cely souhrn goniometrickych
vzorcu Euler odvodil z nékolika zékladnich vztaht. Nalezl rovnéz souvislost goniometrickych
funkci s imaginarni jednotkou:

eX =cosx+isinx,

a diky tomu ukazal krasny a ptekvapivy vztah mezi konstantami e, i, 7, které¢ spolu na prvni
pohled nemaji nic spole¢ného:

eir =—1.

Triangulace a rozméry Zemé

Dodejme, Ze trigonometrie zdsadnim zptusobem pfispéla — kromé astronomie — také k poznani
skuteénych rozmért Zemé. V roce 1614 provedl Willebrord Snellius (1581 —1626) méfeni
¢asti poledniku pomoci triangulace, tedy zptisobem, ktery se pouzivd i dnes. VysSel ze
zakladny o délce 87 rynskych prutl (asi 326 m) a vhodnym skladanim trojuhelniki dospél
K urCeni vzdalenosti mezi dvéma body téhoz poledniku. Odtud vypocital délku zemského
kvadrantu, ktera by v pfepoctu na dnesni jednotky Cinila 10 004 km.

Ke konci 17. stoleti bylo provedeno vyznamné méfeni ¢asti zemského poledniku mezi
Dunquerkem a Barcelonou, jehoz se zucastnila fada francouzskych védci, naptiklad astronom
Pierre Frangois André Méchain a Jean Babtiste Delambre. Z vysledki méfeni byla vypoctena
délka c¢asti zemského poledniku se stfedovym uhlem 1° a délka ctvrtiny poledniku. Tyto
hodnoty byly urCeny vtehdy pouzivané francouzské délkové mite tois (1 949m).
Desetimiliontina ctvrtiny poledniku byla nazvana metr (métre) a zavedena jako zakonna
jednotka délkové miry ve Francii a pozdé&ji 1 ve vétSin€ ostatnich civilizovanych zemi.



