8 Afinita

Afinita je strucny nazev pro afinni transformaci prostoru, tj. vzajemné jednoznacné
afinni zobrazeni bodového prostoru A, na sebe.

Poznamka. ,Vziajemné jednoznacnym zobrazenim“ rozumime zobrazeni, které je
zaroven , prosté“ a ,na mnozinu“.

Afinita mé stejné analytické vyjadieni jako obecné afinni zobrazeni, viz (I6]), (I7)
nebo (I8). Vzhledem k tomu, Ze se jedna o vzajemné jednoznacné zobrazeni, je
akorat matice afinity ¢tvercova a regularni. Afinitu tak lze zapsat maticovou rovnici

X' =A-X+ B, (24)
kde A je regularni ¢tvercovd matice n—tého fadu a X, B a X' jsou matice typu
(n,1). Jako ptiklady si uvedme afinity prostora A, a As.

Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné zvolené
linearni soustavé souradnic dano rovnicemi:

f: I‘/ = a1 xr + aioy + bl

, 25
Yy = anx + axny + b (25)

které mtizeme zapsat jednou maticovou rovnici ve tvaru
! aip a2 L b1

: — : + , 26

= el B ) e

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru A3 mtzeme zapsat soustavou rovnic

Coa
g: Ty = a111 + aipr2 + aizrs + bl
/
Ty = anr1 + apnry + axp3rz + b, (27)
Ty = a3xr; + azpry + asrs + b3

nebo jednou maticovou rovnici

/
€y ailr ai2 ai3 X1 by
. rl
qg: To| = |G21 Q22 A23] * [T2 + b2 . (28)
/
L3 as; azz2 as3 X3 b3

PRIKLAD 8.1. Zdivodnéte, pro¢ ze skutecnosti, Ze afinita je vzdjemné jednoznac-
nym zobrazenim, vyplyvad, Ze jeji matice je requldrni.
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8.1 Afinita v roviné

Budeme uvazovat specidlni pfipad afinniho zobrazeni, kdy prostory A, a A/ sply-
nou. Ptijde nam tak o vzadjemné jednozna¢né zobrazeni prostoru A,, (v nasem pripadé

E») na sebe.

Definice 21. Vzajemneé jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru FEo na sebe
nazyvame ,afinitou” prostoru Es nebo ,afinni transformaci prostoru Es.

Poznamka. Mnozina afinit v roviné spolu s operaci skladani geometrickych zobra-
zeni tvori grupu, tzv. ,afinni grupu roviny“. Obecné formulaci této skutecnosti je
vénovana vétald2 na str. B4l

8.2 Rovnice afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Fs, které bodu X = [z,y] pfifazuje obraz X' =
[',9'], je mozné zapsat rovnicemi

f: x’ = an1xr + any + bl

29
Yy = anr + axny + b (29)

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic (29), je afinitou
v roviné. Soustavu (29) muzeme zapsat také pomoci matic

X aln a x b
[ - oGz | T 0 (30)
Lo a1 a22 L2 ba
Potom fekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou rovnici

X' =A-X+ B,

1‘/ L1 ailr a2 b1
kde X' = | 1|, X = , A= a B = .

Ty L2 21 a22 by
Odvodime si vyse uvedené analytické vyjadieni (29) afinniho zobrazeni f roviny na
sebe (zkracené ,afinity“ v roviné). Zakladni myslenka tohoto odvozeni je ilustrovana
Obr.28. V roviné A mame dvé afinni soustavy soufadnic (repéry), ,soustavu vzora*
a = {P;é1, &} (je urcena pocatkem P a bazi {€1, &} vektorového zaméfeni prostoru

Ay) a ,soustavu obrazi® w = {Q;dy,dy} (urCena pocatkem @ a bazi {di,ds} vek-
torového zaméteni prostoru Ay). Pfitom repér {P; ey, 3} se pisobenim uvazované
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afinity f zobrazi na repér {f(P); p(€1), ¢(€2)}, kde ¢ homomorfismus (linearni zob-
razeni) asociovany k f. Obrazem bodu X = [z1, 9] je bod f(X) = X' = [2], x5].
Vztah mezi soufadnicemi f(X) a X najdeme tak, ze bod f(X) vyjadiime vzhledem
k obéma repériim {Q;dy, ds} a {f(P); p(€1), ¢(é2)} (viz Obr. E8) a tato vyjadieni
porovname.

Obrazek 28: Zobrazeni bodu X v afinité f v roviné

Necht f je afinni zobrazeni prostoru A, na sebe a ¢ je homomorfismus asociovany
k f. Potom obrazy ¢(é7), p(€3) vektori baze {é1, €3} miuzeme vyjadrit rovnicemi

p(er) = a11j1 + Cl21(f2, (31)

—

p(er) = arady + asyds, (32)

kde koeficienty a;; jsou soufadnice vektort ¢(€7), ¢(€2) vzhledem k bazi {dy,d>} a
pro obraz f(P) pocatku P repéru a mizeme psat

f(P) = Q +bid + bads, (33)

kde [by, bs] jsou jeho soutadnice vzhledem k repéru w.

Nyni uré¢ime vztah mezi soutadnicemi libovolného bodu X € A, a jeho obrazu
X" = f(X) € As. Nejprve kazdy z téchto bodu zapiSeme v prislusném repéru, bod
X v repéru «, bod f(X) pak v repéru w,

X = P+ x1€1 + 2963, (34)

f(X) = Q + zid) + zhdy. (35)

Potom, s vyuzitim vlastnosti zobrazeni f a ¢, zapiSeme obraz bodu X ve tvaru

f(X) = f(P+z1€1 + 2263) = f(P) + p(w1€1 + 2265) = f(P) + 2100(€1) + 1200(E2).
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Po dosazeni z (31]), (32)) a (B3) dostavame
f(X)=Q+ bld_)l + 52652 + 1‘1(@11071 + a21dé) + $2(CL120T1 + CLQQCZZ).

Po tpravé a porovnani koeficientt pii d; s vyjadienim (B3]) dostavame hledané rov-
nice afinity f v roviné

f . $’1 = a1y + a12x9 + bl,
$’2 = Q911 + Q229 + bg. (36)

Nyni jesté uréime rovnice asociovaného zobrazeni ¢. Necht vektor @ € V5 se zobrazi
do vektoru (i) € Va. Pro soufadnice vzoru « a obrazu ¢(u) plati

U = U151+UQ52, (37)
p(@) = uhdy + hydy. (38)

Na (B7) aplikujeme zobrazeni ¢ a upravime dle ([B1) a (32]). Dostaneme
o(U) = urp(€r) + uap(€z) = ui(anndy + ands) + uz(ajad; + agads).
Po tpravé a srovnani s (38]) dostaneme hledané rovnice asociovaného zobrazeni :

/
QU = apug + ajpus,

u'2 = a91U] + a99Us. (39)

Soustavu rovnic afinity v roviné (36) muzeme zapsat také pomoci matic, takto
37/1 | a1 az 1 bl
/ - ) + )
Ty as1 A99 T b2

X' =A-X+B.

struc¢néji pak ve tvaru

8.3 Veéta o urcenosti afinity v roviné

Véta 36 (O urcenosti afinity v roving). Necht K, L, M o K', L', M’ jsou dvé skupiny
nekolinedrnich bodu v roviné. Pak existuje jedind afinita f této roviny, kterd body
K, L, M zobrazuje v daném potadi na body K', L', M’.

Dikaz. Vyuzijeme (29). Afinita f musi byt ddna takovymito rovnicemi. Ukézeme,
ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jednoznacné, tj. existuje
jedina Sestice ai1, ai9, as1, ase, by, be, kterd tuto afinitu specifikuje.
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Pro jednotlivé dvojice bodl ,vzor — obraz“ dostaneme nasledujici rovnice:

Kky, ko] — K'[K], EY):

arrky + aioks + by = ki, (40)
ao1 k1 + ag9ks + by = k,2 (41)
L[ly, 5] — L'[l}, 15]:
arrly + agaly + by =13, (42)
@21[1 + CLQQZQ + bg = l’Q (43)
Mmy, mg] — M'[mf, mb):
aiymy + ajgms + by = mj, (44)
ag1my + agsomse + bg = m’2 (45)

Pro znamé soufadnice bodu K, L, M, K’ L', M' tak mame soustavu 6 rovnic o 6
neznamych a1, aio, asi, ase, b1, by. Zajima nas, za jakych podminek ma jediné reseni.
Tyto podminky by se mély shodovat s obsahem véty 6. Po detailnim prozkoumaéani
rovnic (40)—([3) je patrné, Ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné nezavislé
soustavy 3 rovnic o 3 neznamych: soustavu rovnic (40), (42) a (44) o neznamych
ai1, a1, by a soustavu rovnic (41l), ([43) a ([45) o nezndmych asq, ase, by. PFitom prvni
z téchto soustav ma rozsifenou matici

ey ke 1K,

Lo 1) |, (46)
my my 1|m]

druha ma potom rozsirenou matici

ki ko 1] K
Il 1110 |. (47)
my my 1|mj

Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych stran).
Aby mély obé soustavy jediné Teseni, musi byt determinant této matice rtizny od
nuly, tj.

ki ko 1
Iy Iy 1]#0. (48)
my me 1
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Determinant v (48)) snadno spoc¢itame eliminaci jednicek na pozicich (2,3) a (3, 3)
postupnym odectenim prvniho radku od druhého a tretiho fadku a naslednym rozvo-
jem takto upraveného determinantu podle tretiho sloupce. Dostaneme tak podminku

lLh =k ly— ko
ml—kl mg—k2

40, (49)

ktera je splnéna pravée tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé, tj. body
K, L, M nelezi v primce.

Ted zbyva dokézat, ze kdyz body K, L, M nelezi v pfimce, ani body K', L', M’
nemohou lezet v pfimce. Tentokrat vyuZijeme maticovou rovnici afinity X' = A -
X 4 B. Pro uvedené dvojice bodi plati:

K'=A K+B, (50)
L'=A-L+B, (51)
M =A-M+B. (52)

Dukaz provedeme sporem. Predpoklddame, ze K, L, M nelezi v primce a zaroven
body K', L', M' lezi v piimce. Potom existuje j € R takové, ze L' — K' = j(M'— K’).
Po dosazeni z (50)—(52) a vynasobeni obou stran rovnice zleva matici inverzni k A
dostaneme L — K = j(M — K), coz je spor s predpokladem nekolinearnosti bodu
K,L, M. Body K', L', M’ tedy také nemohou lezet v pfimce.

[l

8.4 Afinita prostoru A,

Definice 22. Vzdjemneé jednoznacné afinni zobrazeni afinniho prostoru A, na sebe
nazyvame ,afinitou” prostoru A, nebo ,afinni transformaci prostoru A, “.

Véta 37 (O urcenosti). Necht My, My, My, ..., M,, a M, M{, My, ..., M jsou dvé
skupiny (n + 1) linedrné nezdvislych bodi afinniho prostoru A,. Pak existuje je-
dindg afinita f prostoru A,, pro kterou

f(MZ)ZMZ,, iZO,l,...,n.

Jestlize v uvedené vété urcime pomoci dvou jmenovanych skupin linearné nezavis-
Iych bodi dvé afinni souradnicové soustavy prostoru A, pak tyto soustavy urcuji
prislusnou afinitu f uvazovaného prostoru.
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Véta 38. Necht v afinnim bodovém prostoru A, jsou ddny dvé afinni soutadnicové
soustavy A, = {P;ée1,és,....e,}; A, ={Q;dy1,ds, ..., d,}. Pak existuje jedind afinita
prostoru A, pro kterou

f(P) =@

a asoctované€ zobrazeni ¢

o(€;) = d, i=12 ...n.

8.5 Rovnice afinity prostoru A,

Afinitu prostoru A, chdpeme jako specialni pfipad afinniho zobrazeni z A, do A’,,,
kde m = n. Potom je tato afinita urcena rovnicemi

n

x; :Zaijxj—l—bi, 1= 1,...,n (53)
J
zobrazujicimi bod X = (z1, ...,x,) do bodu X' = (21, ..., 2),). Zobrazeni asociované

n

u;:Zaijuj, 1= 1,...,n (54)

J

zobrazuje vektor @(uy, ..., u,) do ' (u}, ..., ul).

PRIKLAD 8.2. Urcete afinitu v roviné As, ve které pri dané soustavé soutadné se
bod B = [0,0] zobrazuje do bodu B' = [1,0], bod C = [1,0] do bodu C'" = [0,1] a bod
D =[0,1] do bodu D' =[0,0].

8.6 Modul afinity

Protoze afinita prostoru A, je zobrazeni vzajemné jednoznacné, pro determinant
afinity dané rovnicemi (53) plati

aip aiz ... Qip
az1 G2 ... d2p

§ = £ 0.
Ap1 Ap2 ... QApp

Tento determinant se nazyva modulem afinity. Da se ukézat, ze modul afinity
nezavisi na volbé baze uvazovaného prostoru.
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Nyni se budeme zabyvat vlastnosti modulu afinity, ktera je metricka, tj. zavisla
na existenci skalarniho soucinu. Proto se v dalsim omezime ve svych tvahach na
eukleidovské prostory, presnéji na Fs a Fs.

PRIKLAD 8.3. Urcete afinitu v Ay, je-li obrazem bodu B = [6; —2] bod B’ = [1;1]
obrazem vektoru © = (2;1) vektor @' = (4;2) a vektoru v = (—1;2) wvektor
(—3;6). Porovnejte obsahy trojihelniki BCD a B'C'D', kde C = B+, D = B+
aC'=B+u,D =B +7.

Véta 39. Necht [ je afinita v prostoru E3 (resp. Es), kterd md modul 6. Necht U je
meéritelny utvar v Es (resp. Ey), ktery md objem V' (resp. obsah V). Necht obrazem
utvaru U v afinité [ je dtvar U, ktery md objem V' (resp. obsah V'). Potom plati

V=] V. (55)

.

1;
v

=4 I

Diikaz. Mira méfitelnych ttvart v Ej (resp. F») je definovdna pomoci rovnobéznos-
tént (resp. rovnobéznikl). Proto se v dikazu omezime na afinni zobrazeni rovno-
béznosténtt v E3 a rovnobéznikt v Es. Necht v F3 je rovnobéznostén urcen trojici
nezavislych vektoru u, v, w, které maji ve zvolené bazi souradnice © = (uq, us, us),
U = (v1,v9,v3), W = (wy,ws,ws). Obrazy téchto vektori v zobrazeni ¢ asociova-

ném k afinité [ oznatme @ = p(v), v = (), W = p(w) a jejich souradnice

u = (ul,uy, uy), U= (v, vh,v5), W = (Wi, wh,wsy). V afinité f a zobrazeni ¢ plati

dle vztahu (54)

3 3
u;, = E aug, E aivj, W, = E ajw;; i=1,2,3 (56)
i = i, ijVj, Wi = ijWis 1= 1,2,0.
: =

J=1 J=1

Objem V' zobrazeného rovnobéznosténu U’ uréime znadmym vztahem smiSeného
soucinu, stejné tak objem V' rovnobéznosténu U:

uy uh o uf Uy up U3
o / / / _
Vi=|wv vy vy |, V=|v vy vs]|. (57)
wi wh wh wp wy ws

Dosazenim (B6]) dostaneme

3 3 3
D AU, Y gy, Y a3y
j=1 =1 j=1
3 3 3
Vi=1 Y ayvy, Y avy, Y azv; |, (58)
=1 j=1 =1
3 3 3
D 1wy, Y Agjwy, Y a3jw;
j=1 j=1 j=1
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coz lze zapsat soucinem

ailr a2 a13 up Uz U3
/
Vi=|as ax ag3 |+ | V1 U2 Us (59)
a31 azz2 Aas3 w; W2 W3
a tedy
Vi=§-V. (60)

Pokud je § < 0, pak lze znaménko minus vytknout, tj. V! = —§ - (=V'). Ve druhém
determinantu pak zaménime poradi sousednich radkt, napt. prvniho a druhého.
Pro obsahy vzoru a obrazu méfitelného utvaru v EFy zfejmé staci, uvazime-li obsah
V' libovolné zvoleného rovnobéznika urc¢eného linedrné nezavislymi body M, N, P a
jeho obrazu v dané afinité uréeného body M’, N, P'. ]

8.7 Afinita prima a neprima, ekviafinita

Definice 23. Je-li modul afinity kladny, nazyva se ,afinita prima“. Afinita se zd-
pornym modulem se nazyvd ,neprimd”“. Afinita, jejiz modul se rovnd v absolutni
hodnote jedné, se nazyvd ekviafinni afinita, strucné ,ekviafinita®.

PRIKLAD 8.4. Urcete rovnice a modul afinity f : F3 — Es, v niZ se body
K[0,0,0], L[1,4,0], M[-1,0,6], N[4,5,8] zobrazi na body K'[1,1,1], L'[-2,9,6],
M'[0,—5,12], N'[0,3,26]. Rozhodnéte, zda se jednd o afinitu primou ¢i nepfimou a
zda je to ekviafinita.

Reseni v programu wxMaxima:

(%125) rl:bl=1; r2:b2=1; r3:b3=1; rd:all+4xal2+bl=-2; rb5:a21+4*a22+b2=9;

r6:a31+4*xa32+b3=6; r7:-all+6*al3+bl=0; r8:-a21+6*a23+b2=-5;
r9:-a31+6*a33+b3=12; r10:4*all+b*xal2+8*al3+b1=0;
r11:4*xa21+5*xa22+8*a23+b2=3; rl12:4*a31+5*xa32+8*a33+b3=26;

b2 +4a22+a21 =9
b3 +4a32+ a3l =6

(0025)
(70026)
(Y0027)
(%028) b1 +4al2 + all = —2
(70029)
(70030)
( )bl +6al3—all =0

%031
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(%032) b2 + 6a23 — a2l = —5

(%033) b3 + 6a33 — a3l = 12

(%034) bl +8al3+5al2+4all =0

(%035) b2 +8a23 +5a22 +4a21 =3

(%036) b3 + 8a33 + 5a32 + 4a3l = 26

(%137) res:solve([rl,r2,r3,r4,r5,r6,r7,r8,r9,r10,r11,r12],
[all,al12,al13,a21,a22,a23,a31,a32,a33,b1,b2,b3]) [1];

(%037) [all = 1,al12 = —1,a13 = 0,a21 = 0,022 = 2,a23 = —1,a31 = 1,a32 =

1,a33=2,01 =1,b2=1,b3 = 1]

(%138) ev([xl=all*x+al2*y+al3*z+bl,yl=a2l*x+a22*y+a23*z+b2,
z1=a31*x+a32*y+a33*z+b3] ,res);

(%038) [zl =—y+ox+1lLyl=—24+2y+1,21=224+y+x+ 1]

(%140) A:ev(matrix([all,al2,al13],[a21,a22,a23],[a31,a32,a33]),res);

1 -1 0
(%040) {0 2 -1

1 1 2
(%142) determinant(A);

(%042) 6

8.8 Cviceni — Afinita

65. Uvedte maticové zapisy nasledujicich transformaci:
a) stfedova soumérnost se stfedem v pocatku,

b) stiedova soumérnost se stfedem v bodé [5, 10],

¢) osova soumérnost podle souradnicové osy x,

d) stejnolehlost se stfedem v poc¢atku soustavy soufadnic a s koeficientem xk = 2,
—1
e) stejnolehlost se stfedem v pocatku soustavy souradnic a s koeficientem x = -

Vyuzijte applet na GeoGebraTube: tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT
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