2 Afinni zobrazeni

Afinni zobrazeni v roviné (prostoru) je prikladem transformace roviny (prostoru)
na sebe. Kazdému bodu X roviny F, (prostoru Ej3) prifadi bod X' = f(X) téze
roviny pri zachovani urcitych vlastnosti. Dilezitym pojmem pii zavedeni afinniho
zobrazeni je délici pomeér.

2.1 Délici pomér

Délicim pomérem zde rozumime c¢islo, které jednoznacné udava polohu bodu na
pfimce vzhledem ke dvéma pevné danym bodim této primky.

A C B

Obrazek 8: TTi kolinearni body

Definice 11 (Délici pomér). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tri kolinedrni body). Délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodum A,
B rozumime redlné cislo \, které zapisujeme (ABC'), a pro jehoZ absolutni hodnotu

plati
_|AC]

i 1
e )
pritom pro bod C' lezici vné usecky AB je (ABC) > 0 a pro bod C' leZici uvoniti AB
je (ABC) < 0. Pro C' = A je zreymé (ABC) = 0.

((ABC)]

Poznamka. Uvedend definice zavadi délici pomér pomoci podilu vzdalenosti bodu
C' od danych bodid A, B. Protoze vzdalenosti jsou kladné, neptinasi jejich podil
zadnou informaci o znaménku déliciho poméru, kterému pak musi byt vénovana
zvlastni ¢ast definice. Tomu se vyhneme, pokud pouzijeme k zavedeni pojmu délici
pomér odpovidajici vektory definované prislusnou trojici bodi, viz Obr[d.

t i€ t
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Obrazek 9: Délici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B

Definice 12 (Délici pomér 2). Necht A, B,C; A # B, C # B, jsou tri body leZici
na primce (tj. tri kolinedrni body). Potom ¢islo A definované rovnici

C—A=\C - B) (2)

znacime (ABC) a nazyvame délicim pomérem bodu C' vzhledem k bodim A, B.



Poznamka. Ve vztahu (2)) je obsazena kompletni informace o ¢isle A, tj. o jeho
absolutni hodnoté i o znaménku. Pro snazsi zapamatovani si mtzeme (2)) pfepsat
do tvaru

_C-A

- C-B

ktery sice neni formalné spravné, ale jasné koresponduje se vztahem ([II). Smysl ziska
az dosazenim soufadnic bodt A = [a1;a2], B = [b1;ba], C = [c1;¢2) :

A

1 —ax Co — Qg
A= -

cp— b Cz—bz'

PRIKLAD 2.1. Urcete délici pomér (ABS) stredu S tsecky AB vzhledem k jejim
krajnim bodum A, B.

PRIKLAD 2.2. Pro body A, B,C plati (ABC) = \. Zapiste pomoci )\ délici po-
mery (BAC), (CBA),(ACB),(CAB) a (BCA).

Reseni: Vztah (2) pro (ABC) = X piepiseme do tvaru A = AB + (1 — A\)C. Odtud
1 1 1
po vydéleni \ dostaneme B = XA + (1 — X)C Odtud je zfejmé, ze (BAC) = X

Poznamenejme jesté, ze ke stejnému vysledku vede také toto odvozeni: (BAC) =
C—-B 1 1

C-A A~ X

Analogicky odvodime vyjadreni dalSich délicich poméri v ramci dané trojice bodu:

(CBA%:X%TJACByzl—AJCAB%:1iAa(BCA%:1—l.

A

PRIKLAD 2.3. V roviné jsou ddany dva pevné body A, B. Urcete mnoZinu vsech
bodu X teto roviny, pro ktere plati

kde k je redlnd konstanta.

Reseni: Hledanou mnozinou je kruznice, které je zndma jako ,, Apolloniova kruznice®.
Nalezeni jeji rovnice si usnadnime vhodnym umisténim bodt A, B vzhledem k sou-
fadnicovym osam. Konkrétné je umistime na osu z tak, ze A = [—a,0] a B = [a, 0],
kde a € R. Potom ma vysetfovana mnozina bodt X = [z, y| rovnici

~a(k*+1) 2+ ,  4adk?
T TR YT e

ktera skutecné odpovida kruznici.
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2.2 Barycentrické souradnice

Vyse uvedené skutecnosti nds mohou privést k moznosti vyjadieni polohy bodu
nezavisle na volbé soustavy souradnic. Bod C' miizeme, pti zvolenych bodech A, B,

zapsat takto:

1 )
C_l—AA_l—)\B'

Jedna se o priklad tzv. barycentrickych! soufadnic.

Barycentrické souradnice vzhledem ke dvéma bodium

Bod X lezi na primce AB pravé tehdy, kdyz existuji dvé ¢isla «, 5 € R takova, Ze
plati
X=aA+pB, a+pf=1.

Tato ¢isla nazyvame barycentrickymi souradnicemi bodu X vzhledem k bodim
A, B. Rovnice X = aA + 6B, kde o + 8 = 1 se nazyva bodova rovnice primky.

Poznamka. Analogicky muzeme zavést barycentrické souradnice bodu X vzhledem
ke tfem, ¢tyfem, obecné pak k bodim. Provedte pro k = 3, 4.

PRIKLAD 2.4. Napiste barycentrické souradnice stiedu usecky AB vzhledem k
jejim kragnim bodum.
PRIKLAD 2.5. Napiste barycentrické soutadnice téZisté trojihelniku ABC vzhle-

dem k jeho vrcholim.

Véta 1. V prostoru Ej, zvolme k + 1 bodi A;, k+ 1 cisel a; a k + 1 cisel 3;, kde
i€{l,2,....k+1}. Potom plati:

a) Bod X definovany vztahem
X = OzlAl + CMQAQ + ...+ ak—i—lAk—i—l
je definovan nezdvisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyz

a1+a2+...+ak+1 = 1.

b) Vektor « definovany vztahem
U= 1A+ Ao+ ...+ B Arn

je definovan nezdvisle na volbé soustavy souradnic prave tehdy, kdyz

Br+ P2+ ... + Bri1 = 0.

! Barus znamena fecky tézky. Slovem barycentrum se oznacuje hmotny stied soustavy téles, vétsinou kosmickych.

My

bodové télesa o hmotnostech m; a ms, ktera jsou umisténa v daném poradi v bodech X a Y. Potom pro souradnice

X Y
mi1X + mso _ mi X mo Y, kde my " mo 1
m1 + ma mi1 + ms mi + ms mi1 + mo mi + mo

vvey
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2.3 Afinni zobrazeni

Definice 13 (Afinni zobrazeni). Zobrazeni f afinniho prostoru A do afinniho pro-
storu A" se nazyvd afinni, jestliZe mad tuto vlastnost: LeZi-li navzdjem rizné body
B,C,D z prostoru A na primce, pak jejich obrazy f(B), f(C), f(D) bud splyvayt,
nebo jsou navzdajem rizné, leZi na jedné primce a jejich délici pomér se rovnd déli-
cimu pomeéru jejich vzoru, tj.:

(f(B), f(C); f(D)) = (B, C; D).
Kazdé afinni zobrazeni f afinni roviny As do sebe je vzhledem k libovolné zvolené

linearni soustavé souradnic dano rovnicemi:

f: 2 = anx + apy + b (3)

/

Y = anr + any + by’

které mtizeme zapsat jednou maticovou rovnici ve tvaru
.CL‘/ aip a2 X bl

: _ . + i 4

d [y’] lel az| |y by ()

Kazdé afinni zobrazeni f v prostoru As mutzeme zapsat soustavou rovnic

. /o
g: T, = anr; + apre + aizrs + b
/
Ty = anr1 + apry + axprz + b, (5)
Ty = a3T1 + azpvy + assrz + by

nebo jednou maticovou rovnici

/
] a1l a2 a3 1 b1
. / _
g: |xh| = a9 ag ass| - |x2| + |[bo] . (6)
/
T as; asy ags T3 b3

Mizeme Fici, ze afinnim zobrazenim prostrou A, na sebe (hovofime o afinni transfor-
maci prostoru A, struéné o afinité) je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou
rovnici

X' =A X+ B, (7)

kde A je ¢tvercovd matice n—tého fadu a X, B a X’ jsou matice typu (n, 1).

2.4 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transfor-
mace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich (&) maji b = by = 0.
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PRIKLAD 2.6. Jsou ddna linedrni zobrazeni f,q

f.x’_ab.a: _I/_AB.ZU
. y/ - c d y ) g y/ - C D y .
Urcete matict M sloZeného zobrazeni
! T
of: =M - )
9] {y] [y]
Reseni: Pro matici M plati:

A B][a b]:{AajLBc Ab+Bd].

M= [0 D| |cd Ca+ De Ob+ Dd
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