10 Samodruzné body a sméry afinity

Samodruznymi body a sméry zobrazeni rozumime body a sméry, které se v zobrazuji
samy na sebe. Napfiklad oto¢eni R(.S) ma jediny samodruzny bod, stied S, a nemé
zadny samodruzny smér. Osova soumeérnost O(o0) ma celou pfimku samodruznych
bodi, osu o, a dva samodruzné sméry, jeden rovnobézny s osou o, druhy kolmy
na o (pfimky téchto smért se zobrazi na pfimky s nimi rovnobézné nebo totozné,
tj. zobrazi se na piimky se stejnymi smérovymi vektory). Stejnolehlost H(S, k) ma
jediny samodruzny bod, stfed S, ale ma vSechny sméry samodruzné (tj. kazda primka
se zobrazi na pfimku s ni rovnobéznou).

Samodruzné prvky ma smysl uvazovat jenom v pripadé, ze se uvazovany bodovy
prostor (v pfipadé sméri pak jemu prislusejici vektorovy prostor, tj. zaméfeni) zob-
razuje ,do sebe“. Nadale se omezime pouze na afinity (ty jsou dokonce zobrazenimi
uvazovaného prostoru ,na sebe“) .

10.1 Samodruzné body

Samodruznym bodem (afinity) zobrazeni rozumime bod, ktery se zobrazi sdm na
sebe, tj. pro jeho soufadnice plati X’ = X. Po dosazeni do maticové rovnice afinity
X'=A-X + B tak dostaneme

X=A X+B,

po Upravée
(I —A)- X =8B, (64)

kde I je jednotkova matice stejného radu jako A. Za rovnici (64) se skryvéa neho-
mogenni soustava n rovnic o n neznamych 1, s, ..., x,, soufadnicich hledanych
samodruznych bodii. Z teorie Tesitelnosti soustav linearnich rovnic vime, ze fesenim
miize byt jedna, zaddnad nebo nekoneéné mnoho usporadanych n—tic [x1, xo, . . ., x,)],
tj. jeden, zadny nebo nekone¢né mnoho samodruznych bodt. Mnozina feSeni, tj.
mnozina samodruznych bodt uvazované afinity, ma pritom charakter afinniho bo-
dového podprostoru (bod, pfimka, rovina, ...).

Vypocet souradnic samodruzného bodu si ilustrujeme na prikladu afinity v roviné.
Pokud do rovnic (29) dosadime ' = = a y' = y je zfejmé, Ze souradnice samodruz-
nych bodi prislusné afinity jsou fesenim soustavy rovnic

(1 —ay)ry —apzrs = b
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PRIKLAD 10.1. Urcete samodruzné body afinity dané rovnicemi

—x +4,

e
y = —y — 6.

Reseni: Dosazenim 2’ za x a v za y do danych rovnic dostaneme soustavu

2x = 4,
2y = —0,
kterd ma jediné feseni [z, y] = [2, —3]. Dan4 afinita méa tedy jediny samodruzny bod

S =2, -3l.

Poznamka. Protoze AT - A = I, kde I je jednotkova matice, jedné se o shodnost.
V tvahu tak pripada otoceni nebo stfedova soumeérnost. O tom, které z nich to je,
rozhodnou samodruzné sméry.

PRIKLAD 10.2. Urcete samodruzné body afinity dané rovnicemi

Reseni: Dosazenim 2’ za x a v za y do danych rovnic dostaneme soustavu

O0x =0,
2y = 0,

ktera ma tentokrat nekonecné mnoho feseni. Jsou jimi vSechny usporadané dvojice
ve tvaru [z,0]; € R. Jedna se tedy o afinitu jejiz vSechny samodruzné body lezi v
pfimce o rovnici y = 0.

Poznamka. Protoze opét plati AT - A = I, je to shodnost. V tvahu ted piipada
jedind moznost, osova soumérnost s osou v souradnicové ose .

10.2 Samodruzné sméry

Samodruznym smérem rozumime smér, ktery se v (afinnim) zobrazeni zobrazi sam
na sebe. Pro vyjadreni sméru pouzivame vektor, napt. u, fikdAme mu ,reprezentant”
tohoto sméru (takovym reprezentantem pak muZe byt kazdy jeho nasobek). Ma-li
byt smér uréeny vektorem # samodruzny, musi pro vektor @', ktery je obrazem 1,
platit @' = \d, kde \ € R.
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Poznamka. ,,Smérem“ rozumime mnozinu vSech vektoru ku; k € R vektoru u #
0, tj. jednorozmérny vektorovy prostor [u]. Vektor @ nazyvame ,reprezentantem*
tohoto sméru. Pokud chceme zohlednit orientaci, pouzijeme ,orientovany smeér®, tj.
mnozinu vSech vektoru ki, kde ale k € (0, 00).

Vime, ze zobrazeni mezi vektory z vektorového prostoru, ktery je zamérenim afinniho
bodového prostoru, v némz operuje uvazovana afinita (obecné vSak toto zobrazeni
probihd mezi rtiznymi zaméfenimi riznych bodovych prostort), zajistuje tzv. ,aso-
ciovany homomorfismus® (téz ,linearni zobrazeni“), viz definice na str. 2O

Po dosazeni do maticové rovnice asociovaného homomorfismu @’ = A - @ tak dosta-
neme

A= A -,

po Upravée
(M —A)-u=0, (67)

kde I je jednotkova matice stejného fadu jako A a vektor @ je sloupcovy (aby bylo
definovano nasobeni A - ).

Charakteristicka rovnice, vlastni ¢islo, vlastni vektor

Za rovnici (67) se skryva homogenni soustava n rovnic o n nezndmych g, us, . . . , Uy,
souradnicich reprezentanta hledaného samodruzného sméru. Z teorie fesitelnosti ho-
mogennich soustav linedrnich rovnic vime, Ze feSenim muze byt bud jenom nulovy
vektor 0, hovorime o ,trividlnim feSeni, nebo je FeSenim nekonec¢né mnoho vek-
torl, které tvori vektorovy podprostor. Nenulové vektory z tohoto prostoru reseni
nazyvame ,netrivialni reseni“. Protoze nulovy vektor neurcuje zadny smér, zajimaji
nas pfi vysSetfovani samodruznych smérti pouze netrivialni feSeni homogenni sou-
stavy (67). Homogenni soustava linearnich rovnic mé i netrividlni feSeni (trivialni
ma vzdycky) pravé tehdy, kdyz je matice soustavy singularni, tj. jeji determinant je
roven nule. Afinita X’ = A - X + B mé proto samodruzné body pravé tehdy, kdyz

N — Al = 0. (68)

1Zobrazeni ¢ vektorového prostoru V do vektorového prostoru V' se nazjvd homomorfismus (linedrni zobrazenf),
jestlize pro vSechna @, v € V, k € T (misto obecného télesa T muzeme uvazovat R) plati:

Uvazujme afinitu f prostoru E,. Potom ,asociovanym (tj. jednozna¢né pfifazenym) homomorfismem* afinity f
rozumime linearni zobrazeni ¢, které zobrazuje zaméreni V,, prostoru F, do sebe takto:

i=Y =X =)= fY) - f(X), (66)

kde X,Y a f(X), f(Y) jsou body z Es, @, p(t0) € Va.
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Rovnici (68)) fikdme ,,charakteristicka rovnice* pfislusného homomorfismu ¢. Jedna
se o algebraickou rovnici n—tého stupné pro neznamou \. Kazdé cislo A, které je
feSenim této charakteristické rovnice, pak nazyvame ,vlastni ¢islo“ homomorfismu
o. Kazdy vektor w, pro ktery plati @' = ¢(u) = A\, nazyvame ,vlastnim vektorem*
homomorfismu ¢ (pfislusnou hodnotu A pak nazyvame ,vlastni ¢islo homomorfismu
v, odpovidajici vektoru «*). Misto vlastni vektor a vlastni ¢islo se také pouzivaji
terminy ,,charakteristicky vektor” a ,charakteristické cislo®.

Vypocet samodruznych smért si ilustrujeme na prikladu afinity v roviné. Asociovany
homomorfismus ¢ afinity f je v tomto pripadé dan soustavou

. /A
Y:up = anur + aRug
/
Uy = Q11 + QA22U2,
maticové pak
/
o wy | | 611 aiz | | Uy
/ - )
u a1 22 U2
coz lze zapsat ve tvaru
o: U =A-1u. (69)

Samodruzny smér afinity (tj. vektory téchto smért, pro které plati &' = Au) jsou
potom ,netrivialnim“ fesenim homogenni soustavy rovnic

(A —ai)u; —apug = 0
—a91U1 + ()\ — CLQQ)UQ = 0.

(70)

Homogenni soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych ma netrivialni feseni praveé
tehdy, kdyz je determinant soustavy roven nule. Soustava (69) ma tedy nekonecné
mnoho feSeni pravé tehdy, kdyz plati rovnost

A—ai  —ap

= 0. (71)

—as1 A — ag

Postup urceni samodruznych sméri afinity v roviné si nyni budeme ilustrovat na
zobrazenich pouzitych v prikladech T0.1] a 0.2

PRIKLAD 10.3. Urcete samodruzné sméry afinity dané rovnicemi

/

r =—z+4,

/

Yy =—y —6.
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Reseni: Resime homogenni soustavu

()\ + 1)’LL1 = 0,
()\ + 1)UQ = 0,
které prislusi charakteristicka rovnice
(A+1) 0 0
0 (A+1)| 7
po Upravé ve tvaru
(A+1)>=0.
Jejim jedinym fesenim je vlastni ¢islo A = —1, které dosadime do prislusné homo-

genni soustavy, abychom dostali soustavu rovnic

Ou1 = 0,

OUQ = 0,
jejimz fesenim je kazdy vektor ¥ = (u1,us) € R X R.
VysSetrovana afinita mé tedy vSechny sméry samodruzné.

Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze z feSeni prikladu 0.1 vime, Ze dand afinita je
shodnosti a mé jediny samodruzny bod S = [2, —3], po zjisténi, Ze mé vSechny sméry
samodruzné, je mozno ucinit zaveér, ze se jedna o stfedovou soumeérnost se stredem

S.
PRIKLAD 10.4. Urcete samodruzné sméry afinity dané rovnicemi

xr =,
/

Reseni: Resime homogenni soustavu

()\ - 1)U1 = O,

()\ + 1)UQ == O,
které prislusi charakteristicka rovnice

(A=1) 0
=0,
0 (A+1)

po Upravé ve tvaru

(A—1)(A+1) =0.
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Charakteristickd rovnice méa dva kofeny (vlastni ¢isla) \y = 1, \y = —1, které po-
stupné dosadime do prislusné homogenni soustavy a vypocitame souradnice prislus-
nych vlastnich vektortt daného zobrazeni.

Pro Ay = 1 dostavame soustavu

Ou1 = 0,

2UQ = 0,
jejimz fesenim je kazdy vektor v = (u1,0) € R?. Samodruzny smér uréeny t&mito
vektory je rovnobézny s osou x (tj. s osou soumérnosti).
Pro Ao = —1 dostavame soustavu

—2u1 = 0,

OUQ = 0,

jejimz feSenim je kazdy vektor #5 = (0,u3) € R%. Samodruzny smér uréeny témito
vektory je kolmy k ose x (tj. k ose soumérnosti).

Dana afinita ma tedy dva na sebe kolmé samodruzné sméry.
Poznamka. Zjisténi, ze dana afinita mé dva na sebe kolmé samodruzné sméry, pii-
tom jeden rovnobézny s primkou samodruznych bodt a druhy na ni kolmy, je v

souladu s poznatkem z feseni prikladu [10.2], Ze uvazovana afinita je osovou soumeér-
nosti.

PRIKLAD 10.5. Zjistéte, zda existuje shodnost Ey, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzné body a smeéry.

Reseni: Zacneme tim, Ze si ovéfime, zda zadané body spliuji definici shodného
zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|. V pfipadé této tlohy zvladneme ovéfeni provést
zpaméti. Vysledkem je, ze zadani vyhovuje definici shodnosti.

Dalsi postup FeSeni tlohy si ilustrujeme pomoci zapisu v programu wxMaxima (viz
http://andrejv.github.io/wxmaxima/)

(%1i1) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); B:matrix([bl], [b2]);

all al2
(%eol) <a21 a22)

(%02) (g)
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Rovnici X' = A- X+ B vyjadiime ve tvaru A- X+ B— X' = O a dosadime soutradnice
danych dvojic bodi K, K" a L, L. Potom zapiSseme podminku (79) pro to, aby bylo
afinni zobrazeni shodnosti ve tvaru AT-A—T = O. (V programu wxMaxima zapiSeme
jenom levé strany uvedenych rovnic. Jednotkovou matici / druhého stupné zadame
ve wxMaximé piikazem ident (2).)

(%i3) s1:A.[10,0]+B-[0,0]; s2:A.[25,20]+B-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl +10all
(703) (bQ +10 a21>

(0/ 4) bl +20al2+25all
00 b2 + 20 a22 + 25 a21 — 25

(%05) a212 +all2 —1 a21a22 + allal2
0 a2l a22 + allal2 a22% +al22 —1

Vsechny prvky vyse uvedenych matic musi byt rovny nule (Pro¢?). Dostaneme tak
soustavu sedmi rovnic pro Sest neznamych aq1, ais, asy, ass, b1, bo.

(%i6) rov:[s1[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2[2,1],83[1,1],s3[1,2],s3[2,2]];

(%06) [b1+10all,b2+10a21,b1+20al2+25all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all? —1,a21a22 + all al2, a22? + al2® — 1]

Tato soustava ma nasledujici dvé feseni (nejednd se o soustavu linearnich rovnic,
proto mize mit dvé feseni):

(%1i7) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 4
(%07) [[all = g,a12 = —g,a21 = g,a22 = g,bl = —8,b2 = —6],

4 3 3 4
[all = —=,al2 = = a2l = =, a22 = =, bl = 8,02 = —0]]
) 5 5) 5)

Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K', L' (Coz se, vzhledem ke wvétée
o urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat. Pro¢?). Pokracujeme v feSeni
ulohy pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Pro zapis rovnic uvazovanych shodnosti
si nejprve pripravime matici RovTr, jejimiz fadky jsou rovnice afinity v obecném
tvaru (tato matice neni nutnou soucasti postupu feseni, jedné se jenom o usnadnéni
vizualni prezentace rovnic v programu).
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(%18) RovTr:matrix([xl=all*xx+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allz+ 01
(7208) <y1 = a22y + a2l x + b2>

ReSeni &. 1:

(%19) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(B,res[1]);

o (1)

(%010) (:2)

Prislusna shodnost ma rovnice

G QOUT i~

(%i11) R1l:ev(RovTr,res[1]);

<%on>( NI )

Samodruzny bod je bod, pro ktery plati X’ = X. Pro vypocet soufadnic samodruz-
nych bodi daného zobrazeni tak do rovnice X’ = A - X + B (pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A - X + B — X = 0) za X’ dosadime X a fesime
odpovidajici soustavu dvou rovnic s neznamymi x, y.

(%112) RovSB1:Al.[x,yl+Bil-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

Protoze tato soustava ma jediné reseni, ma dana shodnost jediny samodruzny bod
S =1[5,—15].

Pro vysSetfeni samodruznych smért daného zobrazeni fesime charakteristickou rov-
nici ([7T))

(%i14) CharM1:A1-Y%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharM1))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;
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Charakteristickd rovnice nema feSeni v oboru realnych ¢isel. Dana shodnost tak
nema zadny samodruzny smeér.

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a neméa zadny samod-
ruzny smeér, jedna se o otoceni se stifedem S = [5, —15].

Poznamka. K uplné identifikaci daného zobrazeni nam zbyva urcit thel otoceni «.
Jak to udélame?

ResSeni &. 2:

Postupujeme analogicky s fesenim ¢. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(B,res[2]);
_4
(%017) ( §5

5

)
(%o18) ( _86>

Rovnice zobrazeni

GO W

(%119) R2:ev(RovTr,res[2]);

xlzg—y—%ﬁ—%S)

(%019) <y1=?y+3x—6

W

5

Samodruzné body:

(%120) RovSB2:A2. [x,yl+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

E %48
(%0021) []

Toto zobrazeni tedy neméa zadny samodruzny bod.
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Samodruzné smery:

(%122) CharM2:A2-%lambdax*ident(2);
CharR2:expand(determinant (CharM2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

y_4 3
(76022) ( A éi)\>
) )
(%023) \* —1=0
(%024) (A= —1,\ = 1]

(%125) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,’%lambdax*v];

3v 4y
(%025) (T‘“‘T)

40 | 3
—Av+ 5+

(%126) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,11], [u,v]);

3v L u
(%026) <9;’j _:_35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5

(%027) [[u=—-3%r1,v = %rl]]

(%128) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1) ;
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22[2,11], [u,v]);

9

IS

I= cn|

3v
(%028) <§

QU
)

(%029) [[u = %3

Zobrazeni ma dva na sebe kolmé samodruzné sméry u = (—3,1),u = (1, 3).

) solve : dependentequationseliminated : (2)

2

=

, v = %r2]]

Jedna se o ,posunuté zrcadleni®, viz str. 77.

Poznamka. K tuplné identifikaci vysledného zobrazeni nam zbyva urcit osu o a
vektor posunuti 7. Jak to udélame?
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10.3 Homotetie, grupa homotetii

Definice 24 (Homotetie). KaZdé afinni zobrazeni, které ma viechny sméry samod-
ruzné, se nazyvd ,homotetické zobrazeni”, téz ,homotetie”.

Poznamka. Pro homotetie se pouziva také oznaceni ,dilatace®.

Kazda homotetie je stejnolehlost, posunuti nebo identita (tj. posunuti o nulovy vek-
tor). V kapitole[d vénované stejnolehlosti se dozvime, Zze mnozina téchto tii shodnosti
spolu s operaci skladani tvori grupu, tzv. ,,grupu homotetii“.

Poznamka. Z vySe uvedené existence ,,grupy homotetii“ vyplyvéa, ze slozenim dvou
zobrazeni z mnoziny homotetii, tj. z mnoziny {stejnolehlost, posunuti,identita},
vznikne opét jedno z téchto zobrazeni.
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