10 Grupa podobnosti eukleidovského prostoru

10.1 Podobné zobrazeni

Definice 25. Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E’
se nazyvd podobné zobrazeni, jestlize existuje kladné redlné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y prostoru E plati:

[F(X)f(Y)] = k[XY]. (81)

Cislo k se nazjvd koeficient podobného zobrazeni f.

Poznamka. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

PRIKLAD 10.1. Napiste rovnice pro zobrazeni v roviné, které kaZdy ttvar otoct
kolem pocdtku o uhel o a dvakrdt zvétsi, viz Obr. [27.

Obrazek 27: Podobné zobrazeni v roviné

Veéta 36. KazZde podobné zobrazeni euklidovského prostoru E do euklidovského pro-
storu B lze sloZit ze stejnolehlosti prostoru £ a shodného zobrazeni E do
E.

Véta 37. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.

Protoze podobnéa zobrazeni jsou afinnimi zobrazenimi, plati pro né také véta o ur-
¢enosti. Samoziejmé v podobé, ktera koresponduje s definici podobného zobrazeni.

Véta 38 (O urcenosti podobného zobrazeni). Necht jsou Py, Py, ..., P, linedrné ne-
zavislé body n-rozmeérného euklidovského prostoru E, a Py, P, ..., P, body euklidov-
ského prostoru E'. Afinni zobrazeni prostoru E, do prostoru E', které zobrazuje bod
P; na bod P! proi=0,1,...,n je prave tehdy podobné, existuje-li ¢islo k > 0 tak, Ze
pro vsechny dvogice i,j = 0,1, ...,n plati |P; Pl| = k| P, P;|.

Poznamka. Body prohlasime ze linedrné nezdvislé tehdy, kdyz jimi urcéené vektory
jsou linearné nezavislé.
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PRIKLAD 10.2. Formulujte ,vétu o urcenosti podobného zobrazeni“ pro rovinu,
t7. eukleidovsky prostor Es.

PRIKLAD 10.3. V euklidovské roviné je ddn ctverec ABC'D se stiedem S. Exis-
tuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe, pri kterém se body A, B, S
zobrazi po Tadé na body D, B, C. RozloZte toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a
shodné zobrazens.

PRIKLAD 10.4. Ukaste, Ze kaZdé dvé paraboly jsou podobné, tzn. Ze existuje
podobné zobrazeni roviny jedné paraboly na rovinu druhé paraboly, pri kterem se
jedna parabola zobrazi na druhou.

Veéta 39. Kazdda ,vlastni podobnost® ma prave jeden samodruzny bod.

Diikaz. Nejprve dokazeme, ze vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficientem k €
R"™ — {1}) nemtzZe mit vice nez jeden samodruzny bod, potom dokazeme, Ze musi
mit aspon jeden. Tak nam vyjde, ze musi mit praveé jeden.

(i) Skutecnost, ze vlastni podobnost nemuize mit vice nez jeden samodruzny bod
dokazeme sporem. Necht ma4 vlastni podobnost f nejméné dva samodruzné body K
a L; K ENy = K, L Jy I = L. Potom |K'L'| = |KL|, coz je ve sporu s definici
vlastni podobnosti (81]), kde k£ # 1. Vlastni podobnost tedy nemutze mit vice nez
jeden samodruzny bod.

(ii) Nyni dokézeme, ze vlastni podobnost musi mit aspon jeden samodruzny bod.
Uvazujme podobnost f s rovnici X’ = A- X + B, kde AT - A = k?I. Jeji samodruzné
body jsou potom fesSenim soustavy linearnich rovnic odpovidajici maticové rovnici
(I — A)- X = —B. Klicova pro nas diukaz je skutecnost, Ze determinant matice
této soustavy je pro vlastni podobnost rizny od nuly, |I — A| # 0. Pokud by byl
roven nule, tj. pokud by platila rovnost |[I — A| = 0, znamenalo by to, Ze feSenim
charakteristické rovnice |\ — A| = 0 (viz str. B7) homomorfismu ¢ asociovaného s f
je vlastni ¢islo A = 1. Kdyby tomu tak bylo, existoval by (vlastni) vektor « = Q — P,
pro jehoZ obraz (i) = f(Q)— f(P) plati (@) = u. Protoze se zobrazi sim na sebe,
neméni se jeho velikost, tj. |f(P)f(Q)| = |PQ|, coZ je ve sporu s definici vlastni
podobnosti (81l), kde k£ # 1. Determinant |I — A| tedy nemtze byt roven nule,
soustava (I — A) - X = —B je proto regularni a mé pravé jedno feSeni. ]

Grupa podobnosti

Mnozina vsech podobnosti eukleidovského prostoru E,, spolu s operaci skladani tvori
grupu - tzv. grupu podobnosti prostoru E,,.
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10.2 Podobnosti eukleidovské roviny

Zopakujme si definici podobného zobrazeni v roviné (struéné podobnosti): Zobrazeni
f roviny (euklidovského prostoru Fs) na sebe se nazgvd ,podobnou transformaci
roviny“ (téz ,podobnosti v roviné“), jestlize existuje kladné redlné ¢islo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y roviny a jejich obrazy X', Y’ plati:

| X'Y'| = k| XY
Cislo k se nazyvd koeficient podobnosti f.

Poznamky.
1. Kazdé podobné zobrazeni je afinni.
2. Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnostt.

Cl

=
S

Obrazek 28: Kazdou podobnost lze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

Véta 40. KaZdou podobnost v roviné s pomerem podobnosti k lze rozlozZit na stej-
nolehlost H(S, k) a shodnost Z. Pritom stred stejnolehlosti muzZeme volit libovolné
a shodnost Z je tim urcena jednoznacne.

Véta 41 (O urcenosti podobnosti v roviné). KazZdd podobnost v roviné je jedno-
znacné urcena trojuhelnikem ABC a jeho obrazem A'B'C’ takovym, Ze |A'B'| =
k|AB|,|B'C'| = k|BC|,|A'C"| = k|AC|, kde k, k > 0, je koeficient této podobnosti.

Vime, ze kazdé podobné zobrazeni eukleidovské roviny do sebe lze slozit ze stejno-
lehlosti a shodnostsi.
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1. Stejnolehlost H volime se stredem v pocatku soustavy soutadnic a s koeficien-
tem k£ > 0 :
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H:Xw— X;
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=

2. Shodnost S je bud pfimé nebo nepfima:

S:X — X'

¥ =Tcosa Fysina+p
Yy =ZTsina £ycosa + q.

Vysledkem slozeni S o H je potom prima nebo nepiimé podobnost.

Piima podobnost Neprima podobnost:
¥ =krcosa — kysina +p ¥ = kwrcosa+ kysina +p
Yy = kwsina+ kycosa + q. Yy = kxsina — kycosa + q.

¥ =ax—by+p ¥ =ar+by+p

Yy =br+ay+q. y =bxr —ay+q.

AT A = (a® +b%) - I k=+a?+b?

Véta 42. Kazda vlastni podobnost eukleidovské roviny je bud stejnolehlost, nebo
stejnolehlost sloZend s otocenim kolem stredu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slo-
zZend s osovou soumeérnosti, jejiz osa prochazi stredem stejnolehlostsi.
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10.3 Cviceni — Podobnosti

1. Najdéte vSechny podobnosti euklidovské roviny, pti kterych se bod [1, 0] zobrazi
na bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2,—8]. [2]

2. Eulerovymi body se nazyvaji stiedy tsecek spojujicich vrcholy trojihelniku s
prusecikem jeho vysek.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

Stredy stran, paty vysek a Eulerovy body libovolného trojuhelniku lezi na jedné
kruznici. (Tato kruznice se nazyva kruznice deviti bodu, Eulerova kruznice nebo

Feuerbachova kruznice.)

3. Najdéte podobnost euklidovské roviny, pfi které se zobrazi poc¢atek na bod [0, 2],
bod [1, 1] na pocatek a bod [2,0] na bod [2, p]. Uréete p a najdéte samodruzné body
a sméry nalezené podobnosti.

4. Najdéte rovnice podobnosti, pti které je pocatek samodruzny a obrazem bodu
[5, —3] je bod [1,1].

5. Urcete vSechny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smér vektoru (1, 1) samod-
ruzné.
6. Napiste rovnice vSech podobnosti zobrazujicich body [1,2] a [0,1] po fadé na

body [3, —1], [4, 2]. Rozlozte je na stejnolehlost a shodnost.

7. V roviné je dan ¢tverec ABC' D se sttedem S. Urcete obraz bodu C' v podobnosti,
ktera zobrazuje body A, B,S po radé na body B, D, C. Urcete samodruzny bod
této podobnosti.

8. Sestrojte alesponi jeden trojuhelnik ABC, pro ktery plati |AB| : |[AC| = 3 : 5,
a = 60°, p = 1, 8cm(polomér kruznice vepsané).

9. Sestrojte kosodélnik ABC'D, je-li déno |ZDAB| = «, |ZABD| = ¢, |AC| = e.

10. Je dana kruznice k a bod A, ktery je bodem vnéjsi oblasti kruznice k. Sestrojte
vsechny secny kruznice k, které prochazeji bodem A a pro jejichz priseciky X,Y s
kruznici plati |AX| = 2|AY|.

11. Je déana kruznice k(S;4cm), jeji tecna t a bod M € k tak, ze |Mt| = 2cm.
Sestrojte tisecku XY prochazejici bodem M tak, aby X € kY € t a |[MX| :
IMY|=3:2.
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12. Jsou dany dveé riiznobézky a, b a kruznice k tak, ze P € a N b je bodem vnitini
oblasti kruznice k. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji ptimek a, b i kruznice

k.

13. Dokazte nasledujici véty:

Véta 43 (Menelaova véta). Je ddan trojuhelnik ABC' a primka p, kterda neprochdzi
Zadnym z bodi A, B, C, ale protind primky AB, BC,C A v bodech C', A’, B'. Potom
plati:

(ABC") - (BCA") - (CAB') = 1.
Naopak, plati-li uvvedeny vztah, body A, B', C" leZi na primce.

Véta 44 (Pappova véta). Necht jsou A', B', C', D" rovnobézné nebo stredové priméty
Ctyr navzajem ruznych bodu A, B, C, D primky p na primku p'; p' # p. Potom:

(AB'C'D") = (ABCD)
Véta 45 (Cevova véta). Necht je ddn trojihelnik ABC' a bod M, ktery nelezi na

zadné z primek AB, BC, C A. Pruseciky primek AM, BM,CM s primkami BC,CA, AB
(rizné od bodi A, B,C') oznacme postupné A', B', C'. Potom plati:

(ABC") - (BCA') - (CAB) = —1.

Naopak, plati-li uvedenyj vztah, jsou primky AA', BB, CC'" bud navzdjem rovnobéiné
nebo se protinaji v jediném bode.

14. Zobrazeni [ euklidovské roviny do euklidovského trojrozmérného prostoru je
vzhledem k zvolenym kartézskym soustavam souradnic ddno rovnicemi: =’ = 2z +
ay — 1,y =x+by+2, 2 =y+ 1. Uréete koeficienty a, b tak, aby bylo zobrazeni f
podobné. Jaky je koeficient tohoto podobného zobrazeni f7

15. Urcete p, ¢, r tak, aby byla rovnicemi 2’ = x—2y+2z+4, v/ = px+2y+2-2, 2/ =
qr + ry + 2z — 2 dana vzhledem ke kartézské soustavé souradnic podobnost. Urcete
jeji samodruzny bod a samodruzné smery.
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