9 Grupa shodnosti eukleidovského prostoru

9.1 Shodné zobrazeni v roviné

Definice 24. Zobrazeni v roviné, ktere kaZdym dvema bodum X,Y prirazuje body
XY’ tak, ze

XY = |XY]
se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (t€Z izometrické zobrazeni).

Poznamka. Mtzeme téz fici, zZe shodné zobrazeni zachovava vzdalenost bodt, tj.
pro shodné zobrazeni f: X — f(X) plati:

F(X) (V)] = XY,

Véta 32. Kazde shodné zobrazeni je proste a afinni.

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni:
1. Usecka se zobrazi na tisecku.
Poloprimka se zobrazi na polopfimku.
Primka se zobrazi na primku.
Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky.

Uhel se zobrazi na thel s nim shodny.

A A ol

. Polorovina se zobrazi na polorovinu.

PRIKLAD 9.1. V euklidovské roviné Es je zvolena kartézskd soustava soutadnic.
Urcete, pro které hodnoty cisel a, b existuje shodné zobrazeni roviny Es do sebe,
zobrazujict body [0,0], [2,1], [4,a] po Tadé na body [1,2], [3,1], [5,b]? Je toto shodné
zobrazent urceno jednoznacné?

Z teseni predchoziho prikladu vyplyva poznatek, ze pro jednoznacné urceni shodnosti
v roviné nesmi byt pfislusné trojice bodi kolinedrni (tj. nesmi lezet v pfimce).

Véta 33 (O urcenosti shodného zobrazeni v roviné 1). Shodné zobrazeni v roviné je
jednoznacne urceno libovolnymi tremi nekolinedrnima body K, L, M a tremi nekoli-
nedrnimi body K', L', M', které jsou po radé jejich obrazy.

Poznamka. Jiz vime, Ze stejna véta plati pro vsechna afinni zobrazeni v roviné (viz
véta 2 o urcéenosti afinniho zobrazeni na str. 20 a véta 3l o uréenosti afinity v roviné

na str. 29)).
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9.2 Rovnice shodnosti v roviné

Kazdou afinitu f v roviné mtzeme zapsat soustavou rovnic

f: = anr + apy + b1

65
Yy = anx + axny + b, (65)

kterou prepiseme uzitim matic do tvaru
: — : 4 66
d [y’] [Clzl a2 Yy ba (66)

a strucné vyjadrime rovnici

f: X'=A - X+B. (67)

Jak pozname, ze afinita (63) je shodnosti?

Je-li tato afinita shodnosti, plati pro vSechny dvojice bodt X |[x1, x5, Y[y1, y2] a jejich

obrazy X'[z}, xb], Y[y}, vb] vztah |X'Y'| = | XY, z néhoz po dosazeni soufadnic
uvedenych bodi dostaneme
V=202 4+ (4 — 25)? = Vg — 12 + (42 — 22)°, (68)

po umocnéni obou stran na druhou

(W — 21)* + (v — 25)? = (y1 — 21)” + (y2 — 22)°. (69)

Nyni do levé strany (69) dosadime z (63]), upravime na tvar obsahujici vyrazy (y; —
r1) a (y2 — x2) a diskutujeme, za jakych podminek je splnéna jeji rovnost s pravou
stranou. Zjistime, Ze rovnost |X'Y’'| = |XY| nastava pravé tehdy, kdyZ jsou pro
prvky matice A (tj. koeficienty soustavy (63)) splnény vztahy

a%l + a31 =1,
a’%Q + Q%Q = 17 (70)

a11a12 + agraz = 0,

které lze strucné vyjadrit rovnosti
[an Cl21]_[a11 @12]:{1 0] (71)
a1z A2 (21 @22 01/
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Odpovéd na vyse uvedenou otazku je tedy takové, Ze rovnice (63) je rovnici
shodnosti, pravé kdyz plati

AT A=E, (72)
kde E je jednotkova matice, jinak feceno, kdyzZ je matice A ortonormalni.
Poznamky.

1. Plati AT - A = E. Potom je ale AT = A~! a plati tedy i rovnost A - AT = E.

2. Zobrazeni, pro kterd plati |det A| = 1 nazyvame ekviafinni zobrazeni, stru¢né
ekviafinity. Je zfejmé, ze kazda shodnost je ekviafinita. Plati toto tvrzeni i obra-
cene? Muzeme Fici, ze kazda ekviafinita je shodnosti?

3. Je treba si uvédomit, ze pri shodném zobrazeni mezi euklidovskymi prostory
riznych dimenzi neni matice A ¢tvercova. Potom vyse uvedené tvahy o inverzni
matici nemaji smysl a v platnosti ziistava pouze ptivodni podminka A" - A = E.

9.3 Analyticka vyjadreni shodnych zobrazeni v Ej
Osova soumérnost

Osova soumérnost O(o) podle osy o s obecnou rovnici o : ax + by + ¢ = 0:

2a

/

2b

PRIKLAD 9.2. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeéernosti.

PRIKLAD 9.3. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o : 2z — 3y + 1 = 0.

PRIKLAD 9.4. Napiste rovnice 0sové soumérnosti, zobrazujici pocdtek na bod
[1,5].
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Otoceni

Otoceni (rotace) R(S, a) se stfedem S = [sq, s9l:

v’ =(r —s1)cosa — (y — s)sina + 1

Y = (z—s1)sina+ (y — s9) cosa + $o

Po tprave:

¥’ =xcosa—ysina + 51 — s1cosa + Sy 8in o

/ . .
Y =xsina 4+ ycosa + Sg — S1SINa — S3 COS

PRIKLAD 9.5. Napiste rovnice otocend se stiedem S[1,—2] o tihel a = 60°.

Stredova soumérnost

Stiedova soumérnost S(S) se stiedem S = [s1, $2):
= —r+ 25
Y =~y +2s9
PRIKLAD 9.6. Napiste rovnice stredové soumérnosti S(S) se stredem S[—2, 3].

Posunuti

Posunuti (translace) T(p) urcené vektorem p' = [p1, pal:

' =r+p
v =y+p
PRIKLAD 9.7. Napiste rovnice posunuti, které je urceno vzorem A = [—1,3]

a jeho obrazem A’ = [4,2].

Posunuté zrcadleni

Posunuté zrcadleni s osou v souradnicové ose x:

¥ =x+0p
Yy =-Y
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9.4 Analyticka vyjadreni vybranych shodnych zobrazeni v Fj3
Posunuti

Posunuti urcéené vektorem p'= (p1, p2, p3):

o =x4+p
Y =y +p
z':z—l—pg.

Otoceni

Otoceni o thel a kolem osy z:
! .
x = xcosa — ysina
Yy = zsina + ycos

/
2 = Z.

Stredova soumeérnost

Soumérnost podle poc¢atku O = (0,0, 0):

/
r = —X

/
y ==Y
7=z
Osova soumérnost
Soumeérnost podle osy z:
x=—x
/
=Y
/
2 =z
Rovinova soumérnost
Soumeérnost podle roviny (x,y):
/
T =x
r_
y =y
7 =—z.



Sroubovy pohyb

Sroubovy pohyb (torze) s parametrem (redukovanou vyskou zavitu) vy a s osou v
ose 2:

' = xcosa — ysin o

Yy = zsina + ycos

7 =2+ .

9.5 Skladani shodnych zobrazeni

(a) Pfimou shodnost 1ze rozlozit v sudy pocet osovych soumérnosti, nepfimou shod-
nost v lichy pocet osovych soumeérnosti.

(b) Slozime-li dvé shodnosti ptfimé nebo dvé shodnosti nepfimé, dostaneme shodnost
primou; slozime-li shodnost pfimou a nepfimou, vznikne shodnost nepfima.

9.6 Grupa shodnosti v roviné

Poznatky ziskané reSenim vyse uvedenych priklad@i nasvédcuji tomu, ze mnozZina
shodnosti v roviné spolu s operaci sklddani zobrazeni tvori grupu. Nékteré podmno-
ziny mnoziny shodnosti navic tvofi spolu s operaci skladani zobrazeni podgrupy.

PRIKLAD 9.8. Ovéite ndsledujici turzend:
(a) Vsechny shodnosti v roviné tvori grupu Gg.
(b) Vsechny primé shodnosti tvori podgrupu G’y grupy Gs.

(¢c) MnozZina véech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
grupy primych shodnosti.

(d) Mnozina vsech translaci a stredovych soumérnosti, doplnénd identitou, tvori
podgrupu grupy G's.

PRIKLAD 9.9. Trojihelnik ABC byl preveden otocenim daného smyslu se stie-
dem S a uhlem velikosti w = 120° v trojuhelnik A1B,C1, ktery byl ddle preveden
posunutim T (A1 — As) v trojuhelnik AyByCy. Urcete otocent, které prevddi primo
NABC v AAQBQCQ.

PRIKLAD 9.10. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte vsechny shod-
nosti, ktere prevadéji tento trojuhelnik do ného sameéeho. Zkoumejte vlastnosti mno-
zZiny téchto shodnosti spolu s operaci skladdani shodnosti.
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9.7 Klasifikace shodnosti roviny

Cilem klasifikace shodnosti v roviné (obecné afinnich zobrazeni v prostoru A,) je
ziskat Gplny (vycerpéavajici) prehled téchto zobrazeni a jejich analytickych vyjadieni.
Postupujeme od obecné podoby rovnice zobrazeni. Z té analyzou vSech moznych
konfiguraci samodruznych bodd a sméri, které toto zobrazeni ptripousti, dostaneme
uplny prehled vsech jeho variant.

Myslenka uplné klasifikace shodnosti: Klasifikace shodnosti roviny je zaloZena
na zkoumani moznych samodruznych bodt a smért zobrazeni, které je dano rovnici
(soustavou linedrnich rovnic)

fi X'=A-X+B. (73)

Tento postup si nejprve ilustrujeme fesenim nasledujiciho prikladu, poté provedeme
obecnou klasifikaci shodnosti roviny Fs, viz str. [[3] a trojrozmérného prostoru Es,
viz str. [BQ.

PRIKLAD 9.11. Zjistéte, zda existuje shodnost E,, pri které se bod K = [10;0]
zobrazi na pocatek K' = [0;0] a bod L = [25;20] na bod L' = [0;25]. V kladném
pripadé napiste rovnice tohoto zobrazeni a najdéte jeho samodruzne body.

Nez zacneme aplikovat nize uvedeny postup, stoji za to si u takovychto tloh ovérit,
zda je viibec splnéna definice shodného zobrazeni, tj. zda |K'L'| = |KL|.

Resent v programu wrMazima:

Definujeme obecnou podobu matic A, B z rovnice (73).

(%130) A:matrix([all,al2],[a21,a22]); b:matrix([bl], [b2]);

all al2
(7030) <a21 a22>

(%031) (2;)

Do rovnice (73]) dosadime dané body a jejich obrazy, dostaneme dvojice rovnic s1 a
s2. Treti skupinu rovnic s3 dostaneme z podminky A7 - A — I = 0.

(%i32) s1:A.[10,0]+b-[0,0]; s2:A.[25,20]+b-[0,25];
s3:transpose(A) .A-ident (2);

bl + 10411
(7032) <52 +10 a21>
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bl 4+ 20al2 + 25all
(7o033) (bQ +20a22 + 25421 — 25)

(%034) a21? +all> =1 a21a22 +allal2
0 a21a22 +allal2 a222+al22 —1

Dohromady tak mame soustavu sedmi rovnic o Sesti naznamych all, al2, a2i,
a22, bl, b2.

(%1i35) rov:[si[1,1],s1[2,1],s2[1,1],s2([2,1],s3[1,1],s3[1,2],s3([2,2]];

(%035) [b1+10all,b2+10a21,b1+20al2+25all, b2+ 20 a22+ 25 a2l — 25, a21* +
all® — 1,421 a22 + all al2, a22® + a12® — 1]

Soustavu mé dvé FeSeni (nejedné se o soustavu linearnich rovnic, proto miZe mit
dvé FeSeni).

(%136) res:solve(rov,[all,al2,a21,a22,bl,b2]);

4 4
(%036) [[a11 = +,a12 = —%,an _ g,a22 = b= 802 = 6], [all =
4 4
=S =2 a2 =t =8 2= g
5 5 5 5

Dvéma feSenim odpovidaji dvé rtizné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ze existuji dvé
shodnosti, které prevadéji body K, L na body K’/ L’ (coz se, vzhledem ke vété o
urcenosti shodného (afinniho) zobrazeni dalo ¢ekat). Pokrac¢ujeme v feSeni tlohy
pro kazdou z téchto shodnosti zvlast. Nejprve si pfipravime matici RovTr pro zapis
rovnic uvazovanych shodnosti (neni nutnou soucasti postupu reseni, jedna se jenom
o usnadnéni vizualni prezentace rovnic v programu).

(%137) RovTr:matrix([xl=all*x+al2x*y+bl], [yl=a2l*x+a22*y+b2]) ;

rl=al2y+allz+ 01
(72037) <y1 = a22y + a2l x + b2>

I. Shodnost dana rovnicemi

4
x1:_x_3_y_8
! )

3 4

Definujeme matice A1, B1 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.
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(%138) Al:ev(A,res[1]); Bl:ev(b,res[1]);

(%038) ( _%)

(%039) <:2>

(%140) R1l:ev(RovTr,res[1]);

rl=- 4 _3g
<%o4o>( S )

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani

(SR [SLIG N
(AT

programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%141) RovSB1:A1l.[x,yl+Bil-[x,y]; solve([RovSB1[1,1],RovSB1[2,1]], [x,y]);

o (1473
(%042) [[x =5,y = —15]]

Uvazované shodné zobrazeni ma tedy jediny samodruzny bod S = [5, —15].

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (64) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%143) CharAl:Al1-Y%lambdaxident(2);
CharR1:expand(determinant (CharAl))=0;
solve(CharR1,%lambda) ;

4\ =32
(%043) (5 3 4 5)\)
5 5

A
(%044) AQ—%—i—l:O

31 —4 31+4
A= ]
5 5
Charakteristickd rovnice nema realné kotreny. To znamend, Ze uvazované shodné
zobrazeni nema samodruzné smeéry.

(%045) [A = —

Protoze uvazované zobrazeni ma pravé jeden samodruzny bod a neméa zadny samod-
ruzny smér, jedna se o OTOCENT.
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II. Shodnost dana rovnicemi

4 3=x
l=——F+—+8
x 5+5+
1_3a:+4z 6
ST TS

Definujeme matice A2, B2 tohoto zobrazeni a zapiseme jeho rovnice.

(%i46) A2:ev(A,res[2]); B2:ev(b,res[2]);

(%046) (—% %)

3
5

(%04T) ( _86>

(%148) R2:ev(RovTr,res[2]);

xlz?’y—%ﬂ—I—S)

<%o48>( -
yl=35+5—

Samodruzné body najdeme feSenim rovnice X = A - X + B, pro snazsi zpracovani
programem piepsané do tvaru A- X + B — X = 0.

(%149) RovSB2:A2.[x,y]l+B2-[x,y]; solve([RovSB2[1,1],RovSB2[2,1]], [x,y]);

3y _ 9z 4 g
%049 ( 5 5x+ >
(7050) ]

Uvazované shodné zobrazeni tedy nemé zadny samodruzny bod.

Pro uréeni samodruznych smért fesime charakteristickou rovnici (64) homomorfismu
asociovaného s danym shodnym zobrazenim.

(%151) CharA2:A2-%lambdax*xident(2);
CharR2:expand(determinant (CharA2))=0;
solve(CharR2,%lambda) ;

A_4 3
(76051) ( A é_iA>
) )
(%052) \* =1 =0
(%053) (A= —1,\ = 1]
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Charakteristicka rovnice mé dva realné kofeny (vlastni ¢isla). Kazdému z nich od-
povida jeden vlastni (charakteristicky) vektor uréujici samodruzny smér. Postupné
dosadime ziskand vlastni ¢isla A do soustavy (jeji matice) (63) a Fesime.

(%154) RovSS2:A2. [u,v]-[%lambda*u,’lambdax*v];
3v 4y
30 \q — du
5 5

oo (3,740 %)

(%155) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);
solve([RovSS21[1,1],RovSS21[2,11], [u,v]);

3v L u
(%055) <92 _:_35u> solve : dependentequationseliminated : (2)
5 ' 5

(%056) [[u=—3%r3,v = %3]

Prvni samodruzny smér je urcen vektorem u; = (—3,1).

(%157) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);
solve([RovSS22[1,1] ,RovSS22([2,11], [u,v]);

3v _ du
(%057) ( 2, 3 ) solve : dependentequationseliminated : (2)
5 5
%ord
(%058) [[u = O;: v = Y%rd]]

Druhy samodruzny smér je urcen vektorem iy = (1, 3).

Protoze uvazované zobrazeni nema zadny samodruzny bod a mé dva (na sebe kolmé)

samodruzné sméry, jedna se o POSUNUTE ZRCADLENI.

Klasifikace shodnosti roviny

7 podminky AT - A = E plyne, ze afinni zobrazeni uréené rovnicemi

¥ = anr + apy + b

/

Yy = anxr + axny + by,

je shodnosti prave tehdy, kdyz plati nasledujici rovnosti:

9 9 9 9
aj; + a3 =ajy+az =1

a11012 + A21G22 = a12G11 + agpaz; =0
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Potom je zfejmé, ze existuje thel a € (0°; 360°) takovy, ze lze napsat

a1; = COSs«,
as1 = sinaq,
12 COS QL + agg sina = 0,
(99 = ECOSQ,
a1s = —esina,kde e = +£1.
Hodnota € urcuje, zda se jedna o shodnost pfimou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).

I. Pfimé shodnosti
Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru
rp = x1cosa — mxesina + by

xh = mpsina + x9cosa + by

Samodruzné body
Samodruzné body pfimé shodnosti jsou feSenim soustavy rovnic

r1(1 —cosa) + xosina = by
—zysina + x9(1 — cosa) = bs.

(74)

Nejprve nas bude zajimat prima shodnost v roviné, kterd ma pravé jeden samod-
ruzny bod. Soustava (74)) mé pravé jedno FeSeni, pokud je regularni, tj. pokud pro
jeji determinant plati

(1 — cosa), sin «
—sina, (1 —cosa)

£0.

Po tipravé dostaneme
2(1 —cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
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1) OTOCENI (ROTACI).

Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni rotace kolem pocatku o thel a:

Ty = r1cosa — rasina

Ty = r18in @ + T COS

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) ptimé shodnosti jsou netrivialnim
feSenim soustavy homogennich rovnic

ur (A —cosa) +ugsinae = 0
—up sina + ug(A —cosa) = 0.

(75)

Ta mé netrivialni (tj. nekoneéné mnoho) feseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristickd rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cosa), sin «

—sina, (A—cosa)| 0 (76)

Upravou ([76) dostaneme rovnici

2

(A —cosa)? +sin’ a = 0,

ktera je splnéna za predpokladu, ze sina = 0 a zaroven cosa = 1 = A nebo cosa =
—1 = \. Pro cosa = —1 tak dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadfenim
vy = —11 + b
SCIQ = —XT9 + bg.
Za podminky, Ze cosa = 1 dostaneme, pro by = by = 0,

3) IDENTITU

T, = 1
Th = X9
a pro by # 0V by # 0 dostavame
4) POSUNUTI
56/1 = x1 + bl
$’2 = X9 —+ bg
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II. Nepfimé shodnosti

Kazdou nepifimou shodnost v roviné mtzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa + xasina + by
/ .
ry = mpsina — x9cosa + bo.

Samodruzné sméry

K vysSetreni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. ReSenim charakte-
ristické rovnice

(A —cosa), —sina | 0 (77)
—sina, (A +cosa) ’
dostaneme podminku
A= +1,
ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smery. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme
soustavu soufadnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak
ziejmeé odpovida A = —1. Potom je nepiimé shodnost popsana rovnicemi
/
xry = rT + b1
SCIQ = —I9 + bg.

Pokud je by = 0, ma uvazované zobrazeni pfimku samodruznych bodt a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

Ty = 1
/
Ty = —T2 -+ bg.

Pokud je ale b; # 0, ma pouze samodruznou piimku a jedna se o

6) POSUNUTE ZRCADLENTI.

9.8 Cviceni — Shodnosti v roviné

50. Urcete parametr s tak, aby existovala shodnost roviny zobrazujici body [0, 0], [3, 4]
po fadé na body [5,0], [9, s]. Napiste rovnice tohoto zobrazeni a soutradnice obrazu
bodu [5,0]. [2]

3
51. Urcete a, b, c tak, aby rovnice ' = i +by+1, y =ax+cy—1vyjadiovaly
shodnost. [3]

78



52. Shodné zobrazeni euklidovské roviny do euklidovského prostoru je dano vzhle-
dem ke kartézskym soustavam soutradnic rovnicemi

/ 1 / 1 /
a) T :x—|—§y—|—1,y :ax—|—§y—1,z = bx + cy + 3,
1
b) ' =x+ by — 2, y’:§y—|—1, Z=ax+cy — 3.

Urcete koeficienty a, b, c.

53. Najdéte soutadnice obrazu bodu B = [1,2] v otoceni v E5 kolem stfedu S =
[3, —4] o thel o = 420°. Napiste rovnice této shodnosti.

54. Urcete p, q tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1,2], [-1, —1] po
fadé na body [1,4], [p, 2], [2, ¢]. Najdéte samodruzné body a sméry tohoto zobrazeni.

55. Napiste rovnice stfedové soumérnosti v Fy podle stiedu S = [—4, 5].

56. Napiste rovnice shodnosti roviny FEs, ktera vznikne slozenim tii osovych sou-
mérnosti s osami o rovnicich: z =0, y =0, x — 2y = 0.

57. Rotace kolem bodu S = [2;1] v E5 zobrazuje bod A = [1;1] na bod A’. Najdéte

soufadnice bodu A’, jestlize pro thel rotace o plati v = %ﬂ'.

58. Najdéte soufadnice stfedu a thel rotace, ktera je dana rovnicemi: 2’ = % —
sy+1, Y =sx+3y—2

59. Najdéte rovnice obrazu ptimky p v rotaci v Ey kolem stfedu S = [—2;1] o thel
a=g, jestlizep:z—y+1=0.
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9.9 Klasifikace shodnosti prostoru E;

Véta 34. KazZde shodné zobrazeni v prostoru Eg lze slozit z nejuyse ctyr rovinovych
SoumErnosti.

Neéktera shodna zobrazeni v prostoru:

e Otoceni kolem osy

e Posunuti

e Osova soumeérnost

e Stredova soumeérnost

e Sroubovy pohyb (torze)

Postup klasifikace shodnosti v trojrozmérném prostoru lze necekané zjednodusit.
Vhodné umisténi soustavy soutradnic ndm dovoli vyuzivat poznatky z klasifikace
shodnosti v roviné.

Kazdé shodné zobrazeni f v prostoru muzeme zapsat soustavou rovnic

f: 56/1 = a11r1 + a12T9 + aizry -+ bl
rh = anr1 + axprs + axrs + by
/
Ty = a3171 + as3a2x9 + a33x3 + bg,

kterou lze uzitim matic prepsat do tvaru

/
Xy ailp a1z ais T by
) -
I Ty | = | a1 age ags | - | x2 | + | bo
/
T as; asy ass T3 b3

a pak strucné vyjadrit rovnici

fi X'=A X +B. (78)

Stejné jako v roviné i v prostoru plati, Ze (78)) je shodnosti pravé tehdy, kdyz je
AT A=E, (79)

Dilezitou skutecnosti je, ze charakteristickd rovnice tohoto zobrazeni, ktera se da
struc¢né zapsat ve tvaru

det (A — \E) =0, (80)
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kde E je jednotkova matice, je algebraickou rovnici tfetiho stupné vzhledem k
neznamé \. Vzhledem k tomu, ze imaginarni koreny se vyskytuji vzdy ve dvojicich
(navzédjem komplexné sdruzenych ¢isel), mé algebraicka rovnice tietiho stupné vzdy
alesponi jeden koten redlny. V piipadé rovnice (80) ho oznaéme \g. Shodnost v Ej
mé tak vzdy alesponl jeden samodruzny smér @; @' = Mgu. V pripadé shodnosti
se zachovava velikost vektoru, tj. plati ||d'|| = || \ot|| = ||@]||. Potom je zfejmé, Ze
hodnota Ay bude 1 nebo —1. Pfedpokladejme, ze vektor @ je jednotkovy a volme
soustavu souradnou tak, aby méla osa z smér tohoto vektoru. Pti takto zvolené
soustavé soufadné se rovnice shodnosti zjednodusi na tvar

l’/l = 1171 + a12T9 + bl
I"g = @11 + ag9Ts + b
rh = + z3 + bs.

Potom je pozadavek, aby byla matice tohoto zobrazeni

a;r a2 0O
a1 az O
0O 0 =1

ortonormalni, splnén pravé tehdy, kdyz je ortonormalni matice
air a2
as ag |
To je ale tloha, kterou jsme Tesili pii klasifikaci shodnosti v roviné. Vime tedy, ze pfi

vhodné volbé os x,y pripadaji v tvahu nasledujici moznosti, jak mize tato matice
vypadat:

10 -1 0 1 0 cosa —sino | 10 sina £ 0
011}’ 0 —11|’ 0 —1 |’ sina  cos« » P ’

Ke kazdé z téchto matic existuji dvé soustavy rovnic (protoze uvazujeme +z). Po-
souzenim mnozin samodruznych bodia prislusnych zobrazeni a vhodnymi volbami
soustavy soufadné se dobereme k vysledné klasifikaci:

1) IDENTITA (b, = by = b3 = 0) nebo POSUNUTI

56/1 = x1 + bl

$’2 = X9 —+ bg
!

Ly = XT3 + bg.

2) SOUMERNOST PODLE ROVINY (b, = by = 0) nebo
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SOUMERNOST PODLE ROVINY slozena s POSUNUTIM podél této roviny

SUll = r1 + bl
SC’Q = Ty + b2
$,3 = —T3 + bg.

3) SOUMERNOST PODLE OSY rovnobézné se z (bs = 0) nebo

SOUMERNOST PODLE OSY rovnobé&zné se z slozena s POSUNUTIM podél této
osy

IC’l = —I + bl

$’2 = —X2 + bg

$g = r3 -+ bg.
4) STREDOVA SOUMERNOST

$’1 = —I + b1

$/2 = —X2 + bg

SC% = —x3 + bg.

5) OTOCENI kolem osy rovnobé&zné se z (bs = 0) nebo
OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené s POSUNUTIM podél této osy

r1cosa —

rosino + by
risina + xgcosa + by

r3 + bg.

6) OTOCENI kolem osy rovnobézné se z slozené se SOUMERNOSTI podle roviny

kolmé k této ose

Poznamky.

r1cosa —

Tosina + by
risina + xg9cosa + by

—Tr3 -+ bg

1. Kazda primé shodnost v prostoru se da slozit z otoceni kolem ptfimky a posu-

nuti podél této primky. Potom miizeme tici, ze kazda dveé shodné télesa v prostoru
mizeme ztotoznit posunutim, otoc¢enim nebo sroubovym pohybem.

2. Neptfima shodnost se dostane z primé pridanim soumeérnosti podle roviny.
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9.10 Cviceni — Shodnosti prostoru E;

60. Ovérte, Ze rovnicemi

+iz+ 2

1 2 2 9
—r——y+ =z
37 T 3Y T3y
2 1 2 2
3" 7 3Y 73773
2 2 1 2
2= ——x—-y—=z+4-=
37 T 3Y T 37Ty

je dano shodné zobrazeni E3 na sebe, najdéte jeho samodruzné body a sméry.

61. Napiste rovnice posunuti v E3, v némz se bod M = [-2, 3, 1] zobrazi na bod
M’ = [5,0, —4]. Najdéte soufadnice obrazu bodu A = [1, 1, 1] v tomto posunuti.

9.11 Shodna zobrazeni v prostoru E,,

Veéta 35. Ke kaZdé shodnosti f v E,, existuje k soumérnosti podle nadrovin tak, Ze
f je jejich sloZenim, k < n + 2.
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