15 Neeukleidovské geometrie

15.1 Problém rovnobézek

Eukleidtv paty postulat se vétsinou nazyva postulat o rovnobézkach. Od ostatnich
postulatti a axiomi se lisi tim, Ze ho nelze experimentalné ovérit. Tyka se totiz
nekonecnych primek a existence/neexistence jejich prusec¢iku lezictho kdesi mimo
pozorovatelovo zorné pole. Vyvstava tak otazka, zda tento postulat nelze odvodit
z ostatnich. Cela staleti se matematici pokouseli tuto moznost odvozeni 5. postulatu
dokazat. Netuspésnost téchto snah dala vzniknout problému rovnobézek. Nebylo jasné,
zda pokusy selhavaji proto, ze dikaz neni mozny, nebo proto, Ze sice mozny je, ale
pro jeho provedeni je tfeba néjakého dosud neznamého obratu.

Snahy o dokazani 5. postulatu pomoci ostatnich axiomt a postulati vedly ke vzniku
tzv. neeukleidovskijch geometrii. Zaslouzili se o to|Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Janos Bolyai (1802-1860) a Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevsky (1793-1856), pozdéji pak
Bernhard Riemann/ (1826-1866).

15.2 Lobacevského geometrie [ITUSDnonR]

Téz hyperbolicka geometrie.

Lobacevsky (stejné jako Bolyai a zfejmé i Gauss, ktery z nich byl prvni, ale své
objevy nezverejnil) pouzil pro dikaz 5. postulatu metodu nepiimého dikazu (t;.
uplatnéni principu o vylouceném tretim)). Vzal vSechny véty, které se daji dokazat
bez 5. postuldtu (tj. véty tvofici absolutni geometrii, viz str. [17) a k nim ptidal
negaci 5. postulatu: Existuje alespon jedna dvojice meprotinajicich se primek v ro-
vineé, ktere protinaji tuteéz primku a tvori s ni po jedné jeji strane vnitrni uhly, jejichZ
soucet je mensi dvou pravych. Ptitom doufal, Ze dojde ke sporu, coz se ale nestalo.
Jeho systém tvrzeni byl bezesporny, vytvoril tak novou, neeukleidovskou geometrii,
Lobacevského neeukleidovskou geometrii. Poprvé ji verejné predstavil pii prednasce
v roce 1826, formou publikace pak v roce 1829, [7]. Bolyai objevil tuto geometrii
nezavisle na Lobacevském a publikoval ji v roce 1832 (literarni formou je historie
vzniku neeukleidovské geometrie pékné popsana v [9]).

Pro dalsi pouziti vyuzijeme nasledujici formulaci negace 5. postulatu:

L: Existuji primka p a bod D, ktery na ni nelezi, takové, Ze alespon
dvé ruzné primky jdouci bodem D neprotinaji primku p.
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Vybrané vlastnosti Lobacevského geometrie
e Soucet vnitinich thld v trojuhelniku je mensi nez 7 :
a+fB+y<m.
e Shoduji-li se dva trojihelniky v ihlech, jsou shodné.
e Cim je mensi soucet uhlt trojuhelnika, tim je vétsi jeho obsah.

e Cim mensi je obsah trojihelnika, tim je soucet thld blizsi k .

Lobacevského formule
pro vztah o = I1(x) mezi thlem soubéznosti a a vzdélenosti x.

Obrazek 48: Vztah mezi tthlem soubéznosti a a délkou = tsecky AB

Uvazujme soubézku b s primkou a jdouci bodem A, ktery je ve vzdalenosti x od a,
viz Obr. 48. Potom plati formule

tg (%H(x)) — ek,

kde o = II(z) vyjadiuje zavislost ihlu soubéZnosti « na z a k je libovolna konstanta.
Potom je zfejmé, ze plati

lim (IT = —.

lim (11(2)) = 5
Z toho vyplyva, ze v dostatec¢né malé ¢asti Lobacevského roviny lze uzivat euklidov-
ské geometrie, aniz se dopustime podstatnych chyb, [5].

Model Lobacéevského (hyperbolické) geometrie

Vedle vytvoreni logicky konzistentniho systému geometrickych vét je dilezité vytvo-
rit také model takovéto geometrie. Nejjednodussim je Kleiniv model (Kleintiv dis-
kovy model, rovinna varianta obecnéjsiho Beltramiho—Kleinova modelu), viz Obr. 49l
Modelem roviny je kruh, pfimkou je jeho tétiva. Z Obr. 49 je zfejmé, Ze bodem le-
zicim mimo danou pifimku miize byt vedeno nekone¢né mnoho pfimek, které s ni
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Obréazek 49: Kleiniv model Lobaéevského (hyperbolické) geometrie

nemaji nic spole¢ného. Uz timto jednoduchym modelem je potvrzeno, ze 5. postulat
nelze odvodit z ostatnich. Kdyby tomu tak bylo, musel by v Kleinové modelu platit.

Dalsim moznym modelem Lobacevského (hyperbolické) geometrie je plocha parabo-
lického hyperboloidu (svym tvarem pfipominajici sedlo), viz Obr. 50. Nejkratsi spoj-
nici dvou bodt na ploSe je tzv. |geodeticka ¢drd (viz téz “Geodesics on an ellipsoid”)),
ktera se u ploch rtiznych od roviny lisi od tsecky. V dusledku toho ma trojuhelnik
tvoreny tfemi body na parabolickém hyperboloidu souc¢et vnitinich thlt mensi nez
180°. Naproti tomu u trojihelniku na kulové plose (pfedstavte si napf. rovnora-

Obrazek 50: Hyperbolicky paraboloid

menny trojihelnik se zékladnou na rovniku a s hlavnim vrcholem v severnim pélu)
je soucet uhlia vétsi nez 180°. Kulova plocha je tak modelem dalsi neeukleidovské
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geometrie, tzv. Riemannovy (eliptické) geometrie.

15.3 Riemannova geometrie

Téz elipticka geometrie.

Bernhard Riemann (1826-1866) formuloval v roce 1854 teorii obecné metrické geo-
metrie, kterd zahrnovala kromé eukleidovskeé geometrie a nedavno objevené hyperbo-
lické (Bolyai—Lobacevského) geometrie jesté novou eliptickou geometrii, pozdé&ji téz
nazyvanou Riemannova geometrie.

Typickou vlastnosti této geometrie je skutecnost, ze soucet vnitinich uhla v troja-

helniku je vétsi nez 7 :
a+fB+y>7

Modelem Riemannovy geometrie je pak povrch koule (sféry).

Obrazek 51: Povrch koule jako model Riemannovy eliptické geometrie
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