8 Shodnosti v roviné

V této kapitole je podan podrobny piehled Sesti shodnosti v roviné (osova soumér-
nost, otoceni, stfedova soumérnost, posunuti, posunuté zrcadleni, identita) spolu s
radou tloh na jejich vlastnosti i aplikace. V néasledujici kapitole [@ je potom pojed-
nano o tom, jak mnozina téchto shodnosti i nékteré jeji podmnoziny tvori spolu s
operaci skladani geometrickych zobrazeni grupy.

8.1 Osova soumérnost

Definice 19. Necht je ddna piimka o, kterou nazyvame osa soumérnosti. Potom
pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati M' = M. Ke kaZdému bodu
X, ktery neleZi na primce o, sestrojime obraz X' ndsledujicim zpusobem: Bodem
X wvedeme kolmici k na primku o a jeji patu oznacime Xo. Na poloprimce opacné
k poloprimce XoX sestrojime bod X' tak, Ze | X'Xy| = |XXo|. Takto definované
zobrazeni nazjvdme osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(o).

Obrazek 16: Definice osové soumérnosti

Poznamky:
1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodu soumérné sdruZzenych podle osy o.
2. Osova soumérnost je prikladem involutorniho zobrazeni (involuce).

PRIKLAD 8.1. Je ddna piimka p a body A, B v téZe poloroviné s hranicni prim-
kou p. Najdéte vsechny body X € p takové, Ze soucet vzddlenosti |AX| + |BX| je
minimalni.

Véta 13. Osovd soumérnost je shodné zobrazeni.
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Obrazek 17: VyuZiti osové soumérnosti ke geometrickému feseni piikladu [I7]

Samodruzné body a sméry osové soumérnosti

Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodd a smért. Pozdéji
tuto skutecnost vyuzijeme ke klasifikaci shodnosti.

Véta 14 (Alternativni definice osové soumeérnosti). Shodné zobrazent, jehoZ vsechny
samodruzné body vyplni primku o, je soumeérnost podle osy o.

Véta 15. Jestlize existuji na primce dva riuzné samodruzne body, pak kazZdy bod této
primky je samodruzny.

Véta 16. Ma-li shodnost aspon tri nekolinearni samodruzné body, je to identita.

Véta 17. Ma-li shodnost dva rizne samodruzné body a nent identitou, pak je osovou
Soumeéernosti.

Véta 18. Samodruzné primky osove soumeérnosti jsou primky kolmé na osu soumer-
nostu.

Analytické vyjadreni osové soumérnosti O(0) v roviné

PRIKLAD 8.2. Napiste analytické vyjddiens osové soumérnosti s osou v souiad-
nicové ose T (y).

Reseni: Dle obrazku [I§ je zfejmé, ze uvedené osové soumérnosti maji nize uvedena
analyticka vyjadreni.

Osovd soumeérnost s 0sou x: Osovd soumérnost s osou y:
=z ¥ =—x
I I
y =Yy y =Yy

Ne vzdy je ale mozné osu soumérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy.
Proto si odvodime rovnice osové soumérnosti s obecné umisténou osou.
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X'[x,-y]

Obrazek 18: Odvozeni rovnic osové soumérnosti s osou v souradnicové ose = (y)

0: ax+by+c=0 \X'[X',Y']

\

Obrazek 19: Odvozeni rovnic osové soumérnosti O(0)

Osova soumérnost podle osy o dané rovnici o:ax +by+c=0
Dle obrazku 19 plati

X' — X =2(Xy—X),

X() — X = k(a, b)

Z druhé rovnosti vyjadiime xyg = = + ka,yo = y + kb a dosadime je do obecné

rovnice osy o: a(x + ka) + b(y + kb) + ¢ = 0. Odsud potom vyjadiime parametr

b
= —w, ktery dosadime do rovnice
@2 + b2

X' — X = 2k(a,b).

Po tpravé a rozepsani po slozkéch dostavame rovnice osové soumérnosti O(o):

A (ax + by + ¢)

2b
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PRIKLAD 8.3. V eukleidovské roviné je ddna soumérnost podle primky p : 3z —
4y + 1 = 0. Napiste rovnice této soumeéernosti.

Cviceni — Osova soumérnost

4. Napiste rovnice soumérnosti podle primky o: 2z — 3y + 1 = 0.
5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dan obvod o = 12¢m a thly a = 60°, § = 45°.
6. Dokazte Vivianiho vétu.

Véta 19 (Vivianiho véta). V rovnostranném trojuhelniku je hodnota souctu vzddle-
nosti libovolného bodu od stran trojuhelniku konstantni, nezdvisla na poloze bodu.

7. Jsou dany dvé riznobézky p, ¢ a bod A mimo né. Najdéte body B € p, C € ¢
tak, aby obvod trojihelniku ABC byl miniméalni.

8. Reste Fagnantiv problém: ,Danému ostrotihlému trojihelniku vepiste troji-
helnik o nejmensim obvodu.*

9. Sestrojte konvexni ¢tyiihelnik ABCD se stranami dané velikosti, je-li — AC
osou vnitiniho thlu pii vrcholu A.

10. Sestrojte ¢tverec ABC D, je-li dano a + e = 10cm.
11. Sestrojte obdélnik ABCD, je-li dano e = 7em, a — b = 1em.

12. Sestrojte lichobéznik ABCD (AB||CD), je-li dano b = 3cm, ¢ = 2.5¢m, d =
2.6cm, o — B = 20°.

13. Mascheroniova konstrukce. Je dana kruznice k(S;7); déle je dana dvéma
body A, B (body nelezi na kruznici) jeji secna p, kterd neprochéazi stfedem S.
Sestrojte priseciky primky p s kruznici k, aniz pritom pouzijete pravitka.

14. Dokazte, ze body soumérné sdruzené s prusecikem vysek podle stran trojuhel-
nika, lezi na kruznici trojuhelniku opsané.

Osovéa soumérnost - Ulohy na doméci p¥ipravu
15. Dokazte nasledujici vétu

Veéta 20. V kazdéem trojuhelniku deli osa libovolného vnitrniho uhlu protéjsi stranu
v pomeru stran prilehlych.

16. Napiste rovnice osové soumérnosti, zobrazujici pocatek na bod [1, 5].
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17. Je déna ptfimka p a dvé kruznice ki, ko oddélené primkou p. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik tak, aby na kazdé z kruznic kq, ko byl jeden vrchol a jedna z
vysek lezela na primce p.

18. Jsou dany tii riizné primky p1, po, p3, prochazejici bodem S; na primce p; je dan
bod A # S. Sestrojte trojuhelnik ABC jehoz osy vnitinich hld lezi v ptimkach py,
D2, P3.

19. Jsou dany tii piimky o1, 0y, 03 prochéazejici bodem O. Na 07 dan bod A;. Se-
strojte AABC tak, aby o1, 09, 03 byly osami jeho stran a bod A; stredem strany
BC.

20. Jsou dany body X, Y a primka p, kterd je oddé€luje. Sestrojte rovnoramenny
trojuhelnik ABC, jehoz hlavnim vrcholem je bod C, osou soumérnosti primka p a
jehoZ ramena maji danou velikost a. Pfimka AC necht prochazi bodem X a pfimka
BC bodem Y.

21. Je dana piimka p a body A, B, lezici ve stejné poloroviné s hrani¢ni ptimkou p.
Sestrojte bod X € p tak, aby |LAXp| = 2|£BXp|.

22. Jsou dany body A, B, C a ptimka p kolma k ptimce AB tak, Ze prochazi bodem
C a body A, B lezi v téze poloroviné urcené primkou p. Sestrojte na primce p takovy
bod X, aby z ného byla vidét tisecka AB pod stejnym thlem jako tsecka BC.

23. Obrazy stfedu S kruznice opsané trojuhelniku ABC v osovych soumérnostech
podle primek BC, AC, AB jsou vrcholy trojuhelniku A, B;C. Dokazte, zZe je tento
trojuhelnik shodny s trojuhelnikem ABC.
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8.2 Otocleni

Definice 20. Otoceni neboli rotace je zobrazeni urcenée stredem S a orientova-
nym uhlem velikosti o, které bodu S prirazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S
pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a orientovany tuhel X SX' md velikost p. Zob-
razeni znacime R(S,¢), bod S se nazyvd stred otoceni a orientovany uhel velikosti
© je uhel otocend.

Obrazek 20: Otoceni R(S, «)

Shodnost, ktera neni ani identitou ani osovou soumérnosti, ma nejvyse jeden samod-
ruzny bod

Véta 21 (Alternativni definice otoceni). Shodnost s pravé jednim samodruznym
bodem S je otocenim; bod S je stred otoceni.

PRIKLAD 8.4. Odvodte analytické vyjddreni otoceni se stiedem v pocdtku sou-
radnicove soustavy o uhel a. Potom ukaZzte, Ze toto zobrazeni ma jediny samodruzny
bod - stred otoceni.

Reseni: Postupujeme podle obrazku 211

Vi — X
I
r |
X
yt —1— =
"
a I
Bl 4 + N
S X' X

Obrazek 21: Otoceni R(|[0, 0], )
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Rovnice otoceni o tthel o kolem pocatku jsou

2’ = xcosa — ysin o

/ .
Y = xsima+ YyCcosa

Véta 22. Slozenim dvou osovych soumernosti s ruznobéznymi osami vznikne oto-
cent, jehoZ stredem je prusecik téchto os.

Veéta 23. KazZdé otocent lze slozit ze dvou osoviych soumeérnosti, jejichZ osy jsou
ruznobézky prochazejici stredem otocent. Jednu z téchto os lze volit libovolné tak, Ze
prochazi stredem otoceni. Druhd je touto volbou urcena jednoznacné.

Véta 24. Otoceni se stredem S a uhlem velikosti o prevadi primku p v primku p’
ruznobéZnou s p; pritom dva vrcholové uhly, které p a p' tvori, maji velikost o.
Analytické vyjadreni otoCeni (rotace) R(S,a) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [s, $9]

¥ = (r —s1)cosa — (y — s)sina + 1

Y = (z—s1)sina+ (y — s9) cosa + $o

Po tpravé dostaneme:

¥’ =xcosa—ysina + 51 — s1cosa + Sy 8in o

Yy = xsina +ycosa + sy — s;sina — s9cosa

PRIKLAD 8.5. Afinni zobrazeni euklidovské roviny na sebe zobrazuje vrchol A
trojuhelniku ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Muze to byt zobra-
zeni shodnée? Jestlize ano, napiste jeho rovnice vzhledem k vhodné zvolen€ kartézske
soustavée souradnic.

Cviceni — Otodeni

24. Jsou dany dvé shodné tsecky AB, C'D. Urcete otocCeeni, které zobrazi A na C
a BnaD. [2]
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25. Je ddna kruznice k(S;r) abod P # S. Bodem P vedte ptimku, na které kruznice
vytind usecku dané velikosti d.

26. Jsou dany rtizné rovnobézné primky a,b,c a bod A, ktery lezi na primce a.
Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC, jejichz vrcholy B, C' lezi po fadé
na primkach b, c.

27. Je dana kruznice k(S;3cm) a bod A (|SA| = 1.5¢m). Sestrojte vSechny tétivy
XY kruznice k o délce 5.5¢m, které prochéazeji bodem A.

28. Je dana kruznice k(S;r), bod B a usecka délky d (d < 2r). Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod tihlem 60°.
Otoceni - Ulohy na doméci p¥ipravu

29. Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C'. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC' tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fadé na ptimkéach a, b.

30. Jsou dany kruznice k, piimka p a bod A lezici vné k. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik s vrcholem v bodé A tak, aby zbyvajici vrcholy lezely na k a na p.

31. Pr1i odvalovani kruznice po primce se body soustavy spojené s kruznici pohybuji
po trajektoriich, kterym se fikd cykloidy. Rozlisujeme tii typy cykloid, v zavislosti
na tom, zda bod lezi vné, na nebo uvniti kruznice. Zobrazte tyto kiivky pomoci
programu GeoGebra.
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8.3 Stredova soumérnost

Definice 21. Stredova soumérnost se stredem S je shodné zobrazeni, které bodu
S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze bod S’ je
stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(.9).

Obréazek 22: Stfedova soumérnost S(5)

Poznamka. Stredovou soumérnost miizeme chapat téz jako specidlni piipad rotace

R(S, ) pro a =, tj. S(S) = R(S, 7).
Vlastnosti stfedové soumeérnosti:

1) Lze ji rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz osy jsou navzajem kolmé a pro-
chazeji stfedem soumérnosti S; jedna z os je volitelna.

2) Vznikne slozenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé
kolmé (stfed soumérnosti S odpovida priseciku téchto os).

3) Je jednozna¢né uréena svym stfedem
4) Je to involutorni zobrazeni (téz involuce).
5) Stredova soumérnost je primd shodnost.

6) Stfedovd soumérnost mé jediny samodruzny bod, stied S, a vSechny sméry sa-
modruzné.

Véta 25. V soumernosti podle stredu S je obrazem kaZdé primky primka s ni rov-
nobézna. Primka, kterd prochazi stredem S je samodruzna.

Analytické vyjadreni stfedové soumérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [sy, $9]

¥ =—x+ 2%
/

Yy = —y+ 289

Véta 26. KaZdd shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tri osovych soumérnosti.
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Cviceni — Stredova soumérnost

32. Je déana kruznice k(O;r) a pfimka p, kterd ma od stiedu O vzdalenost v > 0;
dale je dan bod S, ktery lezi uvniti poloroviny pO. Sestrojte tisecku se stredem S,
kterda ma krajni body K, P po fadé na kruznici £ a na primce p.

33. Je dana kruznice k(S, 7). Bodem P, ktery lezi vné kruznice k, vedte ptimku p,
ktera protind kruznici v bodech A, B tak, ze A je stfedem usecky BP.

34. Je dan thel AV B a bod S jeho vnittku. Sestrojte na rameni VA bod X a na
rameni V' B bod Y tak, aby bod S byl sttedem tsecky XY.

35. Je dana usecka AA; (JAA;| = 5em). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: ¢ = 4em, b = Tem.

36. Je dana usecka AA; (JAA;| = 5em). Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, pro
které je AA; téznici t, a pro které plati: v = 45°, = 60°.

37. Jsou dany dvé kruznice kq, ko, které se protinaji ve dvou bodech () a R. Bodem

Q@ vedte primku, kterd vytind na obou kruznicich tétivy stejné délky.

Sttedova soumérnost - Ulohy na doméci piipravu

38. Je dan trojuhelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny usecky XY
se stfedem M a s krajnimi body X, Y na hranici trojihelniku.

39. Vepiste danému rovnobézniku ABC'D c¢tverec XY UV tak, aby na kazdé strané
rovnobézniku lezel jeden vrchol ¢tverce.

40. Je dan thel AV B a bod S jeho vnitiku. Sestrojte na rameni VA bod X a
na rameni VB bod Y tak, aby XY.S byl rovnoramenny pravouhly trojihelnik s
preponou XY.

41. Je dana tsecka AA;; |[AA;| = 4.5¢m. Sestrojte vSechny pravouhlé trojuhelniky
ABC' s pravym thlem pii vrcholu C, v nichz AA; je téznici t, a t, = 6¢cm.
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8.4 Posunuti

Definice 22. Orientovanou useckou AB je ddn vektor p = z@ Posunuti neboli
translace je zobrazeni, které kazdému bodu X roviny pFitazuje bod X' tak, Ze plati

=
XX"'=p, tj. X' = X + p. Zobrazeni znacime T (p).

goll
N

Obréazek 23: Posunuti 7 (p)

Poznamka. Posunuti (translaci) miazeme definovat téz jako shodnost, ktera vznikne
slozenim dvou osovych soumeérnosti s rovnobéznymi a riznymi osami. Smér posu-
nuti je potom kolmy na smeér téchto os a jeho velikost je rovna dvojnasobku jejich
vzdalenosti.

Veéta 27. KaZdou translaci lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobéezZnyma
osami z nichZ jednu lze volit libovolné, kolmo na smer translace a druha je touto
volbou urcena jednoznacne.

Véta 28. Posunuti (translace) nemd Zadny samodruzny bod a zobrazuje primku do
primky s ni rovnobézné (tj. md vsechny smeéry samodruzné).

Véta 29. Necht X' je obraz libovolného (proménného) bodu X v dané translaci
T. Pak vsechny primky X X' jsou navzdjem rovnobézné a vSechny isecky X X' jsou
navzdajem shodne.

Analytické vyjadieni posunuti T(p) v roviné

Rovnice posunuti 7 (p), kde p'= (p1, p2):
=2+ p
Y =y+p
PRIKLAD 8.6. Jaké zobrazeni mize byt vysledkem skldddni dvou posunuti?
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Cviceni — Posunuti

42. Jsou dany primka p a dvé nesoustfedné kruznice ki(Si,71), ko(S2,72). Vedte
primku rovnobéznou s primkou p tak, aby na ni kruznice ki, ks vytinaly shodné
tetivy.

43. Sestrojte ¢tytuhelnik ABC D, jehoz thlopticky sviraji pravy thel, jsou-li dany
velikosti uhlopficek |AC| = e, |BD| = f a velikosti uhla |[ZABC| = 90°, |[ZADC| =
J.

44. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran a, b, ¢, d.

45. Sestrojte ¢tyfuhelnik ABC D, jsou-li dany velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b,|CD| =c,|DA| = d a odchylka w ptimek AD, BC.

46. Sestrojte rovnobéznik, jsou-li dany délky jeho stran a velikost (thlu jeho thlo-
pricek.

47. Sestrojte lichobéznik ABC' D, jsou-li dany délky obou jeho zékladen a, ¢ a obou
jeho uhlopricek e, f.

48. Jsou dany dvé rtiznobézky a, b a tsecka délky r. Sestrojte vSechny kruznice k se
stfedem na primce a, polomérem r, které na primce b vytinaji tétivu délky r.
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8.5 Posunuté zrcadleni

PRIKLAD 8.7. Je ddna primka p a dva body A, B v téZe poloroviné s hranicni
primkou p. Na primce p sestrojte usecku XY délky d tak, aby soucet |AX|+ | XY |+
'Y B| byl co nejmenst.

Vime, ze kazda shodnost v roviné se da slozit z nejvyse tfi osovych soumérnosti.
V pripadech jedné a dvou osovych soumeérnosti uz mame jasno - slozenim jedné osové
soumeérnosti miize vzniknout samoziejmé jenom tato soumeérnost, slozenim dvou
osovych soumérnosti pak lze vytvorit otoceni (rtiznobézné osy), stiedovou somérnost
(kolmé osy), posunuti (rovnobézné osy) a identitu (dvé totozné osy). Kazdé z téchto
zobrazeni je zaroven unikatni svou skladbou samodruznych bodt a smért

— osova soumeérnost ma primku samodruznych bodii a dva na sebe kolmé samodruzné
SIETy,

— otoceni ma jediny samodruzny bod a zadny samodruzny smér,

— stfedova soumeérnost méa jediny samodruzny bod a vSechny sméry samodruzné,

— identita méa vSechny body i sméry samodruzné.

Pokud existuje néjaké dalsi shodné zobrazeni, nemtize mit zadny samodruzny bod
(jinak by to bylo otoceni, stfedova soumérnost, osovd soumérnost nebo identita).
Nasim tkolem je proto vysetfit, zda existuje shodné zobrazeni bez samodruz-
nych bodi, které vznikne sloZenim tii osovych soumeérnosti.

Ukaze se, ze takové zobrazeni skutecné existuje. Nazveme ho posunuté zrcadleni (téz
posunutd Soumernost).

Definice 23. Je ddna primka o. Zobrazent sloZené€ z posunuti ve sméru primky o a
0s0v€ soumeérnosti podle osy o se nazyvd posunuté zrcadleni (té€Z posunutd soumer-
nost).

X
+
p
0
X, X'
+ +

Obrazek 24: Posunuté zrcadleni Z : X — X’
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Veéta 30. Posunutée zrcadleni se da sloZit z osové a stredové soumeérnosti, pricemz
stred stredove soumérnosti nelezZi na ose 0sové soumernosti.

Véta 31. Posunuté zrcadleni nemad samodruzné body.

PRIKLAD 8.8. Necht AB, A'B’ jsou riznobéiné a shodné usecky. Dokaste, Ze

existuje posunuté zrcadleni nebo osovd soumeérnost, které prevdadeji body A, B po
radé v body A', B'.

Reseni:

Obrazek 25: Posunuté zrcadleni Z : AB — A’'B’

Analytické vyjadreni posunutého zrcadleni

_ y
X=lcy)
° ‘ 0 ‘ X
-4 -2 0 2
5 - (p17 0)
X1=1xq.y4] X'=[X,y'J=[x+p4,-Y]

Obrazek 26: Posunuté zrcadleni Z : X — X’

Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose = a vektorem posunuti g = (p1,0)

(viz Obr. 20)

Z: 1 =a+p,

/

v =—v.
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Cviceni — Posunuté zrcadleni

49. Jsou dany dvé riznobézky a,b a na nich dva body A # B (A na a, B na b).
Urcete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY| a dale aby:

a) XY||p, kde p je dand piimka; [1]

b) XY =d, kde d je predem dana tsecka; [1]

c) stied tsecky XY lezel na dané piimce q. [1]
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