1 ResSeni soustav linearnich rovnic

1.1 Linearni rovnice

Linearni rovnici o n neznamych 1, o, ..., x,, s redlnymi koeficienty rozumime
rovnici ve tvaru
a1r1 + asts + ... + apx, = b, (1)

kde koeficienty aq, ao, ..., a,, b jsou realna cisla.
Oznaceni ,linearni“ vyjadiuje skutecnost, Zze kazdd z neznamych x1,xo, ..., z, se
v rovnici vyskytuje nejvyse v prvni mocniné. Pokud by nejvyssi mocninou, v niz
se v rovnici vyskytuje proménna, byla mocnina druha, resp. treti, hovorili bychom
o rovnici kvadratické, resp. kubické (ptipadné o rovnici druhého, resp. tfetiho stupné).

V pripadé rovnic o jedné, dvou ¢i trech nezndmych pouzivame pro oznaceni ne-
znamych a koeficientl ¢asto i jiné symboly nez v (1), napf. neznamé oznacujeme z,
y a z a koeficienty a, b, c a d:

ax = b, ax + by = c, ar + by + cz = d.

1.2 Soustava linearnich rovnic

Budeme uvazovat soustavu m linearnich rovnic o n neznamych s readlnymi koeficienty
(obecné s koeficienty z télesal T'; potom hovoiime o soustavé m linearnich rovnic
o n nezndmych nad télesem T):

1171 + a19T9 + ... + a1, = by
2171 + A99T9 + ... + Aopxy, = by

Am1T1 + Q2T + ... + QppTy = bm
Se soustavou (2) jsou spojeny nasledujici dvé matice.

Matice soustavy A:

ail aio ... QAip
A _ asy a9o ... QA9p
Aml Am2 ... Amn

L Télesem* zde rozumime algebraickou strukturu (jiz zndte algebraickou strukturu zvanou ,grupa“). V kurzu
linearni algebry a geometrie budeme pracovat vyhradné s télesem realnych ¢isel R. Definice této algebraické struktury
je uvedena v kapitole vénované vektorovému prostoru.



Rozsifena matice soustavy A*:

ail aio ... QAip bl
qF | G a2 .. Gz ba
Aml Am2 ... Amn bm

Poznamka. Pro oznaceni rozsifené matice pouzivame i jiné symboly nez A*. Na-
priklad Aroz.

1.3 Maticovy zapis soustavy

Uzitim nasobeni matic mizeme soustavu (2) zapsat ve tvaru

A-T=b,
m 5]
. . . Ta| . = ba |
kde A je matice soustavy, ¥ = | | je vektor neznamych a b = | | je vektor
_xn_ _bm_

pravych stran rovnic soustavy.

Vektory 7 a b miiZeme chapat také jako matice. Pak pouzijeme zapis
A-X =8B,

kde X =7 a B =b.

Casto je vyhodné hledét na soustavu (2) jako na rovnost linearni kombinace
sloupcovych vektort matice A vektoru b:

ai ais A1n by
a1 a2 Aon by

X1 - : —{—332' : ++.§Cn : = : , (3)
Ami Am?2 Amn bm

coz strucnéji zapiseme ve tvaru:

ri-a1+x9-as+...+x,a, =0b.



Podle vektoru pravych stran b rozligujeme dva typy soustavy linearnich rovnic (2):

1) Pro b=0= (0,0, ...,0) hovofime o homogenni soustavé, symbolicky ji zapi-
Seme

A-¥=0 (nebo A-X =0).
2) Pro b =# 0 hovorime o nehomogenni soustaveé, kterou symbolicky zapiseme

A-Z=b; b#£37 (nebo A-X=DB; B#£O0).

1.4 Resitelnost soustavy - Frobeniova véta
Zajiméa nas, jak pozname, zda ma soustava feseni a kolik rtiznych feSeni mize mit.

PRIKLAD 1.1. Rozhodnéte o poctu veseni dangch soustav. Potom je vyreste a
jegich reseni geometricky interpretujte.

r+3y+2=5 b dr+3y+ 22 =1 r+y—3z=-1
2) 204+y+z=2 r+3y+o52=1 ¢ 20 + 3y — 22 =1

r+y+52=—7, 3+ 6y + 9z = 2, x4+ 2y—+z=3.
Reseni:

Provedeme Gaussovu eliminaci rozsitené matice kazdé z danych soustav:

ad a)

1 3 1] 5 13 1|5 r+3y+z2=2>5
2112 |~--~[01 =26 |— y—22=06
1 157 00 1/]-2 s — _9

h(A) = h(A*) = n (pocet neznamych), soustava ma jediné feseni (je regularni)

Obrazek 1: Reseni piikladu 1.1 a - tfi roviny s jednim spoleénym bodem



Reseni ur¢ime napiiklad Gaussovou-Jordanovou eliminaci (mtzeme vSak pouzit také
Cramerovo pravidlo, inverzni matici ¢i pfimé feseni soustavy):

1 3 1] 5 13 1|5 1 001
21 1| 2 ~-oeen~ |01 =216 ~-e~ |01 0] 2
1 15| -7 00 1 |-2 00 1]-2
ReSenim soustavy je uspofadand trojice X = [1,2, —2]. Geometricky toto feSeni

interpretujeme jako bod, ktery je spole¢ny tfem rovinam odpovidajicim danym rov-
nicim.

ad b)
4321 1 3 5|1 r+3y+5z=1 (4)
1351~ n~ s

h(A) = h(A*) < n (pocet neznamych), soustava ma nekoneéné mnoho feseni

Obrazek 2: Reseni piikladu 1.1 b - tii roviny se spole¢nou piimkou

Reseni ur¢ime ze soustavy (4), ktera odpovida matici v Gaussové tvaru ekvivalentni
s rozsifenou matici dané soustavy:

r+3y+5z=1
3y+6z=1

Neznamé z,y, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim kazdého fadku matice
v Gaussové tvaru ziistanou neznamymi, zatimco neznamou z nahradime realnym
parametrem ¢ (nejsme schopni uré¢it hodnoty vice nezndmych nez je pocet nezévislych
rovnic, proto tuto tfeti nezndmou uvazujeme jako ,volnou*):

2=t teR
r+3y=1-51
Jy=1-—6t



. 1

Resenim soustavy je mnozina vSech usporadanych trojic M = {[t, = — 2t,t];t € R}.
Geometricky toto feseni interpretujeme jako piimku, ktera je spolecna vsem tiem
rovinam odpovidajicim danym rovnicim.

ad c)
11 —3|1 11 -3|1 vty —3r=1
23 2/1|~n |01 4]|-1]— y+dz=—1
12 1|3 00 03 03
h(A) < h(A*), soustava nema feseni

Obréazek 3: Reseni piikladu 1.1 c - tii roviny nemaji spole¢ny priinik

Mnozina FeSeni dané soustavy je prazdna: M = (.

Véta 1 (Frobeniova véta). Soustava m linedrnich rovnic o n neznamych nad télesem
T ma aspon jedno rteSeni pravée tehdy, kdyzZ hodnost matice teto soustavy je rovna
hodnosti rozsireneé matice soustavy, tj.

h(A) = h(A").

Driikaz. Frobeniova véta ma formu ekvivalence. Muzeme ji schematicky vyjadrit
takto:

aspoll jedno Feseni < h(A) = h(A").

Dokazujeme tedy prislusné dvé implikace:



(1) aspon jedno feseni = h(A) = h(A")

aspon jedno feSeni = ex. x1,T9,...,x, tak,zexi-a1+ 9 -2+ ...+, -a, =b=
b je linearni kombinaci vektort @y, as, ..., @,. Potom se jeho pridanim k matici tvo-
fené vektory @y, ay, ..., @, nemuze zvysit jeji hodnost, tj. h(A) = h(A*). Symbolicky
zapsano: [ay,as, ..., a,] = [ai, @z, ..., @y, b] = h(A) = h(A*).2

(2) h(A) = h(A*) = aspon jedno Feseni

h(A) = h(A*) = b je linearni kombinaci vektort ay,as, ..., a, = existuje feSeni
L1,y ...y T L]

Poznamka. ReSeni soustavy linedrnich rovnic mfize dopadnout trojim zpisobem.
Bud mé praveé jedno feseni, nebo mé nekoneéné mnoho feSeni a nebo FeSeni nemaé.
Jina moznost neni. Jak to dopadne, pozname uz pri ovérovani platnosti Frobeniovy
podminky takto:

(i) h(A) = h(A*) = n ... soustava ma pravé jedno feSeni (tj. jednu usporadanou

n—tici),

’

(ii) h(A) = h(A*) < n ... soustava ma nekone¢né mnoho feseni (tj. nekonecné mnoho
usporadanych n—tic, které tvori néjaky ,podprostor, napt. pfimku nebo rovinu),

(iii) h(A) # h(A*) ... soustava nemd FeSeni.

PRIKLAD 1.2. Rozhodnéte o resitelnosti danych soustav. U kaZdé z nich rozhod-
néte, zda ma prave jedno resent, nekonecné mnoho resent, ¢i zda nemad Zadné resent.
Své tvrzeni zduvodnéte.

2t —y+z=1 b dr+y—z=1 rTHy—z2=2
r+2y—z2=3 r—y+2z=0 ¢) 20 —y+3z=1
dor+ 3y —z=1, x+3y—5z=2, —x+y+2z2=4.

2Zapisem [iiy, iz, ..., Ui, ] rozumime tzv. linedrni obal mnoziny vektorii iy, s, ..., @, co# je mnoZina viech line-
arnich kombinaci téchto vektoru. Vice v partiich vénovanych pojmu ,,Vektorovy prostor®.



1.5 Vztah mezi FeSenim nehomogenni a prislusné homogenni
soustavy linearnich rovnic
Mnoziny reSeni nehomogenni soustavy linearnich rovnic a k ni prislusné homogenni

soustavy spolu tzce souvisi. Zajima nas povaha tohoto vztahu, a jak ho mtizeme
vyuzit pri feSeni nehomogennich soustav.

PRIKLAD 1.3. Reste dané dané dvojice homogennich a nehomogennich soustav
linedrnich rovnic.

a) x+2y=0, x+ 2y =5,
e) —r4+2y+2=0 —r4+2y+2="7
r+y+22=0, r+y+2z=11.
Resend:
ad a)

Reseni homogenni soustavy: W = {[-2t,t];t € R} = {t(-2,1);t € R}.
Reseni nehomogenni soustavy:
M ={[5—2t,t];t € R} = {[5,0] +t(—2,1);t € R}.

db)
Regenf homogenni soustavy: W = {[—t, —t,t];t € R} = {t(-1,—1,1);t € R}.

=)

Reseni nehomogenni soustavy:

M={[b—-t6—tt];te R} ={[5,6,0]+t(—1,—1,1);t € R}.

Vé&ta 2 (Reseni nehomogenni soustavy). Necht R je libovolné Feseni nehomogenni
soustavy AX = B a Wy je vektorovy prostor vsSech teseni odpovidajici homogenni
soustavy AX = O. Pak pro mnozZinu M wvsech Teseni soustavy AX = B plati:

M ={R+u;u € Wa}.

Dikaz (1) {R+ @} C M; A(R+1i)= AR+ Aii= AR+ 7= AR=B

(2) M C{R+u}; AQ =B, AR=B=A(Q—R)=0=existujet=Q—R € Wy
tak, 7e AQ = A(R + @) = B. 0

Poznamka. Véta 2 nam jinymi slovy ika, ze vSechna reSeni nehomogenni sou-
stavy linearnich rovnic jsou urcena souc¢tem jednoho konkrétniho reseni
R této soustavy a vSech reseni u prislusné homogenni soustavy.
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Zaveér: Prii feseni nehomogenni soustavy linearnich rovnic s nekonec¢né mnoha rese-
nimi (tj. h(A) = h(A*) < n) miZeme postupovat takto:

1. Vytesime piislusnou homogenni soustavu rovnic. Jeji obecné feseni oznacme 7.
2. Najdeme jedno konkrétni feseni dané nehomogenni soustavy. Oznac¢me ho R.

3. Mnozinu M vsech feseni dané nehomogenni soustavy vyjadiime jako soucet jejiho
jednoho konkrétniho feSeni a obecného feseni prislusné homogenni soustavy:

M=R+7z

Poznamka. Mnozina vSech feseni nehomogenni soustavy tvoii tzv. bodovy pro-
stor (tj. je to mnozina bodt, také muzeme ¥ici ,mnozina mist*), zatimco mnozina
vSech feSeni prislusné homogenni soustavy tvoii tzv. vektorovy prostor (tj. je to
mnozZina vektorl, také muZeme ¥ici ,mnoZina sméra*).

Prvky bodového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
14 - Def. 2.1) nazyvame body. Kazdy bod, ktery je feSenim nehomogenni soustavy,
se da vyjadrit jako soucet jednoho konkrétniho bodu a lineadrni kombinace vektort
(které jsou fesenim prislusné homogenni soustavy).

Prvky vektorového prostoru (definice bude uvedena pozdéji, viz Pech: AGLU /str.
8 - Def. 1.1) nazyvame vektory. Kazdy vektor se da vyjadiit jako linearni kombinace
skupiny vektord z téhoZ prostoru, kterou nazyvame systém (mnozina) genera-
tori daného vektorového prostoru.

Dimenze vektorového prostoru je ¢islo, které udava pocet linearné nezavislych
vektort, jejichz linearni kombinaci mohu vytvorit kazdy vektor uvazovaného pro-
storu. Systém generatort v.p., ktery je tvofen linearné nezavislymi vektory se nazyva
baze vektorového prostoru. Dimenze je tak rovna poctu vektoru baze daného vek-
torového prostoru. Bod (poc¢atek) ma dimenzi 0, pfimka dimenzi 1, rovina dimenzi
2 a prostor ma dimenzi 3.



1.6 Homogenni soustava m linearnich rovnic o n neznamych

Homogenni soustavou rozumime soustavu linearnich rovnic, které maji na pravych
strandch vyhradné nuly (tj. vSechny rovnice v soustavé jsou homogenni). Pro takovou
soustavu je vzdy splnéna Frobeniova podminka. Homogenni soustava ma tedy vzdy
feSeni - tzv. ,trivialni feseni“, které spociva v tom, ze za vsechny neznamé dosadime
nuly (trividlnim fesenim je tedy uspordadand n—tice tvofena samymi nulami, téz
muzeme Fici nulovy vektor).

Pokud je matice homogenni soustavy regularni, tj. h(A) = n, mé soustava jenom
trivialni reseni.

Pokud je matice soustavy singularni, tj. h(A) < n, ma homogenni soustava ne-
konecné mnoho feseni a trivialni feseni je jenom jednim z nich. Timto pripadem
homogenni soustavy se ted budeme zabyvat.

PRIKLAD 1.4. Reste homogenni soustavu

r1 + T2 + T3 + x4 =
r1 + 2$2 + 3$3 + 4:(?4
r1 + 3$2 + 5$3 + 7:(?4
r1 + 4x9 + Txg + 10xy =

oS O O O
—
Ot
~

Reseni: Mnozina feSeni dané homogenni soustavy:
Wa={(s+2t,—2s—3t,s,t);s,t € R},

Mnozina W4 je podprostorem vektorového prostoru R*. MiZeme ji zapsat jako li-
nearni obal (tj. mnozinu vSech linearnich kombinaci) dvou nezavislych vektoru:

Wy = [{(1,-2,1,0),(2,-3,0,1)}] CC R*.

Dimenze W, je potom
dimW, = 2.

Véta 3. Necht je dana homogenni soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych nad
teélesem R a mecht matice A této soustavy ma hodnost h(A). Potom mnoZina W4
vSech 1esent této soustavy je podprostor aritmetického vektoroveho prostoru R™ a ma
dimenzi n — h(A), tj.

dimWy, = n — h(A).

K dikazu této véty nemame zatim vytvoreny potiebné teoretické zaklady. Vratime
se k nému pozdéji.



1.6.1 Vytvoreni baze vektorového prostoru vsSech resSeni ho-
mogenni soustavy

Vratme se k FeSeni piikladu 1.4. Vidéli jsme, Ze si ho muZeme zapsat tvaru
Wa=[{(1,-2,1,0),(2,—-3,0,1)}].

V této kapitole si na prikladech ukazeme, jak se daji primo najit vektory baze

podprostoru W 4.

Postup teseni Prikladu 1.4:

1. Urcime tzv. zakladni neznamé
Provedeme Gaussovu eliminaci matice soustavy:

—= = =
W N
Tt W =
N B~ =

W N = =

(@) IS NG

© o W =
O O =
O = =

1
0
0
14 7 10 0 0 00O

Soustava odpovidajici vysledné matici v Gaussové tvaru ma tvar

1 + v2 + w3 + w4 = 0
ro + 2x3 + 3x4 = 0.

Neznamé, které odpovidaji prvnim nenulovym prvkim na kazdém radku matice v
Gaussové tvaru (viz podtrzeni), nazveme zakladni neznamé. V nasem piipadé se
jedna o x1 a x9. Vzhledem k témto neznamym pak fesime soustavu, kdyz zbyvajici
neznamé (”nezakladni” nebo téz ”volné” neznamé) nahradime realnymi parametry.
V nasem konkrétnim ptipadé tedy

zakladni nezn. :  xq, T9; volné nezn. : wx3=3s, x4=1; s,t€R.

2. Vypocditame dimenzi prostoru resSeni W4

dmWy=n—h(4)=4—2=2

3. Hledame dvé nezavisla reseni 51, 52 tvorici bazi Wy

Vektory 51, 52 nejprve volime takto:
by = (21,29, 1,0), by = (y1,92,0,1).

Potom je dosadime do soustavy (6) a dopoc¢itame prislusné hodnoty 1, x2, Y1, ys
by = (1,-2,1,0), by =(2,-3,0,1).

Obecné feseni 7 homogenni soustavy (1.4) pak mizeme zapsat jako linearni kombi-
naci vektori by, b :

s(1,-2,1,0)+ t(2,-3,0,1); s,t€R.

T
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PRIKLAD 1.5. Reste ndsledujici homogenni soustavu linedrnich rovnic a urcete
bazi vektoroveého prostoru vsech Teseni této soustavy:

T — 21’2 — T3 -+ 25134 + 55135 =0
3$1 — 6$2 — 2$3 + x4 + 31’5 =0 (7)
—2$1 + 4$2 + X3 + x4 + 21’5 =0

Reseni:
Wy = [{(27 1,0,0, 0)7 (37 0,5, 1, 0)7 (77 0,12,0, 1)}]

Obecné Teseni mizeme zapsat ve tvaru
r=r(2,1,0,0,0)+ s(3,0,5,1,0) + £(7,0,12,0,1); r,s,t € R. (8)

Poznamka. 7 tvrzeni véty 3 plynou jasné zavéry o poctu feseni homogenni soustavy
linearnich rovnic. Je ziejmé, ze hodnost matice A je vzdy mensi nebo rovna dimenzi n
prostoru neznamych (po¢tu neznamych). Uvazujme nejprve h(A) = n. Po dosazeni
do vztahu dim Wy = n — h(A) dostaneme pro dimenzi prostoru feSeni soustavy
dimW, = 0. Jedna se tedy o trividlni podprostor obsahujici jediné - trivialni
(nulové) feSeni soustavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dim W, # 0. Prostor
feSeni obsahuje tedy nekoneéné mnoho prvki - soustava ma nekoneéné mnoho
reseni soustavy.

1.7 Nehomogenni soustava m linearnich rovnic o n nezna-
mych

Zajimaji nas zde hlavné neregularni soustavy, tj. soustavy, které maji nekonecné
mnoho teSeni. Jiz vime, jak spolu souvisi feSeni takové nehomogenni soustavy s
feSenim ji odpovidajici soustavy homogenni (viz Véta 2). Pokrac¢ujeme piikladem
soustavy, kterd se, aZ na pravé strany, shoduje s homogenni soustavou (7) z pfikladu
1.5.

PRIKLAD 1.6. Reste ndsledujici soustavu linedrnich rovnic:

T — 21’2 — T3 -+ 25134 + 55135 =8
3$1 — 6$2 — 2$3 + x4 + 31’5 =2 (9)
—2$1 + 4$2 + 23 + x4 + 21’5 =6

ReSeni: Reseni
M ={(-14+2k+3l+Tm,k,—22 + 5l + 12m,l,m)}

miiZzeme prepsat do tvaru, v némz je patrné feseni (8) prislusné homogenni soustavy
(7):
M ={(-14,0,-22,0,0) + k£(2,1,0,0,0) + 1(3,0,5,1,0) + m(7,0,12,0,1)}
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