13.3 Kartézska soustava souradnic

Afinni bodovy prostor na jehoz vektorovém zaméreni je definovan skalarni soucin na-
zyvame Fukleidovsky bodovy prostor a znacime ho F,,. V takovém bodovém prostoru
mizeme zavést soustavu soutadnic (repér) {P; e, és, ..., €,}, jejiz baze (€1, és, ..., €,)
je ortonormalni. Takovou soustavu nazyvame kartezskou soustavou souradnic.

Definice 26 (Kartézska soustava soutadnic). Kartézskou soustavou souradnic ro-
zumime afinni soustavu soutadnic { P; €1, s, ..., €.}, ve které €y, és, ..., €, je ortonor-
malni bazi.

14 Afinni bodovy podprostor

Ze vsech moznych podmnozin afinniho bodového prostoru nas budou zajimat jenom
takové, které samy splnuji definici afinniho bodového prostoru, budeme jim fikat
afinni bodové podprostory (srovnejte se zavedenim pojmu vektorovy podprostor na

str. B3).

Definice 27 (Afinni bodovy podprostor). Neprazdnou podmnoZinu Ay, afinniho bo-
dového prostoru A,, kterd je sama afinnim bodovym prostorem (viz definice [27),
nazyvdame afinnim bodovym podprostorem prostoru A,,. Zapisujeme

Priklady afinnich bodovych podprostori
(1) Samotny afinni bodovy prostor A, je svym podprostorem, A, CC A,,.
(2) Bod (Ay), primka (A1), rovina (As) jsou typické podprostory prostort As, As,

kterymi se budeme zabyvat.

PRIKLAD 14.1. Mduge byt polopiimka, tsecka, polorovina, kruh nebo trojihelnik
bodovym podprostorem prostoru Ay ?

Obrazek 34: Je poloptimka ¢ nebo tsecka m afinnim bodovym podprostorem?
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Reseni: Nejprve se zaméfime na polopfimku a tsecku, viz Obr. B4l Protoze se jedna
o casti primky, budeme jako jejich pfipadna zamétreni uvazovat vektorové prostory
generované smeérovymi vektory odpovidajicich primek. V pripadé poloptimky ¢ =
() R uvazujeme vektorovy prostor U = [w], v pfipadé tisecky m pak vektorovy prostor
V = [u].

Nyni ovéfime, jak polopfimka a tsecka jako mnoziny bodi splnuji definici 241
Nemusime se zabyvat otazkou existence zobrazeni g : A, x A, — V. Ta je zarucena
skutecnosti, ze vySetfované mnoziny jsou podmnozinami afinniho bodového prostoru
As. Stejné tak vlastnost 2 z definice je ziejmé splnéna. Soustifedime se proto na
vlastnost 1.

Z Obr. 34 je evidentni, Ze pro polopfimku a tisecku tato vlastnost neni splnéna.
Vidime, ze v kazdé z téchto mnozin bezesporu existuji body a v jim prislusejicich
vektorovych prostorech vektory, které kdyz secteme, dostaneme body, které do téchto
mnozin nepatii. Prikladem je bod K tusecky m spolu s vektorem « nebo bod R
polopfimky ¢ spolu s vektorem w. Body K + i, R + w rozhodné nenalezi tisecce m,
respektive polopfimce ¢. Tyto podmnoziny bodového prostoru A, tak nemohou byt
afinnimi bodovymi podprostory. Pro srovnani je na Obr. 34 pifimka p urc¢ena bodem
A a smérovym vektorem v, ktera, jak jiz vime, definici 24] spliiuje a je tedy afinnim
bodovym prostorem (s vektorovym zaméfenim V' = [v]).

Ke stejnému zavéru jako v pripadé poloprimky a tsecky dospéjeme i u poloro-
viny, kruhu nebo trojuhelniku, viz Obr. 35 Pokud jako mozné vektorové zaméreni
téchto mnozin uvazujeme vektorovy prostor V5, je z obrazku patrné, ze opét v kazdé
z mnozin existuje bod a ve vektorovém prostoru V5 vektor tak, Ze jejich soucet do
mnoziny nepatii. Nejedna se tedy o afinni bodové podprostory.

y Q
+G 5
B
X
4 P X
U Y X
. 5 0 5/ 10 / 15
40
t Y w A
e |
- b

Obrazek 35: U=I1+7¢t, Q=P+2¢k, B=A+7¢—bA
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Specialni afinni bodové podprostory
Nasledujici pojmy se pouzivaji k oznaceni afinnich bodovych podprostori uvedenych

dimenzi, bez ohledu na dimenzi prislusného afinniho bodového prostoru A,,.

— primka, podprostor dimenze 1, znac¢ime Aj,
— rovina, podprostor dimenze 2, znac¢ime A,

— nadrovina, podprostor dimenze n — 1, znac¢ime A,,_1.

14.1 Parametrické vyjadieni podprostoru

Jiz vime, ze kazdy bod X afinniho bodového prostoru A, muzeme vyjadrit jako
soucet zvoleného pevného bodu A a touto volbou jednoznac¢né urcéeného vektoru 7,
X = A+Z. Pti dané bazi (51, by, ..., gn) vektorového zaméreni V,, prostoru A,, potom
mizeme dle (I07) bod X vyjadfit rovnici X = P + xlgl + xggz + ...+ mngn

Stejny princip uplatnime pfi popisu afinniho bodového podprostoru A, CC A,.
Kazdy jeho bod X € A; muzeme psat ve tvaru

X=A+17 (110)

kde A je pevné zvoleny bod z A a T je vektor z vektorového podprostoru V, CC V,,,
ktery je zaméfenim A;. Afinni bodovy podprostor A je tak urcen svym zamérenim
Vi a libovolnym ze svych bodu A, zapisujeme

A =[A V], (111)
Je-li (1;1, by, . . . I;k) baze zaméteni Vj, muzeme (I10) psat ve tvaru
X = A+ t1by + toby + ... + t1by; t1,t9, ... .t € R, (112)

kterému fikdme parametrické vyjadreni (téz parametrickd rovnice) afinniho bodového
podprostoru' A, CC A,. S ohledem na skutecnost, ze zaméfeni V. je uréeno svou
béazi, tj. Vi, = [{51, by, . . . I;k}], muizeme afinni bodovy podprostor kromé (I11]) zapsat
také ve tvaru

Ap = [A; b1, Doy bx| (113)

' P¥islusné véty o uréeni afinniho bodového prostoru a jeho parametrickém vyjadieni spolu s jejich dikazy jsou
uvedeny v [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich titvari, Ceské Bud&jovice, Jihodeska univerzita v C.
B., dostupnou na adrese |http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy/Analyticka.pdf, str. 16-18.
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Parametricka vyjadieni specialnich podprostora

Podobu vztaht (I11) a (I13) pro konkrétni podprostory si mizeme ilustrovat na
prikladech podprostori, s kterymi se budeme v nasledujicich pasazich nejvice setka-
vat:

— primka, A; = [A;d] . X = A+ ta,

- mvz'na, Ag = [A, ﬁl, ’17:2] . X=A + tlﬁl + tzﬁz,

nadrovina, A, = [A; Uy, U, ..., Uy—1] : X = A+ D L,

afinnd prostor, A, = [A;ty, Uy, ... U] : X = A+ >0 L.

PRIKLAD 14.2. Primka p = [A;4] je ddna bodem A = [1,2,3] a smérovym
vektorem i = (—2,5,11). Napiste parametrické vyjadieni primky p.

Reseni: X =[1,2,3] +t(—2,5,11); t € R.

Rozepsanim rovnice X = [1,2,3] + t(—2,5,11), kde X = [z, 29, 23], po slozkach
dostaneme parametricke rovnice primky

T1 — 1— Qt,
vy =2+ 5, (114)
rs3 =34+ 11t; t € R.

14.2 Parametrické rovnice podprostoru

Rozepsanim parametrické rovnice (téz parametrického vyjddreni) rovnice podpro-
storu A; pro jednotlivé soufadnice (vzhledem k urcité soustavé soufadnic ¢) do-
staneme parametrické rovnice podprostoru. Pocet téchto rovnic odpovida dimenzi n
afinniho bodového prostoru A,,, pocet parametrd v nich potom odpovida dimenzi
k podprostoru Ay (viz piiklad 4.2, kde tfi rovnice odpovidaji dimenzi prostoru,
v némz je uloha zadana, zatimco jeden parametr koresponduje s dimenzi uvazova-
ného podprostoru, tj. pfimky).

Uvazujme pro ilustraci jesté rovinu p jako podprostor p = [A; «, U] afinniho bodového
prostoru As. Jeji parametricka rovnice je

p: X =A4+tu+tu;, ti,t3 €R.

Pro soutadnice X = [x1, x9, 3], A = [a1, as, as], @ = (u1, uz, us), ¥ = (v1, v9, v3) vzhle-
dem k soustave souradnic ¢ ji prepiSeme do tvaru

p T, wa, 3] = [ar, ag, as] + ti(u1, ug, ug) + ta(vi, v, v3); 1,19 € R,
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z kterého po rozepsani pro jednotlivé souradnice dostaneme soustavu parametrickych
TOUNIC TOVINY

p: x1= a1+ tiug +lavg
To = a9 + t1U2 + t2?)2 (115)
r3 = ag + tyug + tovz;  t1,ts € R.

Stejné jako pfimku a rovinu popiseme parametrickymi rovnicemi kazdy podprostor
Ay afinniho bodového prostoru A,,.

Véta 24 (Parametrické rovnice podprostoru). Necht je v afinnim prostoru A, ddina
soustava souradnic p. Potom miZeme podprostor Ay; Ap = [A;uy, Us, ..., U], pro-
storu A, urcit parametrickymi rovnicemi

Ty =ai+ u11t1 + u21t2 + ...+ ukltk

T9 = Q9 + u12t1 + u22t2 + ...+ ukztk (1]_6)

Ty = Qp + Urpl] + Uoplo + ... + Upplr
zkracené

k
xj:aj+2uijti; j:1,2,...,n,
1=1

kde A = [&1,&2, ...,an] , ﬁz = (Uil,uiz, ...,um), 1= 1,2, ,k

PRIKLAD 14.3. Zjistéte, zda body A; = [0,0, 3], Ay = [1,1,3], le# v roviné
(A, @7, kde A=[1,1,-4], @ = (1, -1,1), 7= (1,3,1).

PRIKLAD 14.4. Urcete dimenzi afinniho bodového prostoru A, a jeho podprostoru
A;. daného rovnici:

a) X =14,-4,2,1,1] +t(2,-8,3,-5,1),

b) X =[1,0,2,2] +7r(1,-1,0,0) + s(1,2,0,—1).

PRIKLAD 14.5. Zjistéte, jaké bodové podprostory jsou urcené parametrickymi

TOUNICEM?I
a) x = r+s, a) 1 = b—r+s+t,
To = 1—s, Ty = T,
r3 = —5+4 2r, r3 = 8,
ry = 2—r—+4s, ry = 2+4s—1.
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14.3 Kanonicky tvar rovnice primky

Skutecnost, ze parametrické rovnice primky obsahuji jenom jeden parametr, dovoluje
modifikovat tuto soustavu rovnic do podoby, v niz je parametr vyloucen. Uvazujme
primku p € A,, danou parametrickymi rovnicemi

p: x=a;+ tuy,
Y = ay + tUQ, (117)
z=a3+tusg; t € R.
Potom plati
_x—al Yy — as _Z—ag

= , U= , 1 ;
Uy U2 U3

a primku p tak mtzeme zadat rovnici ve tvaru

r — aq Yy — as Z — as
p: = = :
Uy U2 us

kterému tikame kanonicky tvar rovnice primky.

Poznamka. Pokud je u; = 0, ponechdme pro prislusnou soutradnici x; zvlastni
rovnici. Napftiklad prop : o =3,y =1 —t,2 = 4t; t € R vypada kanonicky tvar

rovnice primky takto
Yy —as < — as
p: x =3, = :
U2 Uus

PRIKLAD 14.6. Napiste parametrické vyjadient a kanonicky tvar rovnice primky,
kterd je dana bodem A a smérovym vektorem .

o) A=[3,1,—4], @=(2,7,5),
b) A=1[2,51], @=(1,2,0).

14.4 Urceni afinniho podprostoru

Ze zkusenosti vime, ze primka je urcena dvéma ruznymi body a rovina je urcena
tremi body, které nelezi v primce. Otazkou je, kolik a jakych bodt potifebujeme
k uréeni afinniho bodového podprostoru dimenze k. Odpovéd je skryta ve vztahu
(I13). Potfebujeme tolik bodiu podprostoru Ay, aby jimi bylo uréeno k linearné
nezavislych vektort 51, 52, e I;k baze jeho vektorového zaméreni V.. Bodl tedy musi
byt k£ + 1 a musi byt usporadany tak, aby & jimi urcenych vektort bylo nezavislych.
Pro takovéto body zavedeme pojem linedarne nezdvislé body.

Definice 28 (Linearné nezavislé body). Body Ay, A1, As, ..., Ay z prostoru A, nazy-
vdme linedrné nezdvislé (zdvislé), jsou-li jimi urcené vektory A; — Ag, i = 1,2, ..., k,
linedrné nezavislé (zdvislé).
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Véta 25 (O urceni afinniho bodového podprostoru). Afinni bodovy podprostor Ay
prostoru A, je jednoznacné urcen k + 1 linedrné nezavislymi body, které mu nalezi.

Diikaz. Zépis Ay = [Ag, Ay — Ag, Ay — Ay, ..., A — Ag] je ekvivalentni vztahu (ITI3)!.
[]

Dusledky véty
— primka je urc¢ena dvéma nezavislymi body
— rovina je urcena tfemi nezavislymi body

— nadrovina je urcena n nezavislymi body

Poznamka. Body lezici na jedné spole¢né primce nazyvame kolinearni body. Body
lezici v jedné roviné pak komplanarni body.

Ziskané poznatky o souvislosti linearné nezavislych bodt a vektorti nam dovoluji
zapsat primo parametrickou rovnici podprostoru Aj, ktery je dan k£ 4+ 1 linearné
nezavislymi body, jak ukazuje nasledujici priklad.

PRIKLAD 14.7. Napiste parametrickou rovnici roviny p = (A, B,C), kde A =
1,0,1], B=1[3,4,2] a C = [5,1,0].

Reseni: Parametricka rovnice dané roviny je
p: X :A—f—tl(B—A)—i—tz(C—A); t1,12 € R.
Jednotlivé parametrické rovnice potom dostaneme rozepsanim po slozkach

p: x=ai+ti(by —ar) + ta(c1 — ar),
Y = as + tl(bz — CLQ) + tz(Cz — az),
Z = as +t1(b3 — CL3) +t2(63 — ag); t1,10 € R.

Odtud po dosazeni souradnic dostaneme konkrétni parametrické rovnice dané roviny

p: x =142t + 4to,
y:4t1+t2,
z=14+11 — to; tl,tQER.

Disledky tesent prikladu [14.7

Z teseni prikladu [I4.7 vyplyva, jak si muzeme urychlit zapis parametrickych rovnic
specidlnich podprostort, které jsou dany £ + 1 body:

Vice viz [1] PECH, P. (2004) Analytickd geometrie linedrnich titvari, Ceské Budéjovice, Jihoceskd univerzita
v C. B., dostupné na adrese http://www.pf.jcu.cz/stru/katedry /m/knihy /Analyticka.pdf, str. 26
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— Piimka: X = A+t(B—-A); te R
— Rovina: X = A+t1(B — A) +t2(C’— A), t1,to € R

— Nadrovina: X = Ao—f-tl(Al—Ao)—f-tQ(Az—Ao)—f-...—f-tn_l(An_l—Ao); t1,00, ..., tp—1 €
R

PRIKLAD 14.8. V A, jsou ddny body K = [1,0,1,2], L = [4,2,3,1], M =
[—1,3,0,1], N = [2,1,1,5]. Rozhodnéte, zda urcuji podprostor A3 CC Ay. Pokud
ano, napiste jeho parametricke vyjadrent.

PRIKLAD 14.9. Rovina je urcena body A = [2,1,0], B = [2,4,1] a smérem
vektoru @ = (1,1, 3). Napiste jeji parametrické rovnice.
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