2 Vektorovy prostor

Pojem ,vektor® znate ze stredni skoly - z fyziky, kde jste ho pouzivali pro znazornéni
velikosti a sméru vektorové veli¢iny (tzv. ,fyzikalni vektor*), a z geometrie, kde jste
vektor pouzivali k vyjadfeni sméru (a velikosti posunuti v tomto sméru) napf. pii
zapisu parametrickych rovnic pfimky (tzv. ,geometricky vektor®).

Vektory jste znazornovali ,orientovanymi tiseckami“ (Sipkami) konkrétniho sméru
a velikosti. Ve fyzice vétsinou zalezi na umisténi poc¢atec¢niho bodu této orientované
usecky, jedna se o tzv. ,vazané vektory“. V geometrii vétsinou na umisténi poca-
tecniho bodu nezalezi (vSechny orientované tsecky téhoz sméru a téze velikosti jsou
rovnocenné), hovofime o tzv. ,volnych vektorech®.

Geometrickym vektorem tak vlastné rozumime mnoZinu vsech orientovanych use-
cek stejneho smeéru a velikosti. Konkrétni orientovanou tisecku z této mnoziny pak
nazyvame umisténim vektoru. Tohoto vztahu mezi dvojici bodi (tj. poc¢atecnim a
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Obrazek 4: Geometricky vektor u, jehoz umisténim je orientovana tisecka AB

koncovym bodem orientované tsecky) a vektorem budeme déle vyuzivat. Napii-
klad vektor ¥ na Obr. @], ktery je dan orientovanou tseckou (svym umisténim) AB,
budeme zapisovat také jako u = @ nebo @ = B — A.

PRIKLAD 2.1. Pro geometrické vektory @, U, které jsou ddny svymi umisténims
urcete graficky vysledky nasledujicich operaci:

a) U+ v,

b) i@ — 7,

<y

c) 2u+ 30.
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2.1 Vybrané algebraické struktury

Vlastnosti pocetni operace (napf. s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni) provadéné
s néjakymi ¢isly zavisi na mnoziné, z niz tato ¢isla pochazeji. Lisi se vlastnosti ope-
race sCitani na mnoziné prirozenych ¢isel a na mnoziné celych ¢isel, lisi se vlastnosti
déleni na mnoziné celych ¢isel a na mnoziné racionalnich ¢isel apod. Ma proto smysl
hovorit o operaci ve spojeni s mnozinou, na jejiz prvcich operaci provadime.

Algebraickou strukturou rozumime mnozinu spolu s jednou nebo i vice opera-
cemi, které jsou na ni (neomezené) definované. Zapisujeme (M, *) nebo (K, 0),
kde M, K jsou mnoZiny a *,<, o jsou operace na nich definované (x je operace na
M a ¢ spolu s o jsou operacemi na K).

Priklady algebraickych struktur
1. Mnozina celych ¢isel (Z) spolu s operaci s¢itani ,+“: (Z, +).
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2. Mnozina redlnych ¢isel (R) spolu s operacemi séitani ,+“ a nasobeni ,-“:
(R, +,-).

3. Mnozina M, ¢tvercovych matic (konkrétniho) n—tého radu spolu s operaci
nasobeni matic ,,-“: (M, *).

4. Mnozina M = {1,2,3,...,12} spolu s operacemi s¢itani ,®“ a nasobeni ,®“ na
hodinovém ciferniku: (M, @, ®).

2.1.1 Grupa

Definice 1 ((Komutativni) grupa). Grupou (M, *) rozumime mnozinu M spolu s
operact x na M, kterd md tyto vlastnosti:

) Ve,ye M; xxy e M,
Operace * je neomezené definovand na M.
(Mnozina M je uzaviend vzhledem k operaci *.)

i) Vae,y,z€ M; o (yxz) = (x*y) * 2,
Operace (struktura) je asociativni.

iii) dee M\Vx e M; xxe=exx =x,
Ezistuje neutrdlni prvek vzhledem k .
(Jednd se o strukturu s neutralnim prvkem.)

iv)Vee M,Jye M; zxy=yx*xx=e.
Ke kaZdému prvku existuje prvek inverzni vzhledem k x.
(Jednd se o strukturu s inverznimi pruky.)

Je-li struktura (M, x) navic komutativni, nazjvd se komutativni grupa nebo téz
Abelova grupa.
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PRIKLAD 2.2. Rozhodnéte, zda algebraickd struktura (Z,+) je ,komutationi grupou”.

Priklady grup
L (Z,+), (@ +), (R, +), (C, +),

2. (Q - {0}7 ')7 (R - {0}7 ')7 (C o {O}a ')7

3. Mnozina poveld {stat, vlevo vbok, vpravo vbok, ¢elem vzad} spolu s operaci
skladani.

pozor ‘ vlevo v bok ‘ vpravo v bok ‘ celem vzad ‘

o ]

pozor

pozor

vlevo v bok

vpravo v bok

¢elem vzad

vlevo v bok

vlevo v bok

¢elem vzad

pozor

vpravo v bok

vpravo v bok

vpravo v bok

pozor

¢elem vzad

vlevo v bok

¢elem vzad

¢elem vzad

vpravo v bok

vlevo v bok

pozor

PRIKLAD 2.3. Rozhodnéte, zda mnoZina geometrickych vektori v roviné spolu
s operact sklddani (scitdni) vektord tvori grupu.

2.1.2 Téleso

PRIKLAD 2.4. Urcete vlastnosti algebraické struktury (R, +,-).
Téleso je algebraickou strukturou, jejiz vlastnosti jsou zobecnénim vlastnosti mno-

ziny realnych ¢isel spolu s operacemi séitani a nasobeni, tj. struktury (R, +, ).

Definice 2. Struktura (T,+,-) se nazyvd téleso, pravée kdyz je (+,-)-distributivnt,
kdyz struktura (T, +) je komutativni grupa (tzv. aditivni grupa télesa) a kdyz struk-
tura (T — {0}, ), kde 0 je nulovy prvek grupy (T,+), je grupa (tzv. multiplikationi
grupa télesa T). Je-li navic grupa (T — {0}, ) komutativni, nazyvd se T komuta-
tivni téleso.

Priklady téles
L (Q,+,),
2. (R,+,-),
3. (C,+,-).
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2.2 Vektorovy prostor

Priklad: MnozZina vSech vektort v roviné (v prostoru), jak je zname ze stredoskolské
geometrie (geometrické vektory).

Definice 3 (Vektorovy prostor). Necht'T je komutationi téleso. MnoZinu V nazveme
vektorovym prostorem nad télesem T, prave kdyz jsou na V definovany dvé
operace:

i) séitani: libovolné dvojici © € V, U € V je jednoznacné prirazen prvek i+ v € V,
ii) nasobeni prvkem z télesa T (skalarem): vysledkem ndsobeni vektoru i € V
skaldrem a € T je vektor au € V,

ktere splnuji nasledujict vlastnosti:

a) Struktura (V,+) je komutativni grupa.

b) Distributivnost:
(a +b)u = au + b,

a(t + v) = ad + av.
c) Existence jednotkového prvku skalarniho nasobeni:

1-u=u.

Poznamky.
1. Prvky mnoziny V nazyvame vektory.
2. Vektor 0, tj. nulovy prvek grupy (V,+), nazyvame nulovy vektor.
3. Vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru ,
U+ (—u) = o.

4. Prvky télesa T' se nazyvaji skalary.

PRIKLAD 2.5. Ukazte, Ze mnoZina R? vsech usporddanych dvojic redinijch cisel
s operacemi scitani usporadanych dvojic a ndsobeni realnym cislem, definovanymi
nasledujicim zpisobem, je vektorovy prostor:

(CLl) CLQ) + (b17 b2) = (al + bl) as + b?)a
k- (ay,as) = (kay, kas).

Poznamky.

1. Jednad se o tzv. aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem realnych ¢isel.
2. Tento prostor mizeme reprezentovat prostfednictvim bodu v roviné, kterou opat-
fime soustavou souradnic.
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PRIKLAD 2.6. Zkoumejte ndsledujici podmnoziny R>. Rozhodnéte, zda spliiuji
definici vektorového prostoru:

a) Wi = {(z,y) € R*y = 3z},

b) Wy = {(z,y) € R*y = 3z + 2},

¢c) W5 ={(0,0)}.

PRIKLAD 2.7. Ukazte, Ze geometrické vektory v roviné tvoii vektorovy pmstorﬂ
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Obrazek 5: Vektor jako mnozina orientovanych tsecek stejné velikosti a stejného sméru. Orientovana
usecka jako umisténi vektoru.

Poznamka. U geometrickych vektorti nas zajima pouze jejich velikost a smér, ni-
koliv jejich pusobisté, jsou to tzv. volné vektory, viz Obr. Bl Proto je miZeme pfi
zachovani jejich sméru a pusobisté libovolné premistovat. Vektorovy prostor si tak
miuzeme predstavovat jako mnozinu vSech vektort se spole¢nym pocate¢nim bodem
(ktery vétsinou volime v pocatku soustavy soufadnic).

Neékteré dusledky definice vektorového prostoru

a) 0-7=0,

b) (=1)-v=—7,
c)c-0=0,
d)c-v=0=c=0VvVi=0

!Geometrickym vektorem rozumime mnoZinu vsech orientovanych tsedek stejného sméru a stejné velikosti, viz
skupiny barevnych orientovanych tisecek na Obr. [l Konkrétni orientovanou tisecku z této mnoziny, se kterou pracujeme,
potom nazyvame umisténi vektoru.
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Priklady vektorovych prostoru

1.

2.

Vektory v rovin€ a v prostoru z elementarni geometrie.

Samotné téleso T' spolu s operacemi ,,+, -“ definovanymi na 7" tvoii vektorovy
prostor nad télesem 7'

. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnoZina vSech uspofa-

danych dvojic redlnych cisel s operacemi s¢itani vektorii a nasobeni skalarem
definovanymi nasledujicim zptisobem:

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 + by, as + b),
k - (CLl, CLQ) = (kal, kag).

. Aritmeticky vektorovy prostor R? nad télesem R, tj. mnoZina vsech uspora-

danych trojic realnych cisel s operacemi sc¢itani vektorii a nasobeni skalarem
definovanymi nasledujicim zptisobem:

(a1, az,as) + (b1, ba, bs) = (a1 + b1, az + ba, asz + b3),
k - (CLl, as, ag) = (kal, kag, kag).

. Aritmeticky vektorovy prostor R" nad télesem R, tj. mnozina vSech uspora-

danych n—tic realnych cisel s operacemi sc¢itani vektor a nasobeni skalarem
definovanymi nasledujicim zptsobem:

(a1, a, ..., a,) + (b1, b, ..., by) = (a1 + b1, as + by, ..., ay + by),
k- (ay,as,...,a,) = (kay, kas, ..., kay,).

. Prostor Fx vSech redlnych (komplexnich) funkci na néjaké mnoziné X (nad

télesem R).

Mnozina Cy,p vsech spojitych redlnych funkci na intervalu (a, b) (nad télesem
R).

. Mnozina P, vSech polynomi stupné nejvyse n s koeficienty z R tvofi spolu s

operacemi s¢itani polynomil a nasobeni polynomu realnym cislem vektorovy
prostor nad télesem R.

Poznamka. Vektorovy prostor V nad télesem T nékdy znac¢ime takto:

(V.+,7).

PRIKLAD 2.8. Oznacme (K, +) mnoZinu vsech komplexnich cisel s obvyklou ope-
ract sc¢itani a za téleso T vezméeéme téleso R vsech redlnych cisel; rovnéz undrni ope-
raci nasobeni prvkem k € R definujeme obvyklym zpiusobem. Quérte, zda struktura
(K, +, R) je vektorovgm prostorem.
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