5 Steinitzova véta o vyméné

Tato véta je pro nas dtlezita hlavné svymi disledky. Plynou z ni naptiklad tyto
skutecnosti:

I. Dvé baze téhoz vektorového prostoru maji stejny pocet prvki.

II. Ve vektorovém prostoru nemiize byt vice linearné nezavislych vektor,
nez je pocet vektori jeho baze.

Priklad: Mnozina M je systémem generatoru prislusného vektorového prostoru.
Je mozné nahradit nékteré vektory z M vektory z mnoziny N tak, aby vysledna
mnozina opét generovala ten samy vektorovy prostor?

a) M ={(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N ={(1,0,0),(0,1,1)},

b) M = {(1,1,1),(2,1,3),(0,2,4),(1,0,1)}, N = {(0,1,2),(2,0,2)}.

Véta 11 (Steinitzova véta o vymeéné). Necht V je vektorovy prostor nad télesem T.
Necht {uy, ds, ..., U,} je mnoZina generatoru prostoru V a necht vy, Vs, ..., U jsou
libovolné linearné nezavislé vektory z V. Potom plati:

1) k <n,

2) pri vhodném piecdislovani vektori iy, Uy, ..., @, muZeme pronich k z nich na-
hradit vektory Uy, Us, ..., Uy tak, Ze mnoZina {Uy, Vs, ..., U, Ukt1, Uk+2, --., Up} je Systé-
mem generatort vektoroveého prostoru V.

Diikaz. Dikaz provedeme matematickou indukei podle £ (tj. podle poctu linedrné
nezavislych vektora ).

I. Dokézeme, ze véta je pravdiva pro k =1

Mame tedy dokazat, ze je-li {uy, us, ..., U, } mnozina generatord prostoru V a o je
libovolny lineadrné nezavisly vektor z V, potom:

(1)1 <n,

(2) pri vhodném uspotradani mohu prvni vektor z mnoziny {7, is, ..., 4, } nahradit
vektorem v7.

Je ziejmé, ze tvrzeni (1) plati; pro vSechna n € N je skute¢né 1 < n.

Zaméfime se tedy na dikaz tvrzeni (2). To, ze {us,us,...,u,} je mnozina genera-
tord prostoru V' lze zapsat rovnosti [y, s, ..., U] = V. Potom chceme dokazat, ze
z predpokladt véty vyplyva, Ze plati také rovnost [v7, s, ..., U, = V (tj., Ze vektor
1, mizeme nahradit vektorem v7).

Protoze v € V, lze vektor v; psat jako linearni kombinaci

U1 = a1Uy + asts + ... + a,U,. (14)
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Potom ovsem plati
(U1, Ua, ..., Uy = [V, Uy, U, ..., Up) =V

(linedrni obal mnoziny vektori se nezméni, pokud k ni pfidame vektor, ktery je line-
arni kombinaci jejich vektori). Vektor v; je dle predpokladii véty linearné nezavisly a
proto nemuze byt nulovy. Alespon jeden z koeficientii a; linedrni kombinace (I4]) tak
musi byt rizny od nuly. Véta pripousti vhodné usporadani vektori u;, proto lze bez
jakékoliv jmy na obecnosti dikazu predpokladat, ze tim nenulovym koeficientem
je a1. Potom ale muzeme vektor u; vyjadrit jako linearni kombinaci

— 1 — a2 — an —
U = —U1 — —Ug — ... — —1Uy
ai a1 ai
a pro vektorovy prostor V' plati
(U1, Ua, ..., Uy = [V, Uy, Us, ..., Up) = [U1, U, ..., Uy =V

(linedrni obal mnozZiny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektori). Dokéazali jsme tak, Ze lze opravdu
pfi vhodném usporadani vektoru uy, s, ..., U, prvni z nich nahradit vektorem v} a
vyslednd mnozina bude stale mnozinou generatorti prostoru V.

II. Dokéazeme, Ze pokud véta plati pro £k = m, platii pro k=m +1

Méjme na paméti, Ze v tomto kroku (¥iké se mu ,indukéni krok“) dokazujeme prav-
divost implikace SV (m) = SV(m + 1) (kde symbolem SV (j) rozumime vyrok
»Steinitzova véta je pravdiva pro k = j“) nikoliv pravdivost samotného tvrzeni

vety.
Predpokladame tedy, ze pro [uy,Us, ..., U,] = V a m linedrné nezavislych vektori
U1, U9y ..., Uz V je (1) m < n a (2) pfi vhodném precislovani vektoru w7y, Uy, ..., Uy,

muzeme psat U7, Vs, ..., Uy U1, Umt2, -, Un|] = V. Cheeme dokézat, Ze potom plati
i to, ze mame-li m + 1 linedrné nezavislych vektord vy, vs, ..., Um, Ums1 2z V, je
(1) m+1 < n a (2) pfi vhodném piecislovani vektort s, @s, ..., i, muZzeme psét
(U1, Uy ooy Uppy U1, U2y -y Up) = V.

Protoze v,,.1 € V, lze vektor v,,.1 psat jako linedrni kombinaci vektori vy, s, . . ., Uy,
Um+1y - -5 Unp, tJ
Ums1 = b1U1 + bota + - -+ + by Uy + 1 U1 + - -+ + apliy, (15)
a plati
(U1, Uy vees Upny Un 1, U2y - Up) = [U1, Uy oeey Upny Ui 1, Ut 1y Umns2s -y Up) = V.
Protoze vektory v1,vs, ..., Uy, Uyne1 jsou linedrné nezavislé, je ziejmé, ze alespon
jeden z koeficientt a,, 11, Gpio, - - -, a, linedrni kombinace (IH) je rtzny od nuly (pro-

myslete si detailni zdivodnéni). Véta pripousti vhodné usporadani vektortt mnoziny
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generatortli, proto lze bez jakékoliv 1jmy na obecnosti diikazu predpokladat, ze tim
nenulovym koeficientem je a,,.1. Potom ale mizeme vektor ,,.1 vyjadrit z rovnosti
(I5) jako linearni kombinaci

U1 = —Umt1 — vy — Up— - — Uy — — U2 =+ — iy,
Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1 Am+1
a pro vektorovy prostor V' plati
(U1, Uy eees Uy Upn 1y U2+ U] = (U1, U2y +oey Upny U1y Ut 15 U2y --vy U] =

= (U1, U2y vvy Uy Uyt 1y Upns 2, -0y U] = V.

(linedrni obal mnoziny vektort se nezméni, pokud z ni odebereme vektor, ktery je
linedrni kombinaci jejich zbyvajicich vektori). Opravdu lze pfi vhodném usptadani
vektort vektor w1 nahradit vektorem v ;. Tim jsme dokazali pravdivost implikace
SV (m) = SV (m + 1), tzv. indukéniho kroku dikazu matematickou indukeci. Tim
je tento dikaz kompletni a mlzeme proto Tici, Zze Steinitzova véta o vymeéné je
dokazana. ]

5.1 Dusledky Steinitzovy véty o vyméné

Véta 12. Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru V maji
tyz pocet prvku.

Véta 13. KazZdd skupina linearné nezavislych vektor libovolného vektorového
prostoru generovaného n—prvkovou mnozinou obsahuje nejvyse n vektorii.

Véta 14. Je-li {uy,uy, ..., u,} baze vektorového prostoru V a jsou-li vektory
U1, U, ..., U, € V linearné nezavislé, je mnozina vy, Us, ..., U, rovnéz baze vekto-
rového prostoru V.

Véta 15. Necht {uy,Us, ..., U,} je mnoZina generatoru vektorového prostoru V,
pak
dimV <n.
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