
13 A�nní bodový prostorA�nní bodový prostor je mno¾ina bodù. Jedná se o zobenìní nám dobøeznámýh prostorù - dvourozmìrného prostoru (tj. þrovinyÿ), který známez planimetrie a z analytiké geometrie, a tøírozmìrného prostoru (struènìþprostoruÿ), který známe ze stereometrie a z analytiké geometrie.

Obrázek 3: Trojrozmìrný bodový prostor a jeho podmno¾iny
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RObrázek 4: Dvojrozmìrný bodový prostor a jeho podmno¾inyZajímá nás:- popis vybranýh podmno¾in (body, pøímky, roviny, nadroviny . . .)tìhto prostorù,- a vztahy mezi (inidene, rùznobì¾nost, rovnobì¾nost, mimobì¾-nost, . . .) mezi tìmito podmno¾inami.48



V a�nním bodovém prostoru neumíme mìøit vzdálenosti a úhly.To budeme moi provádìt a¾ po jeho doplnìní o skalární souèin vektorù(potom hovoøíme o Eukleidovském bodovém prostoru).Význam pojmu a�nní:þAÆnisÿ znamená latinsky þpøíbuznýÿ.Poprvé tento pojem pou¾il Leonhard EULER(1707-1783, ©výarsko) pro oznaèení vztahuvzoru a obrazu v zobrazení, které zahovává dì-líí pomìr. Takovým zobrazením se zaèalo øíkata�nní zobrazení.A�nní geometrií pak rozumíme geometrii bezvzdáleností a odhylek.
13.1 De�nie a�nního bodového prostoruJsou dvì esty, jak de�novat a�nní bodový prostor a popisovatjeho podmno¾iny a vztahy mezi nimi:1. Axiomatiká výstavbaPøíklad axiomu: þDvìma body je urèena jediná pøímkaÿSoustava axiomù euleidovské geometrie- Eukleides (365 pø. n. l. - 300 pø. n. l., Øeko) - kniha þZákladyÿ(Stoiheia),- David Hilbert (1862 - 1943, Nìmeko)2. Vyu¾ití vektorového prostoruSkuteènost, ¾e ka¾dými dvìma body je urèen vektor nám umo¾òujepøi de�nii a�nního bodového prostoru vyu¾ít axiomù de�nujííh vekto-rový prostor.Pùjdeme touto druhou estou.
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Klíèovou roli v tomto postupu hraje zobrazeníg : An �An ! V;které ka¾dé dvojii bodù A;B 2 An pøiøadívektor ~u z prostoru Vn :~u = g(A;B) nebo ~u = B �A: (7) A

B

u

ProblémRùzným dvojiím bodù mù¾e pøíslu¹et stejný vektor (volný vektor má ne-koneènì mnoho rùznýh umístìní).Jak zaøídíme, aby zobrazení bodového prostoru An na vektorový prostorVn bylo vzájemnì jednoznaèné?Øe¹eníZavedeme v bodovém prostoru þpevný bodÿ
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Obrázek 5: Urèení polohy bodù v prostoruZvolíme-li pevný bod P; je mo¾no ka¾dému bodu prostoru jednoznaènìpøiøadit vektor:A! ~x1 = A� P; B ! ~x2 = B � P; C ! ~x3 = C � P;D ! ~x4 = D � P; P ! ~o = P � P:50
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4a naopak, ka¾dému vektoru pøíslu¹ného vektorového prostoru je tím jedno-znaènì pøiøazen bod:~x1 ! A = P + ~x1; ~x2 ! B = P + ~x2; ~x3 ! C = P + ~x3;~x4 ! D = P + ~x4; ~o! P = P + ~o:Zavedli jsme dvì nové operaeZnaménko Popis Výsledek Pøíklad1) þ{ÿ þodèítání bodùÿ vektor ~u = B � A2) þ+ÿ þsèítání bodu a vektoruÿ bod B = A+ ~uVíme, ¾e pro vektory ~x2; ~x3 a ~v na vedlej¹ím obrázkuplatí vztah ~x2 = ~x3 + ~v;který mù¾eme zapsat pomoí jejih umístìní taktoB � P = (C � P ) + (B � C): (8)Pøitom na volbì umístìní nezávisí. P
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Vlastnost (8) se dá zapsat pomoí zobrazení (7) takto:g(A;B) = g(P;C) + g(C;B):Budeme po¾adovat její platnost v ka¾dém a�nním bodovém prostoru.
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DEFINICE 18 (A�nní bodový prostor). Neprázdnou mno¾inuAn (její prvky jsou tzv. body) nazveme a�nním bodovým prostoremdimenze n; jestli¾e je dán vektorový prostor Vn dimenze n a zobrazeníg : An � An ! Vtìhto vlastností:1. Pro ka¾dý bod A 2 An a pro ka¾dý vektor ~x 2 Vn existuje jediný bodB 2 An tak, ¾e g(A;B) = ~x t:j: B = A + ~x:2. Pro ka¾dé tøi body A;B;C 2 An platí, ¾eg(A;C) = g(A;B) + g(B;C):Vektorový prostor Vn nazýváme vektorovým zamìøením a�nního pro-storu An: (Peh:AGLÚ/str.14)Pøíklady a�nního bodového prostoru1. Jednoprvková mno¾ina se zamìøením V0 = f~og je a�nní bodový pro-stor dimenze 0.2. Sám vektorový prostor Vn je a�nním bodovým prostorem.Platí g(~u;~v) = ~v � ~u:Poznámka. Pozor Vý¹e uvedený pøíklad 2 neplatí naopak. Nelze øíi,¾e a�nní bodový prostor je zároveò vektorovým prostorem.PØÍKLAD 13.1. Rozhodnìte, zda jsou uvedené mno¾iny P a�nnímibodovými prostory.a) P = R3; V3 = R3; g(X; Y ) = (y1 � x1; y2 � x2; y3 � x3):b) P = R3; V2 = R2; g(X; Y ) = (y1 � x1; y2 � x2);) P = Rn; Vn = Rn; g(X; Y ) = (y1 � x1; y2 � x2; :::; yn � xn);52



Poznámka (1). A�nní bodový prostor An zapisujeme také takto:An = (A; Vn; g);kdeA je mno¾ina bodù, V je zamìøení vektorového prostoru a g je zobrazeníg : An � An ! V:Poznámka (2). A�nní bodový prostor An nazýváme plným jménemþa�nní bodový prostor nad tìlesem T;ÿ kde T je stejné jako pro zamì-øení Vn:Vìta 27 (Pravidla pro poèítání s operaemi þ+ÿ a þ{ÿ). Neh»A; B; C; D jsou libovolné body a�nního prostoru An a ~u; ~v libovolnévektory ze zamìøení Vn: Potom:1. A�A = ~o;2. A�B = �(B � A);3. (A + ~u)�B = (A�B) + ~u;4. B � (A + ~u) = (B � A)� ~u;5. (A + ~u) + ~v = A + (~u + ~v);6. (A�B) + (C �D) = (A�D) + (C �B);7. A�B = D � C , A�D = B � C;8. A + ~u = B + ~v , A�B = ~v � ~u:(Peh:AGLÚ/str.15 - Vìta 2.1)Poznámka. Nemají smysl výrazy: A +B; ~u� A:PØÍKLAD 13.2. Oznaème M mno¾inu v¹eh øe¹ení nehomogenní sou-stavy lineárníh rovni Ax = b a WA vektorový prostor v¹eh øe¹eníhomogenní soustavy Ax = o: Doka¾te, ¾e mno¾ina M je a�nnímbodovým prostorem se zamìøením WA:53


