4 Afinni transformace roviny (Afinita)

Budeme uvazovat specialni pfipad afinniho zobrazeni, kdy prostory A a A’ splynou.
Ptjde ndm tak o vzajemné jednoznac¢né zobrazeni prostoru A (v nasem piipadé F)
na sebe.

Definice 14. Vzdjemné jednoznacné afinni zobrazenti afinniho prostoru Eo na sebe
nazyvame afinitou prostoru Ey nebo afinni transformaci prostoru FEs.

Poznamka. Vzdjemné jednoznacnym zobrazenim rozumime zobrazeni, které je za-
roven prosté a na mnozinu.

Véta 1. Vsechny afinity prostoru Eo tvori pri obvyklém sklddani grupu, tzv. afinni
grupu prostoru Fps.

Diikaz. Slozenim dvou afinit prostoru Fy vznikne opét afinita prostoru Fs. K afinité
f existuje inverzni afinita f~1 (afinita je vzédjemn& jednoznacné zobrazeni). Neutral-
nim prvkem je zfejmeé identita. [

4.1 Analytické vyjadreni afinity v roviné

Kazdé afinni zobrazeni f v roviné Fs, které bodu X = [z,y] pfifazuje obraz X' =
(', 9], je mozné zapsat rovnicemi

i = anr + apy + b (3)

.CC/
y = anx + axny + b

a naopak, kazdé zobrazeni v roviné, které je dano soustavou rovnic (3)), je afinitou
v roviné. Soustavu () muzeme zapsat také pomoci matic

@ a1 a x b
[ /1 _ 11 12 . 1 + 1 . (4)
Ty as1 G292 X2 b2
Potom fekneme, ze afinitou je kazdé zobrazeni, které lze zapsat maticovou rovnici

X'=A-X+ B,
/
kdeX':[x}],X:[“],A:[““ “12] aB:[bll.
Ty L2 21 Q22 by
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PRIKLAD 4.1. Maticovou rovnici ve tvaru (@) zapiste tyto afinity: (i) osovd sou-
mérnost podle osy y, (i) stredovd soumérnost podle pocatku, (iii) Stredovd soumeér-
nost se stredem v bodé [0,5]. VyuZijte: tube.geogebra.org/student/mUcquE9uT

Véta 2 (O urcenosti afinity v roviné). Necht K, L, M a K', L', M' jsou dvé skupiny

nekolinedrnich bodi v roviné. Pak existuje jedind afinita f této roviny, ktera body
K., L, M zobrazuje v daném potadi na body K', L', M'.

Dikaz. Vyuzijeme (3]). Afinita f musi byt dédna takovymito rovnicemi. Ukézeme,
ze za podminek uvedenych ve vété je tato afinita urcena jednoznacné, tj. existuje
jedina Sestice ai1, ai9, as1, ase, by, be, kterd tuto afinitu specifikuje.

Pro jednotlivé dvojice bodl ,,vzor — obraz“ dostaneme nasledujici rovnice:
Kky, ko] — K'[E], K

airky + argks + by = ki, (5)
as1k1 + asoko + by = K. (6)
L[y, 5] — L'[I}, 1]
artly + apls + by =15, (7)
CL21Z1 + a22l2 + b2 = l’2 (8)
M[my, mg] — M'[m/, mb):
a11MmM + a12M9 + bl = m'l, (9)
Ao1My + asomeo + by = m'2 (10)

Pro znamé soufadnice bodu K, L, M, K’ L', M' tak mame soustavu 6 rovnic o 6
neznamych a1, aq9, as1, ase, b1, bo. Zajima nas, za jakych podminek ma jediné reseni.
Tyto podminky by se mély shodovat s obsahem véty 2. Po detailnim prozkoumaéani
rovnic (B)—(I0) je patrné, Ze jejich soustava se da rozdélit na dvé vzajemné neza-
vislé soustavy 3 rovnic o 3 neznamych: soustavu rovnic (B)), () a (@) o nezndmych
ai1, a1, by a soustavu rovnic (@), ([8) a (I0) o nezndmych as, sy, by. PFitom prvni
z téchto soustav ma rozsifenou matici

ki ko 1| K
Lol 1110 |, (11)

my me 1|m}



http://tube.geogebra.org/student/mUcqvE9uT

Soustavy se tedy shoduji v matici soustavy (lisi se pouze vektory pravych stran).
Aby mély obé soustavy jediné Teseni, musi byt determinant této matice riizny od
nuly, tj.

ki ko 1
L1y 1[40 (13)
my1 Mo 1

Determinant v (I3)) snadno spo¢itame eliminaci jednicek na pozicich (2,3) a (3, 3)
postupnym odectenim prvniho radku od druhého a tretiho fadku a naslednym rozvo-
jem takto upraveného determinantu podle tfetiho sloupce. Dostaneme tak podminku

h—Fk =k
ml—kl mg—kg

£0, (14)

ktera je splnéna prave tehdy, kdyz jsou vektory L — K a M — K nezavislé, tj. body
K, L, M nelezi v primce.

Ted zbyva dokézat, ze kdyz body K, L, M nelezi v pfimce, ani body K', L', M’
nemohou leZzet v pfimce. Tentokrat vyuZijeme maticovou rovnici afinity X’ = A -
X + B. Pro uvedené dvojice bodt plati:

K'=A K+B, (15)

L'=A L+ B, (16
M =A-M+ B. (17)

—_
~—

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladame, ze K, L, M nelezi v pfimce a zaroven
body K’, L', M lezi v pfimce. Potom existuje j € R takové, ze L' — K' = j(M'— K).
Po dosazeni z (IH)—(I17) a vynasobeni obou stran rovnice zleva matici inverzni k A
dostaneme L — K = j(M — K), coz je spor s predpokladem nekolinearnosti bodi
K,L,M. Body K', L', M’ tedy také nemohou lezet v pfimce.

[l
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4.2 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

Pro zjednoduseni budme uvazovat pouze linedrni zobrazeni. To jsou afinni transfor-
mace s nulovym vektorem posunuti, tj. v rovnicich (@) maji by = by = 0.

PRIKLAD 4.2. Jsou ddna linedrni zobrazeni f, g
el Bl el ]-le s) )
Y c d Yy Yy C D Yy
Urcete matici M sloZeného zobrazeni
ot [y = 3]
Reseni: Uvazujme situaci znazornénou na Obr.[I8. Bod X[z, y] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obrazek 18: Skladani afinit f a g v roviné

na bod Xi[z1, 1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z’,1/]. Tuto skute¢nost
muzeme zapsat rovnicemi

caxe 3] [ e (2[4 8) 15

1

odkud po dosazeni za [ ] z prvni rovnice do druhé dostavame

v [L-[A8) [0} e

Skladani afinit znazornéné Obr.[I§ ale mtizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

< 8
=

= b "= A B
T ar + by X1i>X’: x/ T + U1

f
X = X )
L 1 = cr + dy’ y = Cxy + Dy

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

x oL xr s ¢ = A(ax+by) + B(cx+dy) = (Aa+ Be)x + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)xr + (Cb+ Dd)y’
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po prepsani do maticového tvaru

of v | 2| | Aa+ Bc Ab+ Bd T
XA {y’]_{CajLDc C'b+Dd] [y] (19)
Z porovnani (I8) a (I9) je zfejmé, Ze pro matici M slozené afinity ¢ - f plati:
A B a b Aa+ Be Ab+ Bd
M_[O D][cd]_{CajLDc Ob+Dd]' (20)

Rovnost (20) tak pfinasi znamy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

22



