
10 Monost bodu ke kru¾nii

Monost bodu ke kru¾nii je reálné èíslo, oznaème ho m, které je dáno polohou bodu

vzhledem k pøíslu¹né kru¾nii; pro body vnì kru¾nie je kladné, pro body uvnitø

záporné a pro body na kru¾nii je rovno nule. Toto èíslo je zajímavé a u¾iteèné i tím,

¾e jeho hodnota souvisí se vzdálenostmi pøedmìtného bodu od prùseèíkù libovolné

seèny z nìj vedené s pøíslu¹nou kru¾nií. Souvislosti, které pøiná¹í monost do vztahù

kru¾ni a bodù, se vyu¾ívají pøi øe¹ení rozliènýh geometrikýh problémù.

Obrázek 115: |MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2| = |MT |2 = |m|, m = d2 − r2

Nyní si odvodíme hodnotu tohoto èísla a uká¾eme si v¹ehny jeho geometriké sou-

vislosti. Uva¾ujme kru¾nii k(S; r) a bod M , viz Obr. 115. Nejprve se zamìøíme na

dvì libovolné seèny vedené z bodu M ke kru¾nii k, které mají s k po øadì dvo-

jii prùseèíkù X1, Y1 a X2, Y2, viz Obr. 115, vlevo. Snadno zjistíme, ¾e trojúhelníky

△MY1X2 a △MY2X1 jsou dle vìty uu podobné
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, △MY1X2 ∼ △MY2X1. Potom

ale platí

|MY1|
|MY2|

=
|MX2|
|MX1|

, (89)

po úpravì

|MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2|. (90)

Souèiny na obou stranáh rovnie jsou stejné. Proto¾e jsme pøíslu¹né dvì tìtivy volili

náhodnì, mù¾eme tento poznatek zobenit. Hodnota souèinu |MX|·|MY |, kde X, Y

jsou prùseèíky tìtivy z bodu M ke kru¾nii k, je pro daný bod M a danou kru¾nii

k konstantní,

|MX| · |MY | = konst. (91)
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Vnitøní úhel pøi vrholu M je trojúhelníkùm spoleèný, vnitøní úhly ∠X1Y2M , ∠MY1X2 jsou shodné, proto¾e se

jedná o obvodové úhly pøíslu¹ejíí stejnému oblouku X1X2
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Pokud toto platí pro libovolnou tìtivu, musí to platit i pro takovou, její¾ prùseèíky

s kru¾nií k jsou od sebe velmi blízko, nekoneènì blízko. Tj. platí to i pro teènu,

kterou mù¾eme hápat jako tìtivu, její¾ body X, Y splynuly v jeden bod T ,

|MX| · |MY | = |MT |2 = konst. (92)

Z Obr. 115, vpravo, je patrné, ¾e △SMT je pravoúhlý trojúhelník, v nìm¾ platí

|SM |2 = |MT |2 + |ST |2. Pøitom |ST | = r. Pokud naví vzdálenost |MS| oznaèíme

d, mù¾eme psát

|MX| · |MY | = |MT |2 = d2 − r2. (93)

Tímto, nutno øíi, ¾e místy povrhním, rozborem situae jsme odkryli základní

vztahy pro monost bodu M vzhledem ke kru¾nii k. Nyní se budeme vìnovat jejih

bli¾¹í spei�kai.

De�nie 27 (Monost bodu ke kru¾nii). Moností bodu M ke kru¾nii k(S; r)

rozumíme reálné èíslo m, pro které platí:

(1) |MX| · |MY | = |m|, kde X, Y jsou prùseèíky kru¾nie k s její libovolnou seènou

proházejíí bodem M.

(2) Je-li M vnìj¹ím bodem kru¾nie k, je m > 0.

(3) Je-li M vnitøním bodem kru¾nie k, je m < 0.

(4) Je-li M ∈ k, je m = 0.

Obrázek 116: Monost bodu M ke kru¾nii k
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Vìta 17. Je dána kru¾nie k(S; r) a bod M , který na ní nele¾í. Potom pro libo-

volné dvì seèny kru¾nie k, které proházejí bodem M , jejih¾ prùseèíky s kru¾nií

k oznaèíme X1, Y1 a X2, Y2, platí

|MX1| · |MY1| = |MX2| · |MY2|.

Dùkaz. Viz odvození vztahu (90) na str. 129.

Vìta 18. Neh» je dána kru¾nie k(S; r) a bod M . Potom pro monost m bodu M

ke kru¾nii k platí

m = d2 − r2,

kde d = |MS| je vzdálenost bodu M od støedu kru¾nie k.

Dùkaz. Vìtu doká¾eme zvlá¹» pro pøípad, kdy je bod M vnì k a zvlá¹» pro pøípad,

kdy je M uvnitø k.

I. Bod M le¾í vnì k: Viz Obr. 117. Platí |MX| · |MY | = (|MQ| − |QX|) · (|MQ|+
|QY |). Proto¾e |QY | = |QX| (Q je støedem tìtivy XY ), mù¾eme pøi postupném

uplatnìní vztahu pro rozdíl ètverù a Pythagorovy vìty psát

|MX| · |MY | = (|MQ| − |QX|) · (|MQ|+ |QX|)
= |MQ|2 − |QX|2 = d2 − h2 − r2 + h2 = d2 − r2.

(94)

Obrázek 117: |MX| · |MY | = d2 − r2

II. Bod M le¾í uvnitø k: Viz Obr. 118. Platí |MX|·|MY | = (|QX|−|QM |)·(|QY |+
|QM |). Proto¾e |QY | = |QX| (Q je støedem tìtivy XY ), mù¾eme pøi postupném
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uplatnìní vztahu pro rozdíl ètverù a Pythagorovy vìty psát

|MX| · |MY | = (|QX| − |QM |) · (|QX|+ |QM |)
= |QX|2 − |QM |2 = r2 − h2 − d2 + h2 = r2 − d2.

(95)

Obrázek 118: |MX| · |MY | = r2 − d2

Dáme-li vztahy (94) a (95) dohromady, mù¾eme uèinit následujíí závìr. Pro bod

M vnì kru¾nie k je m = d2 − r2 > 0, pro bod M uvnitø k je m = d2 − r2 < 0
a nakone, pro bod M le¾íí na kru¾nii k je m = d2 − r2 = 0. V¾dy je pøitom

|m| = |MX| · |MY |. Tím je vìta dokázána.

Vìta 19. Neh» M je vnìj¹í bod kru¾nie k(S; r), m jeho monost ke kru¾nii k.
Jestli¾e T je dotykový bod teèny vedené z bodu M ke kru¾nii k, tak platí |MT |2 = m.

Dùkaz. Viz odvození vztahu (93) na str. 130.

Souvislost hodnoty monosti bodu M ke kru¾nii s jeho vzdálenostmi od prùseèíkù

X, Y jím vedené pøímky s kru¾nií, vyjádøená vztahem (91), znamená, ¾e daný bod

M má stejnou monost ke v¹em kru¾niím, které body X, Y proházejí, bez ohledu

na jejih polomìry. Na Obr. 119 vidíme ètyøi takové kru¾nie, k, l,m a n. Máme-li

na mysli v¹ehny kru¾nie proházejíí body X, Y , hovoøíme o svazku kru¾ni. Na

Obr. 119 jsou zobrazeny i teèny z M ke v¹em kru¾niím k, l,m, n. Dùsledkem vztahu

(93) je to, ¾e body dotyku v¹eh tìhto teèen jsou od M stejnì daleko, le¾í tedy na

kru¾nii se støedem M .
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Obrázek 119: Bod M má stejnou monost ke v¹em kru¾niím s tìtivou XY

10.1 Chordála a potenèní støed

Je zøejmé, ¾e kdy¾ posuneme bodM podél pøímky p ≡↔ XY , viz Obr. 119, hodnota

jeho monosti vzhledem ke kru¾niím k, l,m, n (a v¹em ostatním z tého¾ svazku) se

zmìní, opìt ale bude ke v¹em stejná. Pøímka p je tedy mno¾inou bodù, které mají ke

kru¾niím k, l,m, n stejnou monost. Pøímku s touto vlastností vzhledem ke dvìma

kru¾niím nazýváme hordála.

Obrázek 120: Chordála h kru¾ni k1, k2, potenèní bod P kru¾ni k1, k2, l

Vìta 20 (Chordála dvojie kru¾ni). Neh» jsou k1(S1; r1), k2(S2; r2) dvì nesou-
støedné kru¾nie. Mno¾ina bodù X, které mají k obìma kru¾niím stejnou monost,
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je pøímka h ⊥ S1S2. Jestli¾e kru¾nie k1, k2 mají spoleèný bod M, potom pøímka h

prohází tímto bodem.

Poznámka. Pøímka h, která je mno¾inou bodù X, majííh stejnou monost k ne-

soustøedným kru¾niím k1, k2 se nazývá hordála (té¾ potenèní pøímka) kru¾ni

k1, k2.

Poznámka. Bod, který má ke tøem vzájemnì rùzným kru¾niím stejnou monost

se nazývá potenèní bod (té¾ potenèní støed).

Analytiké vyjádøení hordály

Chordálu kru¾ni k1(S1[m1, n1], r1), k2(S2[m2, n2], r2) s rovniemi k1 : (x−m1)
2 +

(y−n1)
2 = r21 a k2 : (x−m2)

2+(y−n2)
2 = r22 mù¾eme analytiky vyjádøit rovnií:

(x−m1)
2 + (y − n1)

2 − r21 = (x−m2)
2 + (y − n2)

2 − r22 (96)

PØÍKLAD 10.1. Sestrojte hordálu dvou nesoustøednýh kru¾ni k1, k2, které ne-

mají spoleèný bod.

Øe¹ení: Pokud mají kru¾nie dva spoleèné body, ji¾ víme, ¾e hordála prohází tì-

mito body. Pokud mají spoleèný jenom jeden bod, ve kterém se dotýkají, hordála

Obrázek 121: Chordála h kru¾ni k1, k2

prohází tímto bodem, kolmo na pøímku spojujíí støedy kru¾ni. V pøípadì, ¾e

kru¾nie nemají ¾ádný spoleèný bod, pomù¾eme si tím, ¾e úlohu pøevedeme na pøí-

pad dvou spoleènýh bodù. Pro tento úèel pou¾ijeme pomonou kru¾nii l, která
má s ka¾dou z danýh kru¾ni dva prùseèíky, viz Obr. 121. Snadno pak sestrojíme
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dvì hordály, v¾dy pro pomonou kru¾nii l a jednu z danýh kru¾ni k1, k2. Tyto

hordály se protnou v bodì P (potenèní bod), který má stejnou monost ke v¹em

tøem kru¾niím, tedy i k daným dvìma k1, k2. Tímto bodem potom musí, kolmo na

spojnii S1, S2, proházet hledaná hordála h.

PØÍKLAD 10.2. Sestrojte kru¾nii k, která prohází danými body A 6= B a dotýká

se dané pøímky t.

Øe¹ení:Viz Obr. 122. Vyu¾ijeme pomonou kru¾nii l proházejíí body A,B. Potom

bod P = AB
∫

t má k této kru¾nii stejnou monost jako k té hledané, tedy i délku

teèny (vzdálenost M a bodu dotyku). To nám pomù¾e najít body dotyku T, T ′

hledanýh kru¾ni s t. Úloha má dvì øe¹ení. Kompletní postup krok za krokem je v

appletu https://www.geogebra.org/m/p8lwmKv4.

Obrázek 122: Vyu¾ití pomoné kru¾nie l
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10.2 Cvièení: Monost bodu ke kru¾nii

1. Je dán úhel ∠AV B a uvnitø nìho bod M. Sestrojte kru¾nii, která prohází

bodem M a dotýká se pøímek AV,BV.

2. Obdélník má velikosti stran a, b. Máme sestrojit

a) libovolný obdélník stejného obsahu,

b) obdélník stejného obsahu, jeho¾ jedna strana má danou velikost c.

3. Jsou dány dvì nesoustøedné kru¾nie k1, k2 a pøímka p. Na této pøíme urèete

bod P tak, aby teèny z nìho vedené ke kru¾niím k1, k2 mìly stejnou délku.

4. Sestrojte kru¾nii, která se dotýká dané kru¾nie k(S; r) a prohází dvìma rùz-

nými body A,B, které le¾í vnì dané kru¾nie k.

5. Je dán lihobì¾ník ABCD se základnami AB, CD, |AB| > |CD|. Uvnitø úseèky
AD sestrojte bod P a uvnitø úseèky BC bod Q tak, aby platilo zároveò PQ||AB a

PC||AQ.

6. Sestrojte lihobì¾ník ABCD, jsou-li dány délky jeho ramen |BC| = 4.5cm,
|DA| = 3cm a velikost 75◦ úhlu, který svírají pøímky BC a AD, platí-li naví

|AB||CD| = |AC|2.
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