
5.12 Posunutí (Translae)

Posunutí (té¾ translae) je urèeno smìrem a velikostí (tj. kam a jak daleko rovinu

posuneme). Oba tyto údaje se dají vyjádøit jedním vektorem, vektorem posunutí.

Posunutí s vektorem posunutí ~p znaèíme T (~p). Pokud je posunutí dáno orientova-

nou úseèkou

−→
AB, s poèáteèním bodem A a konovým bodem B, znaèíme ho T (−→AB).

Posunutí je pøímou shodností. Nemá ¾ádný samodru¾ný bod (v¹ehny body se posu-

nou), ale má samodru¾né v¹ehny smìry (pøímka se posunutím zobrazí na pøímku

s ní rovnobì¾nou). Posunutí není involutorním zobrazením, viz str. 49.

Obrázek 59: Posunutí T (~p)

De�nie 22 (Posunutí). Posunutí (té¾ translae) je zobrazení, které ka¾dému bodu

X roviny pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e platí

−−→
XX ′ = ~p, tj. X ′ = X + ~p, kde ~p, vektor

posunutí, je vektor vyjadøujíí smìr a velikost posunutí, který je urèen orientovanou

úseèkou

−→
AB, tj. platí ~p = B − A, viz Obr. 60. Zobrazení znaèíme T (~p).

Obrázek 60: Posunutí T (~p)
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Samodru¾né body, smìry a pøímky posunutí

Posunutí (translae) nemá ¾ádný samodru¾ný bod a zobrazuje pøímku do pøímky

s ní rovnobì¾né, tj. má v¹ehny smìry samodru¾né. Samodru¾nými pøímkami, tj.

pøímkami, které se posunutím zobrazí samy na sebe, jsou pøímky rovnobì¾né se

smìrem posunutí.

Analytiké vyjádøení posunutí T(~p) v rovinì

Pro T : X −→ X ′, kde ~p = (p1, p2) je nalezení rovni, které popisují vztah mezi

souøadniemi vzoruX[x, y] a jeho obrazuX ′[x′, y′] velmi jednoduhé. Jak je uvedeno

v de�nii 22 a jak je vidìt z Obr. 61, pro vzor X a jeho obraz X ′ platí

X ′ = X + ~p. (58)

Po dosazení souøadni bodù X, X ′ a vektoru ~p dostaneme rovnost

[x′, y′] = [x, y] + (p1, p2), (59)

kterou kdy¾ upravíme

[x′, y′] = [x+ p1, y + p2]

a rozepí¹eme po slo¾káh, dostaneme analytiké vyjádøení posunutí T (~p) daného

vektorem ~p = (p1, p2)

x′ = x+ p1, (60)

y′ = y + p2.

Obrázek 61: Posunutí T (~p) :X ′ = X + ~p, Y ′ = Y + ~p, Z ′ = Z + ~p
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PØÍKLAD 5.26. Napi¹te rovnie posunutí T (~u), je-li ~u = (−3, 7).

Øe¹ení: Jednodu¹e dosadíme do rovni (60):

x′ = x− 3,

y′ = y + 7.

PØÍKLAD 5.27. V posunutí T je obrazem bodu K[2,−4] bod K ′[−9, 3]. Napi¹te
rovnie posunutí T .

PØÍKLAD 5.28. Sestrojte lihobì¾ník, jsou-li dány velikosti jeho stran a, b, c, d.

Øe¹ení: Obený ètyøúhelník není dán svými stranami jednoznaènì, viz Obr. 62.

V pøípadì lihobì¾níku, do jeho¾ zadání automatiky patøí po¾adavek na rovno-

Obrázek 62: Ètyøúhelník není dán délkami svýh stran jednoznaènì

bì¾nost protilehlýh základen (zbývajíí dvì strany nazýváme ramena), je tomu ale

jinak. Lihobì¾ník je svými stranami urèen jednoznaènì, viz Obr. 63, vlevo. Tato

informae sama o sobì nás ale k øe¹ení nedovede. Máme-li tøi délky, trojúhelník

z nih sestrojíme snadno, pokud splòují trojúhelníkovou nerovnost

16

. V pøípadì ètyø

délek èlovìk nemusí hned vìdìt, jak zaèít. Uká¾eme si proto, ¾e k danému íli nás

dovede úvaha zalo¾ená na posunutí, kterou mù¾eme uplatnit právì díky rovnobì¾-

Obrázek 63: Sestrojte lihobì¾ník ABCD, jsou-li dány jeho strany a, b, c, d

nosti základen lihobì¾níku. Viz Obr. 63, vpravo. Posuneme-li stranu AD délky d

16

Souèet dvou stran libovolného trojúhelníku je vìt¹í ne¾ strana zbývajíí.
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v posunutí daném vektorem

−−→
DC, zobrazí se vrhol D do vrholu C a vrhol A do

bodu E. Vznikne tak trojúhelník ∆EBC, jeho¾ v¹ehny strany známe a umíme

ho proto sestrojit. Platí toti¾, ¾e |EB| = a − c, |BC| = b a |CE| = d. Postup

konstruke lihobì¾níku ABCD je proto zøejmý. Nejprve sestrojíme AB, potom

trojúhelník ∆EBC, jeho vrholem C vedeme rovnobì¾ku s AB a naneseme na ní

délku c. Tím dostaneme poslední vrhol lihobì¾níku D, který tak dokonèíme spo-

jením D a A a nále¾itým zvýraznìním jeho stran. Poznamenejme je¹tì, ¾e stejného

výsledku byhom samozøejmì dosáhli i posunutím strany BC ve smìru vektoru

−−→
CD

a následným uplatnìním postupu analogikému tomu, který je vý¹e popsán.

5.12.1 Posunutí jako slo¾ené zobrazení

Pøipomeòme si vìtu 5 na str. 62, která øíká, ¾e ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it

z nejvý¹e tøí osovýh soumìrností. Dosud jsme se zabývali tím, jak lze z osovýh

soumìrností slo¾it støedovou soumìrnost a otoèení. V obou pøípadeh jsme vystaèili

se dvìma osovými soumìrnostmi, v pøípadì støedové soumìrnosti byly jejih osy

kolmé, v pøípadì otoèení se pak jednalo o osy rùznobì¾né, svírajíí úhel polovièní

oproti úhlu otoèení. Nyní si uká¾eme, ¾e se dvìma osovými soumìrnostmi vystaèíme

i v pøípadì posunutí. Tentokrát v¹ak budou jejih osy rovnobì¾né. Na Obr. 64 je

Obrázek 64: O(o1) : ∆ABC → ∆A1B1C1, O(o2) : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, T (~p) : ∆ABC →

∆A′B′C ′

naznaèeno, jak lze posunutí T (~p), kde ~p =
−−→
AA′, získat postupným uplatnìní dvou

osovýh soumìrností O(o1), O(o2), jejih¾ osy jsou rovnobì¾né, kolmé na smìr po-

sunutí a jejih¾ vzdálenost je polovièní oproti velikosti posunutí.

Posunutí (translai) mù¾eme de�novat té¾ jako shodnost, která vznikne slo¾ením

dvou osovýh soumìrností s rovnobì¾nými a rùznými osami. Smìr posunutí je pøitom
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kolmý na smìr tìhto os a jeho velikost je rovna dvojnásobku jejih vzdálenosti.

A naopak, ka¾dou translai lze rozlo¾it na dvì osové soumìrnosti s rovnobì¾nými

osami, z nih¾ jednu lze volit libovolné, kolmo na smìr translae a druhá je touto

volbou urèena jednoznaènì. Na Obr. 65 (interaktivní varianta je dostupná na ad-

rese https://www.geogebra.org/m/taa48mfx) vidíme posunutí T (~p), ve kterém se

Obrázek 65: Rozklad posunutí T (~p) je dán pouze polohou smìrem a velikostí posunutí

∆ABC zobrazuje na ∆A′B′C ′, rozlo¾ené na dvì osové soumìrnosti O(o1), O(o2)
dvìma rùznými zpùsoby. Jediné, o je tøeba pøi takovém rozkladu dodr¾et je to,

aby osy byly rovnobì¾né a kolmé na smìr posunutí a jejih vzdálenost byla rovna

polovinì velikosti vektoru posunutí ~p.

PØÍKLAD 5.29. Uva¾ujte dvì rùzná posunutí T1 a T2. Jaká v¹ehna zobrazení Z
mohou vzniknout jejih slo¾ením?

Øe¹ení: K vy¹etøování skládání dvou rùznýh posunutí mù¾ete vyu¾ít následujíí

applet: https://www.geogebra.org/m/aj�jgam

Obrázek 66: T1(~t1) : ∆ABC → ∆A1B1C1, T2(~t2) : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, Z : ∆ABC → ∆A′B′C ′
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5.13 Cvièení: Posunutí

Instruke: Cvièení è. 1 øe¹te pro Vámi zvolené hodnoty. U zbývajííh vièení potom

v¾dy proveïte rozbor pøíslu¹né úlohy, popi¹te její konstruki a nakone úlohu vyøe¹te

pro Vámi zvolené konkrétní zadání.

1. Sestrojte lihobì¾ník, jsou-li dány velikosti jeho stran a, b, c, d.

2. Jsou dány pøímka p a dvì nesoustøedné kru¾nie k1(S1, r1), k2(S2, r2). Veïte

pøímku rovnobì¾nou s pøímkou p tak, aby na ní kru¾nie k1, k2 vytínaly shodné

tìtivy.

3. Sestrojte lihobì¾ník ABCD, jsou-li dány délky obou jeho základen a, c a obou

jeho úhlopøíèek e, f .

4. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a úseèka délky r. Sestrojte v¹ehny kru¾nie k se

støedem na pøíme a, polomìrem r, které na pøíme b vytínají tìtivu délky r.

Posunutí - Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

5. Sestrojte rovnobì¾ník, jsou-li dány délky jeho stran a velikost úhlu jeho úhlo-

pøíèek.

6. Sestrojte ètyøúhelník ABCD, jeho¾ úhlopøíèky svírají pravý úhel, jsou-li dány

velikosti úhlopøíèek |AC| = e, |BD| = f a velikosti úhlù |∠ABC| = 90◦, |∠ADC| =
δ.

7. Sestrojte ètyøúhelník ABCD, jsou-li dány velikosti jeho stran |AB| = a, |BC| =
b, |CD| = c, |DA| = d a odhylka ω pøímek AD, BC.
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5.14 Posunutá soumìrnost (Posunuté zradlení)

Posunutá soumìrnost (té¾ posunuté zradlení) je shodné zobrazení, které vznikne

slo¾ením osové soumìrnosti a posunutí (pøitom nezávisí na jejih poøadí). Jeho vìr-

nou analogií z reálného svìta je vztah mezi otisky nohou pøi hùzi po pøíme, viz

Obr. 67. Levá stopa se nejprve zobrazí v osové soumìrnosti podle osy o (na obrázku

Obrázek 67: Posunuté zradlení

viz X −→ X1), potom se její obraz posune ve smìru této osy v posunutí popsaném

vektorem ~p; ~p ‖ o (na obrázku viz X1 −→ X ′). Nejedná se tak o ¾ádné þumìléÿ zob-

razení, ale naopak, o geometriký jev, se kterým se setkáváme doslova na ka¾dém

kroku. Posunutá soumìrnost je urèena osou soumìrnosti a vektorem posunutí s ní

rovnobì¾ným. Posunutá soumìrnost je nepøímou shodností, nemá ¾ádné samodru¾né

body a má dva samodru¾né smìry, jeden rovnobì¾ný s osou soumìrnosti (tj. smìrem

posunutí), druhý na nìj kolmý. Pro oznaèení posunuté soumìrnosti není jeden za-

¾itý symbol, v rùznýh publikaíh

17

se setkáme s oznaèením Ps, Z nebo s. V tomto

textu pou¾ijeme pro posunutou soumìrnost oznaèení Ps.

De�nie 23 (Posunutá soumìrnost). Zobrazení slo¾ené z posunutí ve smìru

dané pøímky o a osové soumìrnosti podle osy o se nazývá posunutá soumìrnost (té¾

posunuté zradlení), viz Obr. 68.

Obrázek 68: Posunuté zradlení Ps : X → X ′

17

V daném poøadí se jedná o tyto publikae:

POLÁK, Josef. Pøehled støedo¹kolské matematiky. 10. vydání. Praha: Prometheus, 2015.

POMYKALOVÁ, Eva. Matematika pro gymnázia: planimetrie. 4., upr. vyd. Praha: Prometheus, 2000.

KUØINA, Franti¹ek. Deset geometrikýh transformaí. Praha: Prometheus, 2002.
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Samodru¾né body, smìry a pøímky posunuté soumìrnosti

Posunutá soumìrnost nemá samodru¾né body. Samodru¾nou pøímkou tohoto zobra-

zení je osa o. Samodru¾né smìry má dva, na sebe kolmé, smìr kolmý na osu a smìr

rovnobì¾ný s osou.

Analytiké vyjádøení posunuté soumìrnosti Ps

Posunutou soumìrností se nebudeme zabývat nijak detailnì, proto nám staèí, kdy¾

si zde odvodíme její analytiké vyjádøení jenom pro speiální pøípad, kdy je osa

soumìrnosti o toto¾ná se souøadniovou osou x, a odvození rovni pro obenou

polohu osy pøeneháme ètenáøi.

V¹e potøebné je znázornìno na Obr. 69, kde je zahyeno zobrazení trojúhelníku

∆ABC v posunuté soumìrnosti Ps de�nované osu o; o ≡ x, a vektorem ~p = (p1, 0).
Pro odvození rovni popisujííh vztah mezi souøadniemi vzoru X[x, y] a obrazu

X ′[x′, y′] v Ps se zamìøíme speiálnì na vrhol X trojúhelníku a jeho zobrazení

v O(o) na X1 a následné zobrazení X1 na X
′
, obraz bodu X v Ps. Postupným uplat-

Obrázek 69: Posunuté zradlení Ps : X → X ′

nìním vztahù pro zobrazení v osové soumìrnosti a v posunutí dostaneme analytiké

vyjádøení posunuté soumìrnosti (posunutého zradlení) dané osou soumìrnosti o v

ose x a vektorem posunutí ~p = (p1, 0), viz Obr. 69.

Ps : x′ = x+ p1,

y′ = −y.
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PØÍKLAD 5.30. Je dána pøímka p a dva body A,B v té¾e polorovinì s hranièní

pøímkou p Na pøíme p sestrojte úseèku XY délky d tak, aby souèet |AX|+ |XY |+
|Y B| byl o nejmen¹í, viz Obr. 70.

Øe¹ení: Úloha velmi pøipomíná Heronùv problém, který byl námìtem pøíkladu 5.16

na str. 49. Jediný rozdíl je v tom, ¾e þkovboj se he s konìm je¹tì projít podél

øekyÿ, budeme-li se dr¾et oblíbené interpretae tohoto problému pomoí pøíbìhu

kovboje a konì, kteøí se vraejí do stáje.

Obrázek 70: |AX|+ |XY |+ |Y B| = min

Navrhnìte kompletní postup øe¹ení této úlohy!

5.14.1 Posunutá soumìrnost jako slo¾ené zobrazení

Vìta 5 na str. 62 øíká, ¾e ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osovýh

soumìrností. Zatím jsme pou¾ili jednu, na samotnou osovou soumìrnost, nebo dvì,

na vytvoøení støedové soumìrnosti (dvì kolmé osy), otoèení (dvì rùznobì¾né osy) a

posunutí (dvì rovnobì¾né osy). Nyní, v souvislosti s posunutou soumìrností, koneènì

pøihází hvíle pro tøi osy.

Posunutou soumìrnost lze slo¾it ze tøí osovýh soumìrností s rùznobì¾nými osami,

které v¹ehny tøi nemají spoleèný bod. Tuto skuteènost ilustruje Obr. 71 (Interak-

tivní obrázek viz https://www.geogebra.org/m/avrrbx2j). Jsou zde zobrazeny tøi

(èerné) rùznobì¾né osy o1, o2, o3, které pøíslu¹ejí osovým soumìrnostem O1(o1),
O2(o2) a O3(o3), a jedna (èervená) osa o, která pøíslu¹í posunuté soumìrnosti Ps

vytvoøené slo¾ením O3 ◦O2 ◦O1 (skládání zobrazení viz de�nie 20 na str. 61). Troj-

úhelník ∆ABC se zobrazí v O1(o1) na trojúhelník ∆A1B1C1, ten potom v O2(o2)

na ∆A2B2C2 a ten nakone v O3(o3) na výsledný trojúhelník ∆A′B′C ′. Stejný troj-

úhelník ∆A′B′C ′ je pak také výsledkem zobrazení ∆ABC v posunuté soumìrnosti

Ps s osou o a vektorem posunutí ~p. Jako mezikrok tohoto zobrazení je znázornìn

∆AoBoCo, obraz ∆ABC v O(o).
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Obrázek 71: Posunutá soumìrnost vznikne slo¾ením tøí osovýh soumìrností s rùznobì¾nými osami,

které nemají spoleèný bod

Speiálním pøípadem popsaného slo¾ení posunuté soumìrnosti ze tøí rùznobì¾nýh

os je situae, kdy úhel α mezi osami o1 a o2 je 90◦ a jejih slo¾ením tak vznikne

støedová soumìrnost. Tomu je vìnována následujíí vìta

Vìta 7. Posunuté zradlení se dá slo¾it z osové a støedové soumìrnosti, pøièem¾

støed støedové soumìrnosti nele¾í na ose osové soumìrnosti.

PØÍKLAD 5.31. Neh» AB, A′B′ jsou rùznobì¾né a shodné úseèky. Doka¾te, ¾e

existuje posunuté zradlení nebo osová soumìrnost, které pøevádìjí body A, B po

øadì v body A′, B′.

Øe¹ení: To, ¾e pro dvì stejnì dlouhé rùznobì¾né úseèky je v¾dy mo¾né najít posunu-

tou soumìrnost, která jednu úseèku zobrazuje na druhou, je zøejmé z Obr. 72. Osa

o prohází støedem F úseèky spojujíí A a A′ rovnobì¾nì s osou u úhlu pøímek AB

a A′B′. Velikost posunutí je rovna vzdálenosti bodù A1 a A′, kde A1 je obrazem A
v O(o).
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Obrázek 72: Posunuté zradlení Ps : AB → A′B′

5.15 Cvièení: Posunutá soumìrnost

1. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a na nih dva body A 6= B (A na a, B na b).
Urèete bod X na a a bod Y na b tak, aby platilo |AX| = |BY | a dále aby:

a) XY ‖ p, kde p je daná pøímka;

b) XY = d, kde d je pøedem daná úseèka;

) støed úseèky XY le¾el na dané pøíme q.

2. Napi¹te rovnie shodnosti roviny E2, která vznikne slo¾ením tøí osovýh soumìr-

ností s osami o1, o2, o3 postupnì o rovniíh: x = 0, y = 0, x− 2y = 0.
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5.16 Identita

Identita je shodností, v ní¾ se ka¾dý bod roviny zobrazí sám na sebe. Identitu zna-

èíme I a pro v¹ehny bodyX roviny platí I : X −→ X. V identitì jsou tedy v¹ehny

body i smìry samodru¾né.

Obrázek 73: Identita; v¹ehny body roviny jsou samodru¾né

Identita je neutrálním prvkem grupy shodností v rovinì, viz str. 4 a 87. Je výsledkem

slo¾ení libovolné shodnosti se zobrazením k ní inverzním.

Inverzní zobrazení k zobrazení Z znaèíme Z−1. Pøitom inverzním zobrazením k osové

soumìrnosti O(o) je sama tato soumìrnost, tj. O(o) ◦O(o) = I, inverzním zobraze-

ním ke støedové soumìrnosti S(S) je opìt sama tato soumìrnost, tj. S(S)◦S(S) = I.
V pøípadì otoèení R(S, α) je inverzním zobrazením otoèení se stejným støedem, ale

opaèným úhlem R−1(S, α) = R(S,−α), tj. R(S,−α) ◦ R(S, α) = I a pro posunutí

T (~p) je inverzním zobrazením posunutí s opaèným vektorem T −1(~p) = T (−~p), tj.
T (−~p) ◦ T (~p) = I. Koneènì pro posunutou soumìrnost Ps(o, ~p) je inverzním zob-

razením posunutá soumìrnost Ps−1(o, ~p) = Ps(o,−~p), tj. Ps(o,−~p) ◦ Ps(o, ~p) = I.

Obrázek 74: Identita I jako výsledek O(o) ◦ O(o)

84



Z vý¹e uvedenýh vztahù pro vznik identity slo¾ením shodnosti s k ní inverzním

zobrazením vyplývá, ¾e identita mù¾e sehrát významnou roli také pøi identi�kai

involutorního zobrazení (involue), viz str. 49. Mù¾eme øíi, ¾e shodnost v rovinì je

involuí právì tehdy, kdy¾ výsledkem jejího slo¾ení sama se sebou je identita, jinak

øeèeno, kdy¾ je shodnost sama sobì inverzním zobrazením. Viz Obr. 74. Trojúhelník

∆ABC se nejprve vO(o) zobrazí na∆A1B1C1, který se následnì opìt vO(o) zobrazí
zpìt na ∆ABC. Platí tedy, ¾e O(o) ◦ O(o) = I

PØÍKLAD 5.32. Pro zbývajíí involue z mno¾iny shodností v rovinì sestrojte

v GeoGebøe obrázky ilustrujíí jejih slo¾ení sama se sebou analogiký Obr. 74.

(Ulo¾te na svùj pro�l a po¹lete odkaz)
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