
5.3 Lineární zobrazení asoiované s a�nním zobrazením (asoiovaný ho-

momor�smus)

Na str. 34 je uvedeno, ¾e samodru¾ným smìrem rozumíme smìr, který se v (a�nním)

zobrazení zobrazí sám na sebe. Proto¾e smìr je v geometrii reprezentován vektorem

(jakýmkoliv vektorem daného þsmìruÿ), jedná se vlastnì o zobrazení vektoru. Jak se

ale zobrazují vektory? Dosud jsme se pøee zabývali jenom zobrazením bodù! A�nní

zobrazení v rovinì (a�nita) pøiøazuje boduX roviny jako jeho obrazX ′ zase bod této
roviny. Uká¾eme si, ¾e odpovìï je jednoduhá. Existene zobrazení, které pøiøazuje

vektoru jako jeho obraz zase vektor, je pøímým dùsledkem existene a�nního zob-

razení. Uva¾ujme a�nitu f , která dvojii bodù A, B pøiøadí v daném poøadí jejih

obrazy A′, B′, viz Obr. 26. Uspoøádanou dvojii bodù A, B ale mù¾eme ztoto¾nit

Obrázek 26: Ke ka¾dému a�nnímu zobrazení f je pøidru¾eno (asoiováno) lineární zobrazení ϕ

s orientovanou úseèkou

−→
AB, která je umístìním vektoru ~u = B − A. Dvojií bodù

A, B je tak urèen vektor. Stejný pøístup uplatníme k jejih obrazùm A′, B′. Opìt

je ztoto¾níme s orientovanou úseèkou

−−→
A′B′, která je tentokrát umístìním vektoru

~u′ = B′−A′. Je pak elkem nasnadì uva¾ovat vektor ~u′ jako obraz vektoru ~u v zob-

razení, jeho¾ mehanismus byl právì teï popsán a názornì je zobrazen na Obr. 26.

Toto zobrazení znaèíme ϕ, tj. ~u′ = ϕ(~u), a nazýváme ho lineární zobrazení asoio-

vané s a�nním zobrazením (asoiovaný homomor�smus). Pojmem lineární zobrazení

(izím slovem homomor�smus) je vyjádøena skuteènost, ¾e pøedmìtné zobrazení má

vlastnosti popsané de�nií 16.

De�nie 16 (Homomor�smus). Zobrazení ϕ vektorového prostoru V do vektoro-

vého prostoru V ′ se nazývá homomor�smus (lineární zobrazení), jestli¾e pro v¹ehna

~u,~v ∈ V, k ∈ T (místo obeného tìlesa T mù¾eme uva¾ovat R) platí:

(1) ϕ(~u+ ~v) = ϕ(~u) + ϕ(~v),

(2) ϕ(k~u) = kϕ(~u).
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De�nie 17 (Asoiovaný homomor�smus a�nity f v rovinì). Uva¾ujme a�nní trans-

formai f prostoru E2. Potom asoiovaným (tj. jednoznaènì pøiøazeným) homo-

mor�smem a�nity f rozumíme lineární zobrazení ϕ, které zobrazuje zamìøení

7 V2

prostoru E2 do sebe takto:

~u = Y −X −→ ϕ(~u) = f(Y )− f(X), (35)

kde X, Y a f(X), f(Y ) jsou body z E2, ~u, ϕ(~u) ∈ V2.

Zajímají nás rovnie zobrazení ϕ. Získáme je dosazením z (23) do (35) (akorát místo

f(X), f(Y ) budeme pro zjednodu¹ení praovat s X ′, Y ′), konkrétnì

ϕ(~u) = Y ′ −X ′ = AY +B −AX − B = A(Y −X) = A · ~u. (36)

Analogiky s rovnií (23) mù¾eme psát

ϕ : ~u′ = A · ~u, (37)

matiovì pak ve tvaru

ϕ :

[

u′1
u′2

]

=

[

a11 a12
a21 a22

]

·
[

u1

u2

]

.

Asoiovaný homomor�smus ϕ a�nity f mù¾eme zadat také soustavou

ϕ : u′1 = a11u1 + a12u2,
u′2 = a21u1 + a22u2.

(38)

Vra»me se nyní k døíve nastolené otáze výpoètu samodru¾nýh smìrù a�nity

(zamìøujeme se konkrétnì na shodnosti) v rovinì. Pou¾ijeme k tomu soustavu (38).

Jak je uvedeno ji¾ na stranì 34, je-li smìr reprezentovaný vektorem ~u samodru¾ný,

zobrazí se ~u homomor�smem ϕ na vektor λ~u, kde λ ∈ R (Za promy¹lení stojí, jakýh

hodnot mù¾e v pøípadì shodnosti λ vlastnì nabývat!). Dosadíme-li proto do (38) za

u′1 a u′2 v uvedeném poøadí souøadnie λu1 a λu2, dostaneme, po drobnýh úpraváh,

homogenní soustavu

(λ− a11)u1 − a12u2 = 0,
−a21u1 + (λ− a22)u2 = 0.

(39)

Samodru¾né smìry shodnosti, tj. vektory tìhto smìrù, pro které platí ~u′ = λ~u,
jsou potom netriviálním øe¹ením této soustavy rovni. Proè netriviálním? Proto¾e

7

Zamìøením rozumíme vektorový prostor (tj. mno¾inu vektorù splòujíí de�nii 3, uvedenou na str. 5), který

je tvoøen vektory urèenými dvojiemi bodù zpùsobem, který znázoròuje Obr. 26. Zjednodu¹enì mù¾eme zamìøení

bodového prostoru popsat jako mno¾inu v¹eh smìrù, které lze v daném bodovém prostoru urèit dvojiemi bodù.
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triviálním øe¹ením je nulový vektor o a ten nikam neukazuje! Nereprezentuje ¾ádný

smìr. Zajímá nás tedy, za jakýh podmínek má soustava (39) netriviální øe¹ení,

jinak øeèeno, kdy má nekoneènì mnoho øe¹ení. Uplatníme pøi tom své poznatky

z lineární algebry.

Homogenní soustava n lineárníh rovni o n neznámýh má netriviální øe¹ení právì

tehdy, kdy¾ je determinant matie soustavy roven nule. Soustava (39) má tedy ne-

koneènì mnoho øe¹ení, jestli¾e platí rovnost

∣

∣

∣

∣

(λ− a11) −a12
−a21 (λ− a22)

∣

∣

∣

∣

= 0. (40)

Rovnii (40) øíkáme harakteristiká rovnie pøíslu¹ného zobrazení, v tomto pøí-

padì shodnosti v rovinì. Ka¾dý vektor ~u, pro který platí ~u′ = ϕ(~u) = λ~u, nazýváme

vlastním vektorem homomor�smuϕ, èíslo λ, které je øe¹ením harakteristiké rov-

nie, pak nazýváme vlastní èíslo homomor�smu ϕ, odpovídajíí vektoru ~u. Místo

vlastní vektor a vlastní èíslo se také pou¾ívají termíny harakteristiký vektor a

harakteristiké èíslo.

5.4 Výpoèet samodru¾nýh bodù a smìrù shodnosti v rovinì

Postupy urèení samodru¾nýh bodù a smìrù shodného zobrazení si budeme ilustro-

vat na konkrétníh shodnosteh, na støedové a osové soumìrnosti.

Støedová soumìrnost se støedem v bodì S = [2,−3] je dána rovniemi (viz

str. 54)

x′ = −x + 4,

y′ = −y − 6.

Pøedstavme si, ¾e nevíme, o jaké a�nní zobrazení se jedná a teprve to heme zjistit.

Matie tohoto zobrazení je A =

[

−1 0

0 −1

]

, souèin AT ·A je roven AT ·A =

[

1 0

0 1

]

,

jedná se tedy o shodnost.

Nyní urèíme samodru¾né body daného zobrazení øe¹ením soustavy (34)

2x = 4,

2y = −6.

Ta má jediné øe¹ení [x, y] = [2,−3]. Jedná se tedy o shodné zobrazení s jediným

samodru¾ným bodem S = [2,−3]. V úvahu tak pøipadá otoèení nebo støedová sou-

mìrnost, viz tabulka na str. 35.
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K rozhodnutí, která z tìhto dvou mo¾ností je správná, nám pomù¾e urèení samod-

ru¾nýh smìrù daného zobrazení. Øe¹íme proto homogenní soustavu (39)

(λ+ 1)u1 = 0,

(λ+ 1)u2 = 0,

které pøíslu¹í harakteristiká rovnie

∣

∣

∣

∣

(λ+ 1) 0
0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravì (λ+1)2 = 0. Jejím jediným øe¹ením je vlastní èíslo λ = −1, které dosadíme

do pøíslu¹né homogenní soustavy, abyhom dostali soustavu rovni

0u1 = 0,

0u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v = (u1, u2) ∈ R × R. Vy¹etøovaná shodnost má

tedy v¹ehny smìry samodru¾né. Jedná se proto o støedovou soumìrnost se støedem

S = [2,−3].
Osová soumìrnost s osou v souøadniové ose x je dána rovniemi

x′ = x,

y′ = −y.
Opìt pøedstíráme, ¾e nevíme, o jaké a�nní zobrazení se jedná a teprve to heme

zjistit.

Matie tohoto zobrazení je A =

[

1 0
0 −1

]

, souèin AT ·A je roven AT ·A =

[

1 0
0 1

]

,

jedná se tedy o shodnost.

Nyní urèíme samodru¾né body daného zobrazení øe¹ením soustavy

0x = 0,

2y = 0.

Ta má nekoneènì mnoho øe¹ení. Jsou jimi v¹ehny uspoøádané dvojie ve tvaru

[x, 0]; x ∈ R. Jedná se tedy o shodné zobrazení, jeho¾ v¹ehny samodru¾né body le¾í

v pøíme o rovnii y = 0. V úvahu tak pøipadá jediná mo¾nost, osová soumìrnost

s osou v souøadniové ose x, viz tabulka na str. 35.

Pøesto¾e jsme dané zobrazení ji¾ identi�kovali, dokonèíme analýzu jeho vlastností

urèením samodru¾nýh smìrù. Øe¹íme proto homogenní soustavu

(λ− 1)u1 = 0, (41)

(λ+ 1)u2 = 0, (42)
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které pøíslu¹í harakteristiká rovnie

∣

∣

∣

∣

(λ− 1) 0

0 (λ+ 1)

∣

∣

∣

∣

= 0,

po úpravì (λ−1)(λ+1) = 0. Charakteristiká rovnie má dva koøeny (vlastní èísla)

λ1 = 1, λ2 = −1, které postupnì dosadíme do pøíslu¹né homogenní soustavy (42) a

vypoèítáme souøadnie odpovídajííh vlastníh vektorù daného zobrazení.

Pro λ1 = 1 dostáváme soustavu

0u1 = 0,

2u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v1 = (u1, 0) ∈ R2. Samodru¾ný smìr urèený tìmito

vektory je rovnobì¾ný s osou x (tj. s osou soumìrnosti).

Pro λ2 = −1 dostáváme soustavu

−2u1 = 0,

0u2 = 0,

jejím¾ øe¹ením je ka¾dý vektor ~v2 = (0, u2) ∈ R2. Samodru¾ný smìr urèený tìmito

vektory je kolmý k ose x (tj. k ose soumìrnosti). Urèení dvou na sebe kolmýh

samodru¾nýh smìrù je v souladu se skuteèností, ¾e uva¾ované shodné zobrazení je

osová soumìrnost.

PØÍKLAD 5.10. Rozhodnìte, zda je a�nita daná rovniemi x′ = −4
5
x+ 3

5
y+8, y′ =

3
5x+

4
5y− 6 shodností. Pokud ano, urèete její samodru¾né body a smìry a uveïte, o

jakou shodnost se jedná.

Øe¹ení: Øe¹te sami. Pokud nevíte jak, pomù¾e Vám jednak pozorné prostudování do-

savadního textu kapitoly 5, jednak prostudování øe¹ení následujíího pøíkladu 5.11.

Následujíí pøíklad je urèen k dobrovolnému studiu. Je kompletnì vyøe¹en. K zápisu

øe¹ení je pou¾it kód øe¹ení v programu wxMaxima, doplnìný zevrubnými komentáøi

jednotlivýh krokù. V øe¹ení pøíkladu jsou názornì pou¾ity v¹ehny postupy, které

jsou popisovány v kapitole 5. Shodná zobrazení v rovinì.
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PØÍKLAD 5.11. Zjistìte, zda existuje shodnost E2, pøi které se bod K = [10; 0]

zobrazí na poèátek K ′ = [0; 0] a bod L = [25; 20] na bod L′ = [0; 25]. V kladném

pøípadì napi¹te rovnie tohoto zobrazení a najdìte jeho samodru¾né body a smìry.

Øe¹ení: Zaèneme tím, ¾e si ovìøíme, zda zadané body splòují de�nii shodného

zobrazení, tj. zda |K ′L′| = |KL|. V pøípadì této úlohy zvládneme ovìøení provést

zpamìti. Výsledkem je, ¾e zadání vyhovuje de�nii shodnosti.

Dal¹í postup øe¹ení úlohy si ilustrujeme pomoí zápisu v programu wxMaxima (viz

https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/)

(%i1) A:matrix([a11,a12℄,[a21,a22℄); B:matrix([b1℄,[b2℄);

(%o1)

(

a11 a12
a21 a22

)

(%o2)

(

b1

b2

)

Rovnii X ′ = A · X + B vyjádøíme ve tvaru A · X + B − X ′ = O a dosadíme

souøadnie danýh dvoji bodù K, K ′ a L, L′. Potom zapí¹eme podmínku (31) pro

to, aby bylo a�nní zobrazení shodností ve tvaru AT · A − E = O. (V programu

wxMaxima zapí¹eme jenom levé strany uvedenýh rovni.)

(%i3) s1:A.[10,0℄+B-[0,0℄; s2:A.[25,20℄+B-[0,25℄;

s3:transpose(A).A-ident(2);

(%o3)

(

b1 + 10 a11
b2 + 10 a21

)

(%o4)

(

b1 + 20 a12 + 25 a11
b2 + 20 a22 + 25 a21− 25

)

(%o5)

(

a212 + a112 − 1 a21 a22 + a11 a12

a21 a22 + a11 a12 a222 + a122 − 1

)

V¹ehny prvky vý¹e uvedenýh mati musí být rovny nule (Proè?). Dostaneme tak

soustavu sedmi rovni pro ¹est neznámýh a11, a12, a21, a22, b1, b2.

(%i6) rov:[s1[1,1℄,s1[2,1℄,s2[1,1℄,s2[2,1℄,s3[1,1℄,s3[1,2℄,s3[2,2℄℄;

(%o6) [b1+10 a11, b2+10 a21, b1+20 a12+25 a11, b2+20 a22+25 a21−25, a212+
a112 − 1, a21 a22 + a11 a12, a222 + a122 − 1]

Tato soustava má následujíí dvì øe¹ení (nejedná se o soustavu lineárníh rovni,

proto mù¾e mít dvì øe¹ení):
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(%i7) res:solve(rov,[a11,a12,a21,a22,b1,b2℄);

(%o7) [[a11 =
4

5
, a12 = −3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = −8, b2 = −6],

[a11 = −4
5
, a12 =

3

5
, a21 =

3

5
, a22 =

4

5
, b1 = 8, b2 = −6]]

Dvìma øe¹ením odpovídají dvì rùzné shodnosti. Zjistili jsme tedy, ¾e existují dvì

shodnosti, které pøevádìjí body K,L na body K ′, L′ (Co¾ se, vzhledem ke vìtì

o urèenosti shodného (a�nního) zobrazení dalo èekat. Proè?). Pokraèujeme v øe¹ení

úlohy pro ka¾dou z tìhto shodností zvlá¹». Pro zápis rovni uva¾ovanýh shodností

si nejprve pøipravíme matii RovTr, jejími¾ øádky jsou rovnie a�nity v obeném

tvaru (tato matie není nutnou souèástí postupu øe¹ení, jedná se jenom o usnadnìní

vizuální prezentae rovni v programu).

(%i8) RovTr:matrix([x1=a11*x+a12*y+b1℄,[y1=a21*x+a22*y+b2℄);

(%o8)

(

x1 = a12 y + a11 x+ b1

y1 = a22 y + a21 x+ b2

)

Øe¹ení è. 1:

(%i9) A1:ev(A,res[1℄); B1:ev(B,res[1℄);

(%o9)

(

4
5 −3

5
3
5

4
5

)

(%o10)

(

−8
−6

)

Pøíslu¹ná shodnost má rovnie

(%i11) R1:ev(RovTr,res[1℄);

(%o11)

(

x1 = −3 y
5 + 4 x

5 − 8

y1 = 4 y
5
+ 3 x

5
− 6

)

Samodru¾ný bod je bod, pro který platí X ′ = X. Pro výpoèet souøadni samodru¾-

nýh bodù daného zobrazení tak do rovnie X ′ = A ·X +B (pro snaz¹í zpraování

programem pøepsané do tvaru A · X + B − X = 0) za X ′ dosadíme X a øe¹íme

odpovídajíí soustavu dvou rovni s neznámými x, y.
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(%i12) RovSB1:A1.[x,y℄+B1-[x,y℄; solve([RovSB1[1,1℄,RovSB1[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o12)

(

−3 y
5 − x

5 − 8
−y

5 +
3 x
5 − 6

)

(%o13) [[x = 5, y = −15]]

Proto¾e tato soustava má jediné øe¹ení, má daná shodnost jediný samodru¾ný bod

S = [5,−15].

Pro vy¹etøení samodru¾nýh smìrù daného zobrazení øe¹íme harakteristikou rov-

nii (40)

(%i14) CharM1:A1-%lambda*ident(2);

CharR1:expand(determinant(CharM1))=0;

solve(CharR1,%lambda);

(%o14)

(

4
5
− λ −3

5
3
5

4
5 − λ

)

(%o15) λ2 − 8 λ

5
+ 1 = 0

(%o16) [λ = −3 i− 4

5
, λ =

3 i+ 4

5
]

Charakteristiká rovnie nemá øe¹ení v oboru reálnýh èísel. Daná shodnost tak

nemá ¾ádný samodru¾ný smìr.

Proto¾e uva¾ované zobrazení má právì jeden samodru¾ný bod a nemá ¾ádný samod-

ru¾ný smìr, jedná se o otoèení se støedem S = [5,−15].
Poznámka. K úplné identi�kai daného zobrazení nám zbývá urèit úhel otoèení α.
Jak to udìláme?

Øe¹ení è. 2:

Postupujeme analogiky s øe¹ením è. 1.

(%i17) A2:ev(A,res[2℄); B2:ev(B,res[2℄);

(%o17)

(

−4
5

3
5

3
5

4
5

)

(%o18)

(

8
−6

)
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Rovnie zobrazení

(%i19) R2:ev(RovTr,res[2℄);

(%o19)

(

x1 = 3 y
5 − 4 x

5 + 8

y1 = 4 y
5 + 3 x

5 − 6

)

Samodru¾né body:

(%i20) RovSB2:A2.[x,y℄+B2-[x,y℄; solve([RovSB2[1,1℄,RovSB2[2,1℄℄,[x,y℄);

(%o20)

(

3 y
5 − 9 x

5 + 8

−y
5 +

3 x
5 − 6

)

(%o21) []

Toto zobrazení tedy nemá ¾ádný samodru¾ný bod.

Samodru¾né smìry:

(%i22) CharM2:A2-%lambda*ident(2);

CharR2:expand(determinant(CharM2))=0;

solve(CharR2,%lambda);

(%o22)

(

−λ− 4
5

3
5

3
5

4
5 − λ

)

(%o23) λ2 − 1 = 0

(%o24) [λ = −1, λ = 1]

(%i25) RovSS2:A2.[u,v℄-[%lambda*u,%lambda*v℄;

(%o25)

(

3 v
5
− λu− 4 u

5

−λ v + 4 v
5 + 3 u

5

)

(%i26) RovSS21:ev(RovSS2,%lambda=-1);

solve([RovSS21[1,1℄,RovSS21[2,1℄℄,[u,v℄);

(%o26)

(

3 v
5
+ u

5
9 v
5 + 3 u

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o27) [[u = −3%r1, v = %r1]]

(%i28) RovSS22:ev(RovSS2,%lambda=1);

solve([RovSS22[1,1℄,RovSS22[2,1℄℄,[u,v℄);
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(%o28)

(

3 v
5 − 9 u

5
3 u
5 − v

5

)

solve : dependentequationseliminated : (2)

(%o29) [[u =
%r2

3
, v = %r2]]

Zobrazení má dva na sebe kolmé samodru¾né smìry ~u = (−3, 1), ~u = (1, 3).

Jedná se o posunuté zradlení.

Poznámka. K úplné identi�kai výsledného zobrazení nám zbývá urèit osu o a

vektor posunutí

~t. Jak to udìláme?
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