
6 Skládání shodností v rovinì

Skládáním zobrazení jsme se zaèali zabývat v souvislosti se shodnostmi v rovinì,

konkrétnì vlastností, která øíká, ¾e ka¾dou shodnost v rovinì lze slo¾it z nejvý¹e tøí

osovýh soumìrností (viz vìta 5 na str. 62).

Skládáni zobrazení jsme proto de�novali ji¾ v kapitole 5.8.1 (de�nie 20). V kapi-

toláh po ní následujííh jsme pak zkoumali situae, ve kterýh slo¾ením osovýh

soumìrností získáme konkrétní shodnosti.

Zde své seznamování se skládáním shodností zavr¹íme tím, ¾e na operai skládání

a na mno¾inu shodností budeme nahlí¾et jako na algebraikou strukturu. Prostøed-

nitvím øe¹ení nìkolika pøíkladù budeme zkoumat vlastnosti vybranýh podmno¾in

mno¾iny shodností v rovinì. Uvedeme si té¾ dlouho slibovanou souvislost skládání

zobrazení s násobením mati.

PØÍKLAD 6.1. V Eukleidovském prostoru E2 jsou dány dvì støedové soumìrnosti

S1 a S2. Urèete zobrazení Z1 = S2 · S1 a Z2 = S1 · S2.

Øe¹ení: Pro detailní prùzkum výsledkù skládání dvou støedovýh soumìrností pou-

¾ijte applet https://www.geogebra.org/m/kenjwtuy. Slo¾ením støedové soumìrnosti

S1 se støedem S1 a støedové soumìrnosti S2 se støedem S2 6= S1 vznikne posunutí T ,
viz Obr. 75. Je-li S1 ≡ S2 je S2S1 identita.

Obrázek 75: Skládání dvou støedovýh soumìrností S2(S2) ◦ S1(S1)

PØÍKLAD 6.2. Øe¹ením pøedházejíího pøíkladu 6.1 jsme do¹li k poznatku, ¾e

slo¾ením dvou støedovýh soumìrností s rùznými støedy soumìrnosti S1 a S2, S2 6=
S1, vznikne posunutí T . Urèete velikost a smìr tohoto posunutí! Mù¾ete vyu¾ít applet

https://www.geogebra.org/m/kenjwtuy.
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PØÍKLAD 6.3. Mù¾e v rovinì existovat útvar, který má dva støedy soumìrnosti?

PØÍKLAD 6.4. V prostoru En je dáno posunutí T a støedová soumìrnost S Urèete

zobrazení Z1 = T ◦ S a Z2 = ST .

Øe¹ení: Vyu¾ijte applet https://www.geogebra.org/m/qjhsdabm. Jeho náhled pou-

¾ijte pro ilustrai svého tvrzení (pøípadnì si vytvoøte vlastní).

PØÍKLAD 6.5. Rozhodnìte, jaké zobrazení vznikne slo¾ením translae T a rotae

R, která není støedovou soumìrností. Uva¾ujte obì poøadí skládání tìhto zobrazení.

Øe¹ení: Slo¾ením (v libovolném poøadí) translae T a rotaeR, která není støedovou
soumìrností, vznikne rotae tého¾ smyslu i úhlu jako R (ov¹em ne se stejným støe-

dem). Tuto skuteènost si doká¾eme opìt s vyu¾itím toho, ¾e dané shodnosti mù¾eme

rozlo¾it na osové soumìrnosti. Vyu¾ijeme pøi tom mo¾nost svobodné volby první osy,

samozøejmì pøi zahování urèujííh harakteristik pøíslu¹ného zobrazení. V pøípadì

otoèení mù¾eme volit první osu libovolného smìru, ov¹em tak, aby v¾dy proházela

støedem otoèení S, druhá osa je pak dána jednoznaènì, prohází S a s první osou

svírá úhel α/2, kde α je úhel otoèení, víe viz kapitola 5.10.1. V pøípadì posunutí

zase mù¾eme volit první osu libovolnì, ov¹em tak, aby byla kolmá na smìr posunutí,

druhá osa je s ní potom rovnobì¾ná ve vzdálenosti p/2, kde p je velikost posunutí,

víe viz kapitola 5.12.1.

Postupujeme dle Obr. 76. Otoèení R(S.α) je dáno dvìma rùznobì¾nými osami o1,

Obrázek 76: T (~p) ◦ R(S, α)

o2, proházejíími bodem S a svírajíími úhel α/2. Posunutí T (~p) je potom dáno
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dvìma rovnobì¾nými osami o3 a o4, kolmými na smìr ~p a vzdálenými od sebe p/2, viz

Obr. 76, vlevo nahoøe. S ílem získat zobrazení, které vznikne slo¾ením tìhto dvou

(víme, ¾e mù¾e být tvoøeno maximálnì tøemi osami), budeme nyní tato zobrazení

rozkládat na osové soumìrnosti s jinak, pro nás vhodnìji, orientovanými osami.

Zaèneme tím, ¾e otoèení R(S.α) rozlo¾íme na osové soumìrnosti s osami o1, o2 (asi
byh mìl pro tyto osy pou¾ívat jiná oznaèení, kdy¾ se jedná o nové pøímky, ale ètenáø

mi jistì promine toto zjednodu¹ení) tak, aby o2‖o3, viz Obr. 76, vpravo nahoøe.

Nyní navá¾eme zmìnou reprezentae posunutí T (~p). Osu o3 volíme tak, aby byla

toto¾ná s o2, tj. o3 ≡ o2. Nová osa o4 je s ní pohopitelnì rovnobì¾ná ve vzdálenosti

p/2, viz Obr. 76, vlevo dole. Zdùraznìme, ¾e v dùsledku rovnobì¾nosti s o3 svírá

i osa o4 s o1 úhel α/2.

Jak víme z kapitoly 5.16, slo¾ením dvou osovýh soumìrností s toto¾nými osami (tj.

slo¾ením osové soumìrnosti sama se sebou) vznikne identita I. Proto¾e identita je

neutrálním prvkem vzhledem k operai skládání zobrazení (stejnì jako 0 vzhledem

k sèítání, nebo 1 vzhledem k násobení), mù¾eme pøi skládání její pøítomnost potlaèit

(stejnì jako a+0 = a nebo 1·a = a). Toto¾né osy o2, o3 proto z obrázku þodstranímeÿ.

Zùstanou tam jenom osy o1 a o4 svírajíí úhel α/2 ve stejném smyslu jako tomu bylo

u o1 a o2, ale, pozor, proházejíí jiným spoleèným bodem S ′, viz Obr. 76, vpravo

dole. Slo¾ením osovýh soumìrností s tìmito osami tak vznikne rotaeR(S ′, α). Tím
jsme potvrdili správnost tvrzení uvedeného na zaèátku tohoto øe¹ení.

6.1 Shodnosti pøímé a nepøímé vs. skládání zobrazení

Shodnosti rozdìlujeme na pøímé a nepøímé, viz str. 29. Pøímými shodnostmi jsou

identita, støedová soumìrnost, otoèení a posunutí. Nepøímými shodnostmi jsou osová

soumìrnost a posunutá soumìrnost.

Zajímá nás, jak se vlastnost pøímá/nepøímá shodnost reprodukuje skládáním zob-

razení.

Opìt vyu¾ijeme skuteènost, ¾e shodnosti v rovinì lze skládat z osovýh soumìrností.

Porovnáme-li vý¹e uvedený pøehled pøímýh a nepøímýh shodností s tím, o víme

o ka¾dé z nih z hlediska jejího skládání z osovýh soumìrností, mù¾eme øíi, ¾e

pøímou shodnost lze rozlo¾it na sudý poèet osovýh soumìrností, zatímo nepøímou

shodnost lze rozlo¾it na lihý poèet osovýh soumìrností.

Z øe¹ení pøíkladu 6.5 vyplývá, ¾e pøi skládání vìt¹ího poètu osovýh soumìrností

doká¾eme nìkteré z nih vzájemnì þanihilovatÿ, v¾dy se v¹ak musí jednat o dvo-

jii sousedníh os, viz osud os o2 a o3 v øe¹ení pøíkladu. Poèet skládanýh osovýh
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soumìrností jsme tedy shopni sni¾ovat výhradnì po dvou! Odtud plyne tento zá-

vìr: Slo¾íme-li dvì shodnosti pøímé nebo dvì shodnosti nepøímé, dostaneme shodnost

pøímou; slo¾íme-li shodnost pøímou a nepøímou, vznikne shodnost nepøímá.

PØÍKLAD 6.6. Zdùvodnìte vý¹e uvedené tvrzení: þSlo¾íme-li dvì shodnosti pøímé

nebo dvì shodnosti nepøímé, dostaneme shodnost pøímou; slo¾íme-li shodnost pøímou

a nepøímou, vznikne shodnost nepøímá.ÿ

6.2 Grupa shodností v rovinì

Na¹e dosavadní poznatky získané øe¹ením pøíkladù vìnovanýh skládání shodností

v rovinì nasvìdèují tomu, ¾e mno¾ina shodností v rovinì spolu s operaí skládání

zobrazení tvoøí grupu

1

. Nìkteré podmno¾iny mno¾iny shodností naví tvoøí spolu

s operaí skládání zobrazení podgrupy, tj. podmno¾iny mno¾iny shodností v rovinì,

které samy splòují de�nii grupy.

PØÍKLAD 6.7. Vyslovte argumenty potvrzujíí pravdivost alespoò dvou z násle-

dujííh ètyø tvrzení:

(a) V¹ehny shodnosti v rovinì tvoøí grupu GS.

(b) V¹ehny pøímé shodnosti tvoøí podgrupu G′S grupy GS.

() Mno¾ina v¹eh translaí doplnìná identitou, tvoøí grupu, která je podgrupou

grupy pøímýh shodností.

(d) Mno¾ina v¹eh translaí a støedovýh soumìrností, doplnìná identitou, tvoøí pod-

grupu grupy G′S.

PØÍKLAD 6.8. Je dán rovnostranný trojúhelník ABC. Najdìte v¹ehny shodnosti,

které pøevádìjí tento trojúhelník do nìho samého. Zkoumejte vlastnosti mno¾iny

tìhto shodností spolu s operaí skládání shodností.

1

Mno¾inu G, v ní¾ je de�nována operae ◦ nazýváme grupou vzhledem k operai ◦ (znaèíme (G, ◦)), právì kdy¾:
a) Výsledek operae ◦ je pro ka¾dou dvojii prvkù G opìt prvkem G (øíkáme, ¾e operae ◦ je na G neomezenì

de�novaná, nebo, ¾e mno¾ina G je uzavøená vzhledem k operai ◦).
b) Operae ◦ je asoiativní v mno¾inì G.

) Operae ◦ má neutrální prvek n ∈ G.

d) Ke ka¾dému prvku k ∈ G existuje inverzní prvek k−1 ∈ G vzhledem k operai ◦.
Je-li naví operae ◦ komutativní v mno¾inì G, nazýváme algebraikou strukturu (G, ◦) komutativní grupou.
(viz té¾ de�nie 1 na str. 4)
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6.3 Souvislost mezi skládáním a�nníh zobrazení a násobením mati

V lineární algebøe jsme se nauèili algoritmus násobení mati, u¾ivatelským zpùso-

bem, bez zdùvodnìní, proè se tato operae provádí zrovna daným zpùsobem. Nyní si

uká¾eme, ¾e postup násobení dvou mati je pøirozeným dùsledkem skládání a�nníh

zobrazení

f : X ′ = AX + B. (61)

Pro zjednodu¹ení budeme uva¾ovat pouze lineární zobrazení, tj. a�nní transformae

s nulovým vektorem posunutí, v jejih¾ rovniíh (61) je B = 0 (nulová matie)

f : X ′ = AX. (62)

PØÍKLAD 6.9. Jsou dána lineární zobrazení f, g :

f :

[

x′

y′

]

=

[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

, g :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

x
y

]

.

Urèete matii M slo¾eného zobrazení

g · f :

[

x′

y′

]

= M ·
[

x
y

]

.

Øe¹ení: Uva¾ujme situai znázornìnou na Obr. 77. BodX[x, y] je a�nitou f zobrazen

Obrázek 77: Skládání a�nit f a g v rovinì

na bod X1[x1, y1], ten je pak a�nitou g zobrazen na bod X ′[x′, y′]. Tuto skuteènost

mù¾eme zapsat rovniemi

X
f−→ X1 :

[

x1

y1

]

=

[

a b

c d

]

·
[

x

y

]

; X1
g−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B

C D

]

·
[

x1

y1

]

,

odkud po dosazení za

[

x1

y1

]

z první rovnie do druhé dostáváme

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

A B
C D

]

·
[

a b
c d

]

·
[

x
y

]

. (63)
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Skládání a�nit znázornìné Obr. 77 ale mù¾eme zapsat i pomoí rovni. Platí

X
f−→ X1 :

x1 = ax + by

y1 = cx + dy
; X1

g−→ X ′ :
x′ = Ax1 + By1
y′ = Cx1 + Dy1

.

Potom po dosazení za x1 a y1 z první soustavy rovni do druhé dostaneme

X
g·f−→ X ′ :

x′ = A(ax+ by) + B(cx+ dy) = (Aa+ Bc)x + (Ab+Bd)y

y′ = C(ax+ by) + D(cx+ dy) = (Ca+Dc)x + (Cb+Dd)y
,

po pøepsání do matiového tvaru

X
g·f−→ X ′ :

[

x′

y′

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd
Ca+Dc Cb+Dd

]

·
[

x
y

]

. (64)

Z porovnání (63) a (64) je zøejmé, ¾e pro matii M slo¾ené a�nity g · f platí:

M =

[

A B
C D

]

·
[

a b
c d

]

=

[

Aa+ Bc Ab+Bd
Ca+Dc Cb+Dd

]

. (65)

Rovnost (65) tak pøiná¹í známý algoritmus pro násobení dvou mati.

PØÍKLAD 6.10. Øe¹ení pøíkladu 6.9 vyu¾ijte ke zdùvodnìní skuteènosti, ¾e sklá-

dání a�nit v rovinì není komutativní. Zobenìte na En.
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7 Klasi�kae shodností roviny

V kapitoláh 5.1{5.4 jsme se zevrubnì zabývali algebraikou reprezentaí a�nit v ro-

vinì a podmínkami, kdy se jedná o shodnosti. Vìnovali jsme se výpoètùm samod-

ru¾nýh bodù a smìrù shodností a zmínili jsme jejih dùle¾itost pro identi�kai

konkrétní shodnosti z jejíh rovni. Zde na toto sna¾ení navá¾eme, abyhom si uká-

zali pøekvapivì jednoduhý obený zápis shodností v rovinì, a abyhom si následnì

ukázali, jak lze z rovni a�nity, pou¾itím nástrojù lineární algebry a uplatnìním zna-

lostí o samodru¾nýh bodeh a smìreh, získat kompletní pøehled shodností v rovinì,

o kterém hovoøíme jako o úplné klasi�kai shodností v rovinì.

My¹lenka úplné klasi�kae shodností

Klasi�kae shodností roviny je zalo¾ena na výpoètu samodru¾nýh bodù a smìrù

zobrazení, které je dáno rovnií

f : X ′ = A ·X + B. (66)

Viz té¾ (21) a (22) na stranì 25. Postup tohoto výpoètu a zpùsob identi�kae pøíslu-

¹ného zobrazení pomoí jeho samodru¾nýh bodù a smìrù je ilustrován podrobným

øe¹ením pøíkladu 5.11 na stranáh 41{45.

Dùle¾itým poselstvím této kapitoly je pøedstavení jednoduhého zápisu shodností

v rovinì ve formì soustavy rovni, ve kterém jsou ji¾ zohlednìny podmínky (29) (viz

str. 26) za kterýh jsou rovnie a�nity (3) (viz str. 18) rovniemi shodností. Toto

zjednodu¹ení dostaneme uplatnìním známé goniometriké identity sin2 α+cos2 α =
1. Ka¾dá pøímá shodnost je dána rovniemi ve tvaru

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1,
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2,

(67)

zatímo ka¾dá nepøímá shodnost je dána rovniemi

x′1 = x1 cosα + x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα − x2 cosα + b2.

. (68)

PØÍKLAD 7.1. Vypoèítejte determinanty mati transformaí danýh soustavami

(67) a (68). Dejte do souvislosti znaménko tohoto determinantu a otázku, zda se

jedná o pøímou nebo nepøímou shodnost.
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Klasi�kae shodností roviny

Z podmínky AT · A = E plyne, ¾e a�nní zobrazení urèené rovniemi

x′ = a11x + a12y + b1
y′ = a21x + a22y + b2,

je shodností právì tehdy, kdy¾ platí rovnosti

a211 + a221 = a212 + a222 = 1

a11a12 + a21a22 = a12a11 + a22a21 = 0

Vzhledem k platnosti vztahu sin2 α + cos2 α = 1 je zøejmé, ¾e existuje úhel α ∈
〈0◦; 360◦) takový, ¾e lze napsat

a11 = cosα,

a21 = sinα,

a12 cosα + a22 sinα = 0,

a22 = ε cosα,

a12 = −ε sinα, kde ε = ±1.

Hodnota ε urèuje, zda se jedná o shodnost pøímou (ε = 1) nebo nepøímou (ε = −1).

I. Pøímé shodnosti

Ka¾dou pøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovniemi ve tvaru

x′1 = x1 cosα − x2 sinα + b1,
x′2 = x1 sinα + x2 cosα + b2.

Samodru¾né body

Samodru¾né body pøímé shodnosti jsou øe¹ením soustavy rovni

x1(1− cosα) + x2 sinα = b1,

−x1 sinα+ x2(1− cosα) = b2.
(69)

Nejprve nás bude zajímat pøímá shodnost v rovinì, která má právì jeden samodru-

¾ný bod. Soustava (69) má právì jedno øe¹ení, pokud je regulární, tj. pokud pro její

determinant platí

∣

∣

∣

∣

(1− cosα), sinα
− sinα, (1− cosα)

∣

∣

∣

∣

6= 0.
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Po úpravì dostaneme

2(1− cosα) 6= 0,

o¾ vede k podmíne

cosα 6= 1.

Tak dostáváme

1) OTOÈENÍ (ROTACI).

Staèí volit poèátek soustavy souøadné v onom jediném samodru¾ném bodì a dosta-

neme známé vyjádøení otoèení kolem poèátku o úhel α:

x′1 = x1 cosα− x2 sinα,

x′2 = x1 sinα + x2 cosα.

Samodru¾né smìry

Samodru¾né smìry (tj. vektory tìhto smìrù) pøímé shodnosti jsou netriviálním

øe¹ením soustavy homogenníh rovni

u1(λ− cosα) + u2 sinα = 0,

−u1 sinα + u2(λ− cosα) = 0.
(70)

Ta má netriviální (tj. nekoneènì mnoho) øe¹ení právì tehdy, kdy¾ je splnìna ha-

rakteristiká rovnie pøímé shodnosti v rovinì

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), sinα
− sinα, (λ− cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0. (71)

Úpravou (71) dostaneme rovnii

(λ− cosα)2 + sin2 α = 0,

která je splnìna za pøedpokladu, ¾e sinα = 0 a zároveò cosα = λ, kde λ = ±11.

Pro cosα = −1 dostáváme

2) STØEDOVOU SOUMÌRNOST

s analytikým vyjádøením

x′1 = −x1 + b1,

x′2 = −x2 + b2.

1

Pro shodná zobrazení je |λ| = 1. Jinak by vektor ~u samodru¾ného smìru v zobrazení ϕ(~u) = λ~u nezahoval svou

velikost.
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Je-li cosα = 1, dostaneme pro b1 = b2 = 0,

3) IDENTITU

x′1 = x1

x′2 = x2

a pro b1 6= 0 ∨ b2 6= 0

4) POSUNUTÍ

x′1 = x1 + b1
x′2 = x2 + b2.

II. Nepøímé shodnosti

Ka¾dou nepøímou shodnost v rovinì mù¾eme vyjádøit rovniemi ve tvaru

x′1 = x1 cosα + x2 sinα + b1
x′2 = x1 sinα − x2 cosα + b2.

Samodru¾né smìry

K vy¹etøení nepøímýh shodností pou¾ijeme samodru¾né smìry. Øe¹ením harakte-

ristiké rovnie

∣

∣

∣

∣

(λ− cosα), − sinα

− sinα, (λ+ cosα)

∣

∣

∣

∣

= 0, (72)

dostaneme podmínku

λ = ±1,
která odpovídá tomu, ¾e uva¾ované zobrazení má dva navzájem kolmé samodru¾né

smìry. Jeden, pro λ = 1, se zahovává, druhý, pro λ = −1, se mìní v opaèný. Volme

soustavu souøadnou tak, aby osa x mìla smìr odpovídajíí λ = 1. Smìr osy y pak

zøejmì odpovídá λ = −1. Potom je nepøímá shodnost popsána rovniemi

x′1 = x1 + b1
x′2 = −x2 + b2.

Pokud je b1 = 0, má uva¾ované zobrazení pøímku samodru¾nýh bodù a jedná

se tedy o

5) OSOVOU SOUMÌRNOST

x′1 = x1

x′2 = −x2 + b2.

Pokud je ale b1 6= 0, má pouze samodru¾nou pøímku a jedná se o

6) POSUNUTÉ ZRCADLENÍ.
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