6 Skladani shodnosti v roviné

Skladanim zobrazeni jsme se zacali zabyvat v souvislosti se shodnostmi v roviné,
konkrétné vlastnosti, ktera rika, ze kazZdou shodnost v roviné lze slozit z nejvyse tri
osovych soumérnosti (viz véta bl na str. [62).

Skladani zobrazeni jsme proto definovali jiz v kapitole B.81 (definice 20). V kapi-
tolach po ni nasledujicich jsme pak zkoumali situace, ve kterych slozenim osovych
soumernosti ziskame konkrétni shodnosti.

Zde své seznamovani se sklddanim shodnosti zavrSime tim, Ze na operaci skladani
a na mnozinu shodnosti budeme nahlizet jako na algebraickou strukturu. Prostred-
nictvim reSeni nékolika prikladd budeme zkoumat vlastnosti vybranych podmnozin
mnoziny shodnosti v roviné. Uvedeme si téz dlouho slibovanou souvislost skladani
zobrazeni s nadsobenim matic.

PRIKLAD 6.1. V Eukleidovském prostoru Ey jsou ddny dvé stiedové soumérnosti
S1 a Sy. Urcete zobrazent Z1 =Sy -8 a Zo =81+ Ss.

Reseni: Pro detailni priizkum vysledkt skladani dvou stiedovych soumérnosti pou-
zijte applet https:/ /www.geogebra.org/m/kenjwtuy. Slozenim stfedové soumérnosti
S1 se stredem 57 a stredové soumérnosti Sy se stredem Sy # S vznikne posunuti 7,
viz Obr. [(3l Je-li S7 = 55 je S28 identita.

yd

Obrazek 75: Skladani dvou stfedovych soumérnosti Sa(.Sz) o S1(5h)

PRIKLAD 6.2. Resenim predchdzejiciho prikladu gsme dosli k poznatku, Ze
slozenim dvou stredovijch soumeérnosti s ruznymi stredy soumeérnosti S1 a Sy, So #
S1, vznikne posunuti T . Urcete velikost a smér tohoto posunuti! Mizete vyuzit applet
https://www.geogebra.org/m/kenjwtuy.
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PRIKLAD 6.3. Mize v roviné existovat utvar, ktery md dva stiedy soumérnosti?

PRIKLAD 6.4. V prostoru E,, je ddno posunuti T a stiedovd soumérnost S Urcete
zobrazenit Zy =T oS a Zo = ST.

Reseni: Vyuzijte applet https://www.geogebra.org/m/qjhsdabm. Jeho nahled pou-
zijte pro ilustraci svého tvrzeni (pripadné si vytvorte vlastni).

PRIKLAD 6.5. Rozhodnéte, jaké zobrazeni vznikne sloZenim translace T a rotace
R, ktera neni stredovou soumeérnosti. Uvazujte obé poradi skladani téchto zobrazeni.

Reseni: Slozenim (v libovolném pofadi) translace 7~ a rotace R, ktera nenf stfedovou
soumérnosti, vznikne rotace téhoz smyslu i thlu jako R (ovSem ne se stejnym stie-
dem). Tuto skutecnost si dokdzeme opét s vyuzitim toho, ze dané shodnosti mtizeme
rozlozit na osové soumérnosti. Vyuzijeme pri tom moznost svobodné volby prvni osy,
samozrejme pri zachovani urcujicich charakteristik prislusného zobrazeni. V pripadé
otoceni mizeme volit prvni osu libovolného smeéru, ovsem tak, aby vzdy prochazela
sttedem otoceni S, druhd osa je pak dana jednoznacné, prochazi S a s prvni osou
svird thel /2, kde « je thel otoceni, vice viz kapitola B.I0.1l V pripadé posunuti
zase muzeme volit prvni osu libovolné, ovSsem tak, aby byla kolma na smér posunuti,

druhd osa je s ni potom rovnobézné ve vzdalenosti p/2, kde p je velikost posunuti,
vice viz kapitola B.12.11

Postupujeme dle Obr. [76l Otoceni R(S.a) je ddno dvéma riznobéznymi osami oy,

Obrézek 76: T () o R(S, )

09, prochézejicimi bodem S a svirajicimi thel «/2. Posunuti 7 (p) je potom dano
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dvéma rovnobéznymi osami 03 a o4, kolmymi na smér p'a vzdalenymi od sebe p/2, viz
Obr. [76], vlevo nahote. S cilem ziskat zobrazeni, které vznikne slozenim téchto dvou
(vime, ze muze byt tvofeno maximalné tfemi osami), budeme nyni tato zobrazeni
rozkladat na osové soumeérnosti s jinak, pro nas vhodnéji, orientovanymi osami.

Zacneme tim, Ze otoceni R(S.«v) rozlozime na osové soumérnosti s osami oy, 0y (asi
bych mél pro tyto osy pouzivat jina oznaceni, kdyz se jedna o nové primky, ale ctenar
mi jisté promine toto zjednoduseni) tak, aby os||os, viz Obr. [[6], vpravo nahore.

Nyni navidzeme zménou reprezentace posunuti 7 (p). Osu o3 volime tak, aby byla
totozna s 09, tj. 03 = 0o. Nova osa o4 je s ni pochopitelné rovnobézna ve vzdalenosti
p/2, viz Obr. [[6, vlevo dole. Zduraznéme, %e v disledku rovnobéznosti s o3 svira
i osa 04 s 07 uhel a/2.

Jak vime z kapitoly [5.16], slozenim dvou osovych soumérnosti s totoznymi osami (tj.
slozenim osové soumérnosti sama se sebou) vznikne identita Z. Protoze identita je
neutrdlnim prvkem vzhledem k operaci skladani zobrazeni (stejné jako 0 vzhledem
k s¢itani, nebo 1 vzhledem k nasobeni), mizeme pii skladani jeji pritomnost potlacit
(stejné jako a+0 = a nebo 1-a = a). Totozné osy 09, 03 proto z obrazku ,,odstranime*.
Ztstanou tam jenom osy 07 a o4 svirajici tthel a/2 ve stejném smyslu jako tomu bylo
u 01 a 09, ale, pozor, prochéazejici jinym spoleénym bodem S’, viz Obr. [76, vpravo
dole. Slozenim osovych soumérnosti s témito osami tak vznikne rotace R(S’, ). Tim
jsme potvrdili spravnost tvrzeni uvedeného na zacatku tohoto reseni.

6.1 Shodnosti pirimé a neprimé vs. skladani zobrazeni

Shodnosti rozdélujeme na primé a nepiimé, viz str. 29 Primgmi shodnostmi jsou
identita, stredova soumernost, otoceni a posunuti. Neprimymsi shodnostmzi jsou osova
soumeéernost a posunutd soumernost.

Zajima nas, jak se vlastnost prima/neprimd shodnost reprodukuje skladanim zob-
razeni.

Opét vyuzijeme skutecnost, ze shodnosti v roviné lze skladat z osovych soumeérnosti.
Porovname-li vyse uvedeny prehled primych a neprimych shodnosti s tim, co vime
o kazdé z nich z hlediska jejiho skladani z osovych soumeérnosti, mizeme rici, ze
primou shodnost lze rozloZit na sudy pocet osovych soumeérnosti, zatimco neprimou
shodnost lze rozlozit na lichy pocet osovych soumérnosti.

Z teSeni prikladu vyplyva, ze pri skladani vétsiho poctu osovych soumeérnosti
dokazeme nékteré z nich vzajemné ,anihilovat®, vzdy se vSak musi jednat o dvo-
jici sousednich os, viz osud os 0y a o3 v feseni prikladu. Pocet skladanych osovych
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soumeérnosti jsme tedy schopni snizovat vyhradné po dvou! Odtud plyne tento za-
ver: SloZime-li dve shodnosti prime nebo dve shodnosti neprimé, dostaneme shodnost
primou, sloZime-li shodnost primou a neprimou, vznikne shodnost neprima.

PRIKLAD 6.6. Zdivodnéte vyse uvedené turzeni: ,Slozime-li dvé shodnosti primé
nebo dvé shodnosti neprimé, dostaneme shodnost primou,; sloZime-li shodnost primou
a neprimou, vznikne shodnost neprima.“

6.2 Grupa shodnosti v roviné

Nase dosavadni poznatky ziskané resenim prikladi vénovanych skladani shodnosti
v roviné nasvédcuji tomu, ze mnozina shodnosti v rovin€ spolu s operact skladani
zobrazeni tvori grupu'. Nékteré podmnoziny mnoziny shodnosti navic tvoii spolu
s operaci skladani zobrazeni podgrupy, tj. podmnoziny mnoziny shodnosti v rovine,
ktere samy splnuji definicit grupy.

PRIKLAD 6.7. Vyslovte argumenty poturzujici pravdivost alespori dvou z ndsle-
dujicich ctyr turzeni:

(a) Viechny shodnosti v roviné tvori grupu Gyg.

(b) Viechny primé shodnosti tvori podgrupu G'g grupy Gs.

(¢) Mnozina vsech translaci doplnénd identitou, tvori grupu, kterd je podgrupou
grupy primych shodnosti.

(d) Mnozina vsech translact a stredovijch soumérnosti, doplnénd identitou, tvori pod-
grupu grupy G's.

PRIKLAD 6.8. Je ddn rovnostranny trojihelnik ABC. Najdéte vsechny shodnosti,
které prevadeji tento trojuhelnik do neho samého. Zkoumejte vlastnosti mnoziny
techto shodnosti spolu s operaci skladani shodnosti.

!Mnozinu G, v niZ je definovana operace o nazyvame grupou vzhledem k operaci o (znac¢ime (G, o)), pravé kdyz:
a) Vysledek operace o je pro kazdou dvojici prvki G opét prvkem G (fikdme, Ze operace o je na G neomezend
definovand, nebo, ze mnozina G je uzaviend vzhledem k operaci o).
b) Operace o je asociativni v mnoziné G.
¢) Operace o ma neutralni prvek n € G.
d) Ke kazdému prvku k € G existuje inverzni prvek k~! € G vzhledem k operaci o.
Je-li navic operace o komutativni v mnoziné GG, nazyvame algebraickou strukturu (G, o) komutativni grupou.

(viz té7 definice [l na str. [
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6.3 Souvislost mezi skladanim afinnich zobrazeni a nasobenim matic

V linearni algebre jsme se naucili algoritmus nasobeni matic, uzivatelskym zpiiso-
bem, bez zdivodnéni, proc se tato operace provadi zrovna danym zptiisobem. Nyni si
ukazeme, ze postup nasobeni dvou matic je prirozenym disledkem sklddani afinnich
zobrazeni

f: X' =AX + B. (61)

Pro zjednoduseni budeme uvazovat pouze linedarni zobrazent, tj. afinni transformace
s nulovym vektorem posunuti, v jejichz rovnicich (1)) je B = 0 (nulova matice)

f: X' =AX. (62)
PRIKLAD 6.9. Jsou ddna linedrni zobrazeni f, g :
rl=lal Gl e B=le sl )
Y c d y Y C D y
Urcete matict M sloZeného zobrazeni
SHVIRERH]
Reseni: Uvazujme situaci zndzornénou na Obr.[77. Bod X[z, ] je afinitou f zobrazen

x [ X,

Xl
Obréazek 77: Sklddani afinit f a g v roviné

na bod Xj[z1,y1], ten je pak afinitou g zobrazen na bod X'[z’,1]. Tuto skutecnost
muzeme zapsat rovnicemi

v [2]-[ A G) se e [31-[2 215

odkud po dosazeni za [

[t

z ] z prvni rovnice do druhé dostavame
of v |2 | | A B a b T
ot [2]-[A ) e8] 2] "
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Skladani afinit znazornéné Obr.[71 ale mizeme zapsat i pomoci rovnic. Plati

f r1 = ar + by 9 s = Axr1 + By
X = Xy ; X1 = X" :
! 1 = cr + dy ! y = Cx1 + D

Potom po dosazeni za x1 a y; z prvni soustavy rovnic do druhé dostaneme

¥ oy r = A(ax+by) + B(cx+dy) = (Aa+ Bo)x + (Ab+ Bd)y
"y = Clax+by) + D(cx+dy) = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y’

po prepsani do maticového tvaru

gf . | @] _ | Aa+Be Ab+Bd| |z
XA [y’]_[Ca—l—Dc C’b-l—Dd] [y] (64)

Z porovnani (63) a (64)) je zrejmé, ze pro matici M slozené afinity g - f plati:

M:[A B]_[a b]_[Aa+Bc Ab+Bd].

C D c d| | Ca+ De Cb+ Dd (65)

Rovnost (63)) tak prindsi zndmy algoritmus pro nasobeni dvou matic.

PRIKLAD 6.10. Reseni prikladu vyuzigte ke zdivodnéni skutecnosti, Ze skla-
dani afinit v roviné neni komutativni. Zobecnéte na E,,.
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7 Klasifikace shodnosti roviny

V kapitolach B.IH5.4l jsme se zevrubné zabyvali algebraickou reprezentaci afinit v ro-
viné a podminkami, kdy se jedna o shodnosti. Vénovali jsme se vypoctim samod-
ruznych bod@ a smért shodnosti a zminili jsme jejich dilezitost pro identifikaci
konkrétni shodnosti z jejich rovnic. Zde na toto snazeni navazeme, abychom si ukéa-
zali prekvapiveé jednoduchy obecny zapis shodnosti v roviné, a abychom si nasledné
ukazali, jak 1ze z rovnic afinity, pouzitim nastroji linedrni algebry a uplatnénim zna-
losti o samodruznych bodech a smérech, ziskat kompletni prehled shodnosti v roviné,
o kterém hovorime jako o upiné klasifikaci shodnosti v roviné.

Myslenka tuplné klasifikace shodnosti

Klasifikace shodnosti roviny je zalozena na vypoctu samodruznych bodi a smeéri
zobrazeni, které je dano rovnici

f: X'=A-X+B. (66)

Viz téz (21)) a (22) na strané 25l Postup tohoto vypoctu a zpisob identifikace piislu-
sného zobrazeni pomoci jeho samodruznych bodi a smért je ilustrovan podrobnym
reSenim prikladu B.11] na stranach 4T3l

Dilezitym poselstvim této kapitoly je predstaveni jednoduchého zapisu shodnosti
v roviné ve formé soustavy rovnic, ve kterém jsou jiz zohlednény podminky (29) (viz
str. 26) za kterych jsou rovnice afinity (3]) (viz str. [I8) rovnicemi shodnosti. Toto
zjednoduseni dostaneme uplatnénim zndmé jgoniometrické identityl sin® a + cos? o =

1. Kazda prima shodnost je dana rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa — xasina + by, (67)
xh, = wpsina + x9cosa + by,

zatimco kazda neprimé shodnost je dana rovnicemi
Ty = zpcosa + xgsina + by (68)
rh = mpsina — xocosa + by

PRIKLAD 7.1. Vypocitejte determinanty matic transformaci danych soustavamsi
©7) a (68)). Dejte do souvislosti znaménko tohoto determinantu a otdzku, zda se
jednd o primou nebo neprimou shodnost.

92


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_trigonometric_identities

Klasifikace shodnosti roviny
Z podminky AT - A = F plyne, ze afinni zobrazeni urcené rovnicemi
/

¥ = apnr + apy + b

/

Yy = anx + axny + b,
je shodnosti prave tehdy, kdyz plati rovnosti
2 2 2 2
aj; + a3 = ajs+azy =1
a11a12 + 21022 = a12a11 + azeaz; =0

Vzhledem k platnosti vztahu sin?a + cos?a = 1 je zfejmé, Ze existuje thel a €

(0°;360°) takovy, ze lze napsat

a1 = COSs(,
as = sinaq,
a2 COS QL + ag sina = 0,
g9 = £COS,
a;s = —esina,kde e = £1.
Hodnota ¢ urcuje, zda se jedna o shodnost primou (¢ = 1) nebo nepfimou (¢ = —1).

I. Pfimé shodnosti

Kazdou primou shodnost v roviné miizeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa — xgsina + by,
/ o .
Ty = x1siha + xgcosa + bo.

Samodruzné body

Samodruzné body primé shodnosti jsou resenim soustavy rovnic

r1(l —cosa) + xosina = by,

—x1sina + xQ(l — COS cg) = by. (69)

Nejprve nas bude zajimat primé shodnost v roviné, kterd ma prave jeden samodru-
zny bod. Soustava (69) méa prave jedno reseni, pokud je reguldrni, tj. pokud pro jeji
determinant plati
(1 — cos ), sin «
—sina, (1 —cosa)

£ 0.
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Po tpravé dostaneme
2(1 — cosa) # 0,

coz vede k podmince
cosa # 1.

Tak dostavame
1) OTOCENI (ROTACT).
Staci volit pocatek soustavy souradné v onom jediném samodruzném bodé a dosta-
neme znamé vyjadreni otoceni kolem pocatku o thel a:
Ty = r1cosa — rasina,

Ty = r18ina + xa cos a.

Samodruzné sméry

Samodruzné sméry (tj. vektory téchto smérti) pfimé shodnosti jsou netrividlnim
reSenim soustavy homogennich rovnic

U (A —cosa) +ugsina = 8, (70)

—up sina + ug(A — cosa) =

Ta mé netrividlni (tj. nekonecné mnoho) reseni pravé tehdy, kdyz je splnéna cha-
rakteristicka rovnice primé shodnosti v roviné

(A — cosa), sin «

—sina, (A—cosa)| 0. (71)

Upravou (7)) dostaneme rovnici

(A —cosa)? +sin®a = 0,
ktera je splnéna za predpokladu, Ze sin o = 0 a zdroven cosa = \, kde A = £11.
Pro cosa = —1 dostavame

2) STREDOVOU SOUMERNOST

s analytickym vyjadrenim
1y = —x1 + by,
33’2 = —x9 + bo.

'Pro shodné zobrazeni je |A\| = 1. Jinak by vektor # samodruzného sméru v zobrazeni ¢(i#) = A\ nezachoval svou
velikost.
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Je-li cosa = 1, dostaneme pro by = by =0,
3) IDENTITU

T, = @1
xrh = 19
aprob 0V by #0
4) POSUNUTI
Ty = 11 + b
x’2 = X2 -+ bg

II. Nepiimé shodnosti

Kazdou neprimou shodnost v roviné muzeme vyjadrit rovnicemi ve tvaru

r] = rpcosa + xgsina + by
/ . .
Ty = wxipsina — x9cosa + Do

Samodruzné sméry

K vySetteni neprimych shodnosti pouzijeme samodruzné sméry. Resenim charakte-
ristické rovnice
(A —cosa), —sina | 0 (72)
—sina, (A +cosa) ’

dostaneme podminku
A= =1,

ktera odpovida tomu, ze uvazované zobrazeni ma dva navzajem kolmé samodruzné
smery. Jeden, pro A = 1, se zachovava, druhy, pro A = —1, se méni v opacny. Volme
soustavu souradnou tak, aby osa x méla smér odpovidajici A = 1. Smér osy y pak

ziejmeé odpovida A = —1. Potom je neprima shodnost popsana rovnicemi
/
= 11 + b
x’2 = —I9 + bg.

Pokud je b; = 0, ma uvazované zobrazeni prfimku samodruznych bodu a jedna
se tedy o

5) OSOVOU SOUMERNOST

Ty = 1
/
Ty = —X9 + bs.

Pokud je ale b; # 0, mé pouze samodruznou primku a jedna se o
6) POSUNUTE ZRCADLENI.
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