
5.8 Støedová soumìrnost

Støedová soumìrnost je urèena bodem, kterému øíkáme støed soumìrnosti. Støedovou

soumìrnost se støedem S znaèíme S(S). Jedná se o pøímou shodnost. Støed S je je-

jím jediným samodru¾ným bodem. Støedová soumìrnost je involutorním zobrazením

(involuí), viz str. 49.

Obrázek 39: Støedová symetrie; Alhambra, kahel (https://openlipart.org/detail/224123/alhambra-tile)

De�nie 19. Støedová soumìrnost se støedem S je shodné zobrazení, které bodu

S pøiøazuje tý¾ bod S (jedná se o samodru¾ný bod) a libovolnému bodu X 6= S

pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e bod S je støedem úseèky XX ′. Zobrazení znaèíme S(S).

Obrázek 40: Støedová soumìrnost S(S)

Poznámka. Støedová soumìrnost je jednoznaènì urèena svým støedem. Mù¾eme ji

hápat té¾ jako speiální pøípad otoèení (rotae) R(S, α) pro α = 180◦, tj. S(S) =
R(S, 180◦). Otoèení je vìnována kapitola 5.10, viz str. 64.

Samodru¾né body, pøímky a smìry støedové soumìrnosti

Støedová soumìrnost má jediný samodru¾ný bod, støed S. Samodru¾né jsou v ní

v¹ehny smìry, tj. obrazem ka¾dé pøímky je pøímka s ní rovnobì¾ná, viz Obr. 41.

Samodru¾nou pøímkou støedové soumìrnosti, tj. pøímkou, která se zobrazuje sama

na sebe, je ka¾dá pøímka, která prohází støedem S.
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Obrázek 41: Ètyøúhelník ABCD a jeho obraz A′B′C ′D′
ve støedové soumìrnosti S(S)

Analytiké vyjádøení støedové soumìrnosti S(S) v rovinì

Hledáme rovnie, které popisují vztah souøadni obrazu X ′[x′, y′] k souøadniím

vzoru X[x, y] ve støedové soumìrnosti se støedem S[s1, s2]. K ryhlému nalezení

tìhto rovni postaèí zvolit správný úhel pohledu. Pøíslu¹nou kon�gurai tìhto

bodù, viz napø. Obr. 40, toti¾ mù¾eme hápat tak, ¾e S je støedem úseèky XX ′.

Potom ale S =
X +X ′

2
12

, po úpravì a po dosazení souøadni dostáváme postupnì

X ′ = −X + 2S, (46)

[x′, y′] = −[x, y] + 2[s1, s2]. (47)

Po rozepsání po slo¾káh tak získáme po¾adované rovnie analytikého vyjádøení

støedové soumìrnosti S(S) se støedem S[s1, s2]:

x′ = −x+ 2s1, (48)

y′ = −y + 2s2.

12

Ke stejnému výsledku se dostaneme pou¾itím vektorù, bez znalosti vztahu pro výpoèet souøadni støedu úseèky

(vlastnì si ho pomoí vektorù odvodíme). Vyjdeme z Obr. 40. Uva¾ujme vektory ~u = X ′ −X a ~v = S −X . Potom

je zøejmé, ¾e ~u = 2~v, tj. X ′ −X = 2(S −X), po úpravì X ′ −X = 2S − 2X a nakone X ′ +X = 2S. Z posledního

vztahu ji¾ jasnì plyne, ¾e S =
X +X ′

2
.
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PØÍKLAD 5.20. Urèete rovnie støedové soumìrnosti S(R) pro R

[

−2, 3
4

]

.

Øe¹ení: Do rovni (48) dosadíme za s1, s2 v daném poøadí souøadnie −2, 3
4
bodu R:

x′ = −x− 4,

y′ = −y + 3

2
.

PØÍKLAD 5.21. Je dán trojúhelník ABC a jeho vnitøní bod M , viz Obr. 42.

Sestrojte v¹ehny úseèky XY se støedem M a s krajními body X, Y na hranii

trojúhelníku.

Obrázek 42: Zadání pøíkladu 5.21

Øe¹ení: Viz Obr. 43. Úseèku, její¾ krajní body le¾í na hranii trojúhelníku, nazý-

váme pøíèkou trojúhelníku

13

. Má-li být bod M støedem hledané pøíèky XY , jsou

body X a Y ve vztahu vzor{obraz støedové soumìrnosti S(M). Jednou z vlastností

a�nníh zobrazení je zahování inidene

14

. Pokud bod X, jako jeden z krajníh

bodù hledané pøíèky, nále¾í hranii trojúhelníku ∆ABC, potom bod Y , jako druhý

krajní bod té pøíèky a zároveò obraz bodu X ve støedové soumìrnosti S(M), nále¾í

hranii trojúhelníku ∆A′B′C ′, který je obrazem ∆ABC. Zároveò v¹ak bod Y jako

druhý krajní bod hledané pøíèky nále¾í i hranii ∆ABC. Patøí tedy prùniku hrani

trojúhelníkù ∆ABC a ∆A′B′C ′. Postup øe¹ení je tak zøejmý z Obr. 43. Trojúhelník

∆ABC zobrazíme v S(M) na trojúhelník ∆A′B′C ′. Krajní body hledanýh pøíèek

pak nále¾í prùniku hrani tìhto dvou trojúhelníkù. Vidíme, ¾e pro danou polohu

bodu M má úloha tøi øe¹ení. Mù¾e mít pro jiné polohy M jiné poèty øe¹ení?

13

Známe napø. støední pøíèky trojúhelníku, které spojují støedy jeho stran.

14

Pojem inidene mù¾eme pøelo¾it jako nále¾ení. Potom zahování inidene v nìjakém zobrazení znamená, ¾e
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Obrázek 43: Øe¹ení pøíkladu 5.21

Nyní se budeme vìnovat souvislosti støedové soumìrnosti s osovou soumìrností. Po-

dívejme se na Obr. 44. Vidíme na nìm obrázek vitrá¾ového okna

15

ve tøeh poloháh

Obrázek 44: Slo¾ení dvou osovýh soumìrností s kolmými osami

vùèi dvìma na sebe kolmým osám o1 a o2. Dvì dvojie oken jsou postupnì ve vztahu

vzor a obraz v osovýh soumìrnosteh podle os o1 a o2 (jdeme-li v kladném smyslu,

tj. proti smìru pohybu hodinovýh ruèièek, mù¾eme øíi, ¾e první okno se zobrazí

na druhé v O(o1) a druhé okno na tøetí v O(o2)), jedna dvojie je pak ve vztahu

vzor a obraz ve støedové soumìrnosti podle støedu S, prùseèíku uvedenýh os (jedná

se o první a tøetí okno, tj. první okno se zobrazí v S(S) na tøetí okno). Jedná se

pokud nìjaký bod nále¾í urèitému útvaru, napø. bod X nále¾í úseèe AB, potom obraz tohoto bodu nále¾í obrazu

toho obraze, obojí v tom pøedmìtném zobrazení, tj. v na¹em pøíkladì bod X ′
jako obraz bodu X nále¾í úseèe A′B′

,

která je obrazem úseèky AB.

15

Kostel sv. Jana Nepomukého, Zelená hora u ®ïáru nad Sázavou
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o ilustrai toho, ¾e støedová soumìrnost se dá þvytvoøitÿ slo¾ením dvou osovýh

soumìrností se vzájemnì kolmými osami.

5.8.1 Skládání zobrazení

Abyhom zavr¹ili své zkoumání vìnované skládání osovýh soumìrností v souladu

s metodou budování matematiké teorie, musíme si øádnì de�novat operai skládání

zobrazení. Zde se zabýváme konkrétnì skládáním geometrikýh zobrazení, z mate-

matiké analýzy ale známe i skládání funkí.

De�nie 20 (Skládání zobrazení). Neh» f, g jsou dvì zobrazení, viz Obr. 45.

Jestli¾e bodX1 je obrazem bodu X v zobrazení f (tj. X1 = f(X)) a bod X ′ je obrazem
bodu X1 v zobrazení g (tj. X ′ = g(X1)), potom je ka¾dému bodu X pøiøazen bod

X ′ = g(f(X)). Tím je de�nováno zobrazení h pøiøazujíí bodu X bod X ′ = g(f(X))
o kterém øíkáme, ¾e vzniklo slo¾ením zobrazení f a g. Zapisujeme h = g · f , h = gf ,

h = g ◦ f nebo h = g(f(X)).

Obrázek 45: Skládání zobrazení f a g

5.8.2 Støedová soumìrnost jako slo¾ené zobrazení

To, o mù¾eme pozorovat na konkrétníh pøíkladeh, viz Obr.45 a 46, nyní zformu-

lujeme jako obenou vlastnost støedové soumìrnosti.

Obsah de�nie 20 je ilustrován Obr. 46, analogií obrázku s okny, která jsou tentokrát

nahrazena trojúhelníky. Opìt se tedy jedná o skládání dvou osovýh soumìrností se

vzájemnì kolmými osami. Zobrazení f je reprezentováno osovou soumìrností O(o1),
zobrazení g je reprezentováno osovou soumìrností O(o2) a jejih slo¾ením g ◦ f je

potom støedová soumìrnost S(S).
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Obrázek 46: f : ∆ABC → ∆A1B1C1, g : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, g ◦ f : ∆ABC → ∆A′B′C ′

Mù¾eme øíi, ¾e ka¾dá støedová soumìrnost vznikne slo¾ením libovolnýh dvou oso-

výh soumìrností, jejih¾ osy jsou k sobì kolmé. Støed soumìrnosti S odpovídá prù-

seèíku tìhto os. A naopak, støedovou soumìrnost lze rozlo¾it na dvì osové soumìr-

nosti, jejih¾ osy jsou navzájem kolmé a proházejí støedem soumìrnosti S. Pøitom
jedna z os (první, kterou budeme rýsovat) je volitelná, druhá je potom na ní kolmá

v bodì, který je støedem dané støedové soumìrnosti. Na Obr. 47 (interaktivní va-

rianta je dostupná na adrese https://www.geogebra.org/m/hekv2tye) vidíme jednu

støedovou soumìrnost S(S), ve které se ∆ABC zobrazuje na ∆A′B′C ′, rozlo¾enou
na dvì osové soumìrnosti dvìma rùznými zpùsoby. Jediné, o je tøeba pøi takovém

rozkladu dodr¾et je to, aby osy proházely støedem S a byly na sebe kolmé.

Obrázek 47: Rozklad støedové soumìrnosti S(S) je dán pouze polohou S a kolmostí os

Jak se budeme seznamovat s dal¹ími shodnostmi v rovinì, uká¾eme si, ¾e ka¾dá z nih

se dá slo¾it z osovýh soumìrností. O tom, kolik jih k tomu nejvý¹e potøebujeme,

hovoøí následujíí vìta 5. K jejímu dùkazu se vrátíme pozdìji.

Vìta 5. Ka¾dá shodnost v rovinì se dá slo¾it z nejvý¹e tøí osovýh soumìrností.
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5.9 Cvièení: Støedová soumìrnost

1. Napi¹te rovnie støedové soumìrnosti v rovinì se støedem S[−3, 4].

2. Je dána kru¾nie k(S, r). Bodem P, který le¾í vnì kru¾nie k, veïte pøímku p,
která protíná kru¾nii v bodeh A, B tak, ¾e A je støedem úseèky BP.

3. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitøku. Sestrojte na rameni V A bod X a na

rameni V B bod Y tak, aby bod S byl støedem úseèky XY.

4. Je dána úseèka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte v¹ehny trojúhelníky ABC, pro
které je AA1 tì¾nií ta a pro které platí: c = 4cm, b = 7cm.

5. Je dána úseèka AA1 (|AA1| = 5cm). Sestrojte v¹ehny trojúhelníky ABC, pro

které je AA1 tì¾nií ta a pro které platí: γ = 45◦, β = 60◦.

6. Jsou dány dvì kru¾nie k1, k2, které se protínají ve dvou bodeh Q a R. Bodem
Q veïte pøímku, která vytíná na obou kru¾niíh tìtivy stejné délky.

Støedová soumìrnost { Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

7. Napi¹te rovnie shodnosti roviny E2, která vznikne slo¾ením tøí osovýh soumìr-

ností s osami o rovniíh: x = 0, y = 0, x− 2y = 0.

8. Je dána kru¾nie k(O; r) a pøímka p, která má od støedu O vzdálenost v > 0;

dále je dán bod S, který le¾í uvnitø poloroviny pO. Sestrojte úseèku se støedem S,
která má krajní body K, P po øadì na kru¾nii k a na pøíme p.

9. Je dán trojúhelník ABC a jeho vnitøní bod M. Sestrojte v¹ehny úseèky XY se

støedem M a s krajními body X, Y na hranii trojúhelníku.

10. Vepi¹te danému rovnobì¾níku ABCD ètvere XY UV tak, aby na ka¾dé stranì

rovnobì¾níku le¾el jeden vrhol ètvere.

11. Je dán úhel AV B a bod S jeho vnitøku. Sestrojte na rameni V A bod X a na ra-

meni V B bod Y tak, aby XY S byl rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník s pøeponou

XY.

12. Je dána úseèka AA1; |AA1| = 4.5cm. Sestrojte v¹ehny pravoúhlé trojúhelníky

ABC s pravým úhlem pøi vrholu C, v nih¾ AA1 je tì¾nií ta a tb = 6cm.
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5.10 Otoèení

Otoèení (té¾ rotae) je urèeno bodem, støedem otoèení, a orientovaným úhlem, úhlem

otoèení. Otoèení se støedem S a úhlem α znaèíme R(S, α). Jedná se o pøímou shod-

nost. Støed S je jejím jediným samodru¾ným bodem. Samodru¾né smìry nemá. Støe-

dová soumìrnost není involutorním zobrazením, viz str. 49.

Obrázek 48: Rotaèní symetrie

Orientovaný úhel

V de�nii otoèení praujeme s pojmem orientovaný úhel. Jedná se o úhel, který není

dán jenom svou velikostí, ale také smyslem naná¹ení, zda proti nebo ve smìru pohybu

hodinovýh ruèièek. Z praxe, konkrétnì právì ve spojení s otáèením, víme, ¾e tato

informae je dùle¾itá, ¾e zále¾í, v jakém smyslu otáèíme ¾árovkou, vrutem, dveømi

apod. Orientai úhlu rozli¹ujeme znaménkem, otáèení proti smìru pohybu hodino-

výh ruèièek pøisuzujeme kladné znaménko (+), otáèení ve smìru pohybu hodinovýh

ruèièek pøisuzujeme záporné znaménko (−). U orientovaného úhlu rozli¹ujeme mezi

prvním a druhým ramenem. Úhel naná¹íme od prvního ramene ve smìru daném

orientaí. Na Obr. 49 vlevo je kladný úhel α = 65◦, s prvním ramenem

−→
V A, vpravo

potom záporný úhel α = −65◦, s prvním ramenem

−−→
V B.

Obrázek 49: Orientovaný úhel α

De�nie 21. Otoèení neboli rotae je zobrazení urèené støedem S a orientovaným

úhlem velikosti α, které bodu S pøiøazuje tý¾ bod S a libovolnému bodu X 6= S
pøiøazuje bod X ′ tak, ¾e |X ′S| = |XS| a orientovaný úhel ∠XSX ′ má velikost α, viz
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Obr. 50. Zobrazení znaèíme R(S, α), bod S se nazývá støed otoèení a orientovaný

úhel velikosti α je úhel otoèení.

Obrázek 50: Otoèení R(S, α)

Samodru¾né body, pøímky a smìry otoèení

Otoèení má jediný samodru¾ný bod, støed S. Samodru¾né smìry ani samodru¾né

pøímky nemá.

Analytiké vyjádøení otoèení R(S, α) v rovinì

Hledáme vztah mezi souøadniemi bodu X[x, y] a jeho obrazu X ′[x′, y′] v otoèení

daném støedem S[s1, s2] a orientovaným úhlem α, viz Obr. 51. Nejprve se budeme

zabývat speiálním pøípadem, kdy je støed otáèení S toto¾ný s poèátkem soustavy

souøadnie, tj. S[0, 0], který vidíme na Obr. 51 vpravo, potom teprve, s vyu¾itím vý-

sledkù tohoto jednodu¹¹ího pøípadu, odvodíme rovnie otáèení se støedem S v obené

poloze, které vidíme na stejném obrázku vlevo.

Obrázek 51: Otoèení R(S, α), vlevo pro S[s1, s2], vpravo pro S[0, 0]
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Rovnie otoèení se støedem v poèátku

Postupujeme podle obrázku 52 (Jak to tak bývá, zámìrnì volíme pro odvození rovni

ideální kon�gurai bodù v prvním kvadrantu. Nijak tím v¹ak nedohází k újmì

na obenosti vztahù, které získáme.). Bod X[x, y] je zobrazen do bodu X ′[x′, y′]
v otoèení R(S[0, 0], α). Na¹ím ílem je vyjádøit souøadnie obrazu x′, y′ pomoí

souøadni vzoru x, y. Vyu¾ijeme k tomu pravoúhlý trojúhelník ∆Sx′X ′, na obrázku

Obrázek 52: Otoèení R([0, 0], α) : X −→ X ′

zvýraznìný zelenou barvou. Tento trojúhelník má pøeponu SX ′, její¾ délku oznaèíme

r, a odvìsny velikostí x′ a y′, vnitøní úhel pøi vrholu S má velikost α + β. Platí

x′ = r cos (α + β), (49)

y′ = r sin (α + β).

K úpravì pravýh stran rovni (49) pou¾ijeme známé souètové vzore sin (α+ β) =
sinα cos β + cosα sin β a cos (α+ β) = cosα cos β − sinα sinβ. Dostaneme

x′ = r cosα cos β − r sinα sin β, (50)

y′ = r sinα cos β + r cosα sin β.

Nyní si v¹imneme druhého pravoúhlého trojúhelníku ∆SxX na Obr. 52, vybarve-

ného modøe. Jeho pøepona SX má rovnì¾ délku r (víme, ¾e |SX ′| = |SX|), odvìsny
mají délky x a y a vnitøní úhel pøi vrholu S má velikost β (tento úhel je èistì

pomoný, jak uvidíme za hvíli, splní svou roli a zmizí). Pro tento trojúhelník platí

x = r cos β, y = r sin β. Pøi pozorném prozkoumání rovni (50) si v¹imneme, ¾e

souèiny r cosβ a r sin β se vyskytují na jejih pravýh stranáh. Uplatníme proto

získané rovnosti a nahradíme tyto souèiny odpovídajíími promìnnými x, y, v uve-

deném poøadí. Výsledkem je koneèná podoba rovni otoèení o úhel α kolem poèátku:

x′ = x cosα− y sinα, (51)

y′ = x sinα + y cosα.
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Rovnie otoèení se støedem mimo poèátek

Klíèovým úkonem odvození rovni otoèení se støedem mimo poèátek je pøevedení

tohoto problému na ji¾ vyøe¹ený jednodu¹¹í problém odvození rovni otoèení se

støedem v poèátku. Postup je naznaèen na Obr. 53. Nejprve elou rovinu posuneme

Obrázek 53: Otoèení R([s1, s2], α) : X −→ X ′

o vektor ~sSP = (−s1,−s2), aby se støed otoèení dostal do poèátku (viz prostøední

obrázek). Novì souøadnie støedu S jsou proto [0, 0] a nové souøadnie bodu X jsou

[x − s1, y − s2]. Tím jsme úlohu pøevedli na pøípad otoèení se støedem v poèátku.

Mù¾eme tak provést otoèení bodu X v nové poloze kolem poèátku a u¾itím (51)

vyjádøit souøadnie jeho obrazu

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα, (52)

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα.

Potom ale musíme rovinu posunout o vektor ~sPS = (s1, s2) zpìt, aby se støed otáèení

dostal do pùvodní polohy (viz pravý krajní obrázek). Souøadnie obrazu se tak zvìt¹í

o souøadnie tohoto vektoru. Tím získáváme rovnie otoèení o úhel α se støedem

S = [s1, s2]

x′ = (x− s1) cosα− (y − s2) sinα + s1, (53)

y′ = (x− s1) sinα + (y − s2) cosα + s2,

po úpravì pak ve tvaru

x′ = x cosα− y sinα + s1 − s1 cosα+ s2 sinα, (54)

y′ = x sinα+ y cosα + s2 − s1 sinα− s2 cosα.
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PØÍKLAD 5.22. Napi¹te rovnie otoèení

a) R([0, 0], π
6
),

b) R([2,−3], π
6
).

Øe¹ení:

Ad a) Jedná se o otoèení kolem poèátku, proto dosadíme do (51).

x′ =

√
3

2
x− 1

2
y

y′ =
1

2
x+

√
3

2
y.

Ad b) Úhel otoèení zùstává stejný, ale støed je tentokrát mimo poèátek. Dosadíme

do (53)

x′ = (x− 2)

√
3

2
− (y + 3)

1

2
+ 2,

y′ = (x− 2)
1

2
+ (y + 3)

√
3

2
− 3.

Po úpravì dostáváme výsledné rovnie

x′ =

√
3

2
x− 1

2
y +

1

2
−
√
3,

y′ =
1

2
x+

√
3

2
y − 4 +

3
√
3

2
.

Pojïme si øe¹ení obou úloh vyjádøit matiovì:

R([0, 0], π
6
) :

[

x′

y′

]

=

[ √
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

]

·
[

x
y

]

, (55)

R([2,−3], π
6
) :

[

x′

y′

]

=

[ √
3
2 −1

2
1
2

√
3
2

]

·
[

x
y

]

+

[

1
2 −
√
3

−4 + 3
√
3

2

]

. (56)

Vidíme, ¾e rovnie (55) a (56) se li¹í pouze pøítomností matie (sloupového vektoru)

posunutí u druhé z nih. Obenì mù¾eme otoèeníR([s1, s2], α) zapsat matiovì takto

R([s1, s2], α) :
[

x′

y′

]

=

[

cosα − sinα
sinα cosα

]

·
[

x
y

]

+

[

s1 − s1 cosα + s2 sinα
s2 − s1 sinα− s2 cosα

]

.

(57)
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PØÍKLAD 5.23. Napi¹te rovnie otoèení

a) R([0, 0], 60◦),
b) R([3,−1

2], 60
◦).

5.10.1 Otoèení jako slo¾ené zobrazení

V kapitole 5.8.2 na str. 61 jsme se zabývali slo¾ením støedové soumìrnosti ze dvou

osovýh soumìrností s osami vzájemnì kolmými. Proto¾e støedovou soumìrnost

mù¾eme interpretovat také jako otoèení kolem støedu soumìrnosti o 180◦, nabízí
se otázka, zda i otoèení o jiný úhel lze získat slo¾ením dvou osovýh soumìrností.

Ano, lze. Na Obr. 54 je naznaèeno, jak lze slo¾ením dvou osovýh soumìrností se

spoleèným bodem os S a úhlem mezi nimi ϕ získat rotai R(S, α = 2ϕ).

Obrázek 54: O(o1) : ∆ABC → ∆A1B1C1, O(o2) : ∆A1B1C1 → ∆A′B′C ′
, R(S, α) : ∆ABC →

∆A′B′C ′

Slo¾ením dvou osovýh soumìrností s rùznobì¾nými osami vznikne otoèení, jeho¾

støedem je prùseèík tìhto os a úhlem je dvojnásobek úhlu, který svírají.

A naopak, ka¾dé otoèení lze slo¾it ze dvou osovýh soumìrností, jejih¾ osy jsou

rùznobì¾ky proházejíí støedem otoèení. Jednu z tìhto os lze volit libovolnì tak, ¾e

prohází støedem otoèení. Druhá je touto volbou urèena jednoznaènì. Na Obr. 55 (in-

teraktivní varianta je dostupná na adrese https://www.geogebra.org/m/sgwnuvjg)

vidíme otoèení R(S, α), ve kterém se ∆ABC zobrazuje na ∆A′B′C ′, rozlo¾ené na

dvì osové soumìrnosti O(o1), O(o2) dvìma rùznými zpùsoby. Jediné, o je tøeba pøi
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takovém rozkladu dodr¾et je to, aby osy proházely støedem S a úhel ϕ mezi nimi

byl roven

1
2α.

Obrázek 55: Rozklad otoèení R(S, α) je dán pouze polohou S a úhlem os ϕ = 1

2
α

PØÍKLAD 5.24. Doka¾te následujíí vìtu:

Vìta 6. Otoèení se støedem S a úhlem velikosti α pøevádí pøímku p v pøímku p′

rùznobì¾nou s p; pøitom dva vrholové úhly, které p a p′ tvoøí, mají velikost α.

Øe¹ení: Vlastnost popisovaná vìtou 6 je zahyena na Obr. 56. Pøi øe¹ení úkolu

vyjdìte z tohoto obrázku.

Obrázek 56: Rozklad otoèení R(S, α) je dán pouze polohou S a úhlem os ϕ = 1

2
α

Poznámka. Na Obr. 56 vidíme mo¾ný postup pøi zobrazení pøímky p v otoèení

R(S, α). Ze støedu otoèení S spustíme na pøímku p kolmii s patou P , tuto patu

zobrazíme v daném otoèení a jejím obrazem P ′ vedeme kolmii na úseèku SP ′. Tato
kolmie p′ je obrazem pøímky p v daném otoèení. Dal¹í mo¾ný zpùsob zobrazení

pøímky je zalo¾en na zobrazení jejíh dvou libovolnýh bodù, øeknìmeA a B. Pøímka

urèená jejih obrazy A′, B′ je potom obrazem dané pøímky.
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PØÍKLAD 5.25. A�nní zobrazení eukleidovské roviny na sebe zobrazuje vrhol A

trojúhelníku ABC na bod B, bod B na bod C a bod C na bod A. Mù¾e to být zobra-

zení shodné? Jestli¾e ano, napi¹te jeho rovnie vzhledem k vhodnì zvolené kartézské

soustavì souøadni.

Øe¹ení: Viz Obr. 57. Trojúhelník ∆ABC se zobrazuje sám na sebe, vrhol a strana

Obrázek 57: Existuje takové f , ¾e f : A −→ B, B −→ C, C −→ A?

v¾dy na vrhol a stranu následujíí. Nemù¾e se proto mìnit jeho tvar. Naví, aby

se mohly sousední strany s rùznými pomìry délek na sebe zobrazovat, zøejmì platí

|AB| = |BC|, |BC| = |CA|, |CA| = |AB|.
Trojúhelník ∆ABC je proto rovnostranný a hledaným zobrazením je otoèení kolem

jeho tì¾i¹tì o úhel 120◦, viz Obr. 58 (Jak víme, jedná se o projev rotaèní symetrie

rovnostranného trojúhelníku). Napi¹te rovnie této shodnosti!

Obrázek 58: Rovnostranný trojúhelník se v otoèení R(T, 120◦) zobrazí sám na sebe.
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5.11 Cvièení: Otoèení

1. Najdìte souøadnie obrazu bodu B = [1, 2] v otoèení v E2 kolem støedu S =
[3,−4] o úhel α = 420◦. Napi¹te rovnie této shodnosti.

2. Rotae kolem bodu S = [2; 1] v E2 zobrazuje bod A = [1; 1] na bod A′. Najdìte
souøadnie bodu A′, jestli¾e pro úhel rotae α platí α = 2

3π.

3. Najdìte souøadnie støedu a úhel rotae, která je dána rovniemi: x′ = 3
5x− 4

5y+
1, y′ = 4

5x+ 3
5y − 2.

4. Jsou dány dvì shodné úseèky AB, CD. Urèete otoèeení, které zobrazí A na C a

B na D.

5. Je dána kru¾nie k(S; r) a bod P 6= S. Bodem P veïte pøímku, na které kru¾nie

vytíná úseèku dané velikosti d.

6. Jsou dány rùzné rovnobì¾né pøímky a, b, c a bod A, který le¾í na pøíme a.

Sestrojte v¹ehny rovnostranné trojúhelníky ABC, jejih¾ vrholy B,C le¾í po øadì

na pøímkáh b, c.

Otoèení - Pøíklady pro dobrovolné øe¹ení

7. Najdìte rovnie obrazu pøímky p v rotai v E2 kolem støedu S = [−2; 1] o úhel

α = π
6
, jestli¾e p : x− y + 1 = 0.

8. Je dána kru¾nie k(S; r), bod B a úseèka délky d (d < 2r). Sestrojte tìtivu XY

kru¾nie k délky d tak, aby byla vidìt z bodu B pod úhlem 60◦.

9. Jsou dány dvì rovnobì¾né pøímky a, b a mimo nì bod C. Sestrojte rovnostranný
trojúhelník ABC tak, aby jeho vrholy A,B le¾ely po øadì na pøímkáh a, b.

10. Jsou dány kru¾nie k, pøímka p a bod A le¾íí vnì k. Sestrojte rovnostranný

trojúhelník s vrholem v bodì A tak, aby zbývajíí vrholy le¾ely na k a na p.

11. Je dána kru¾nie k(S; 3cm) a bod A (|SA| = 1.5cm). Sestrojte v¹ehny tìtivy

XY kru¾nie k o déle 5.5cm, které proházejí bodem A.

12. Pøi odvalování kru¾nie po pøíme se body soustavy spojené s kru¾nií pohybují

po trajektoriíh, kterým se øíká ykloidy. Rozli¹ujeme tøi typy ykloid, v závislosti

na tom, zda bod le¾í vnì, na nebo uvnitø kru¾nie. Zobrazte tyto køivky pomoí

programu GeoGebra.
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