
9 Stejnolehlost

Stejnolehlost je podobné zobrazení, které je urèeno svým jediným samodru¾ným bo-

dem, kterému øíkáme støed stejnolehlosti, a reálným èíslem rùzným od 0 a 1, kterému

øíkáme koe�ient stejnolehlosti. Proto¾e jsou ve stejnolehlosti v¹ehny smìry samod-

ru¾né, øadí se mezi tzv. homotetie
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, jak se zobrazení s touto vlastností nazývají

(dal¹ími homotetiemi jsou identita, posunutí a støedová soumìrnost). Stejnolehlost

Obrázek 95: Pantograf { mehaniká realizae stejnolehlosti

se støedem S a koe�ientem κ (malé øeké písmeno kappa, tradièní symbol pro koe-

�ient stejnolehlosti, samozøejmì lze ale pou¾ít i jiná písmena) zapisujeme H(S, κ).
Konkrétní vztah mezi vzorem a obrazem v tomto zobrazení je popsán jeho de�nií.

Uvedeme si dvì de�nie stejnolehlosti. První z nih, de�nie 25, popisuje krok za

krokem postup zobrazení bodu roviny v dané stejnolehlosti. Je to ta de�nie, která

se vìt¹inou uvádí ve støedo¹kolskýh uèebniíh. Její výhodou je, ¾e poskytuje jasný

algoritmus nalezení obrazu pro libovolný bod roviny. Druhá z de�ni, de�nie 26,

je podstatnì struènìj¹í, maximálnì tì¾í z vlastností geometrikýh vektorù. Jejím

pøínosem je struèné vyjádøení podstaty vztahu mezi obrazem a vzorem ve stejno-

lehlosti, které oeníme tøeba pøi hledání jeho analytikého vyjádøení.

Zobrazení úseèky XY ve dvou stejnolehlosteh li¹ííh se znaménkem koe�ientu

vidíme na Obr. 96.

De�nie 25 (Stejnolehlost I). Budi¾ dán bod S a reálné èíslo κ (rùzné od 0 a

1). Stejnolehlost H(S; κ) se støedem S a koe�ientem κ je zobrazení, které ka¾dému

bodu X roviny pøiøadí bod X ′ tímto zpùsobem:

1. Pro X ≡ S je X ′ ≡ X,
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Angliky je stejnolehlost homothety, té¾ dilation, viz https://en.wikipedia.org/wiki/Homotheti_transformation
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2. Pro X 6≡ S je |X ′S| = |κ| · |XS|,
pro κ > 0 le¾í X ′ le¾í na polopøíme

−→
SX a

pro κ < 0 le¾í X ′ le¾í na polopøíme opaèné k

−→
SX.

Obrázek 96: Stejnolehlost H(S, κ = 1.6) (vlevo) a H(S, κ = −1.6) (vpravo)

De�nie 26 (Stejnolehlost II). Budi¾ dán bod S a reálné èíslo κ (rùzné od 0 a

1). Stejnolehlost H(S; κ) se støedem S a koe�ientem κ je zobrazení, které ka¾dému

bodu X roviny pøiøadí bod X ′ tak, ¾e

−−→
SX ′ = κ

−→
SX. (74)

PØÍKLAD 9.1. Sestrojte obraz trojúhelníku ∆ABC ve stejnolehlosti H(S, κ).

Øe¹ení: Zobrazení trojúhelníku ∆ABC ve stejnolehlosteh H s rùznými koe�ienty

κ si vyzkou¹ejte v online appletu https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6.

Vlastnosti stejnolehlosti H(S, κ)

1. Vzor, jeho obraz a støed stejnolehlosti le¾í v jedné pøíme.

2. Obrazem pøímky je pøímka s ní rovnobì¾ná.

3. Obrazem úseèky AB je úseèka A′B′ s ní rovnobì¾ná; A′B′‖AB ∧ |A′B′| =
|κ| · |AB|.

4. Obrazem polopøímky je polopøímka s ní souhlasnì (κ > 0) nebo nesouhlasnì

(κ < 0) rovnobì¾ná.

5. Obrazem úhlu ∠AV B je úhel ∠A′V ′B′; |∠A′V ′B′| = |∠AV B|.
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6. Zobrazení inverzní k stejnolehlosti H(S; κ) je stejnolehlost se stejným støedem

S, ale s pøevráeným koe�ientem

1

κ
, tj. H−1

(

S;
1

κ

)

.

7. Stejnolehlost s koe�ientem κ = −1 je støedovou soumìrností, H(S, κ = −1) ≡
S(S).

PØÍKLAD 9.2. Jsou dány dvì vzájemnì rovnobì¾né úseèky rùznýh délek. Urèete

støedy stejnolehlostí, v nih¾ se jedna z nih zobrazuje na druhou.

Øe¹ení: Viz Obr. 97. Vyu¾ijeme vý¹e uvedenou vlastnost è. 1: Vzor, jeho obraz a

støed stejnolehlosti le¾í v jedné pøíme. Proto¾e je stejnolehlost a�nním zobrazením,

zobrazí se úseèka zase na úseèku, konkrétnì krajní body zase na krajní body a vnitøní

body zase na vnitøní body. Zamìøíme se na krajní body úseèek. Buï se body K,L
zobrazí po øadì na M,N , nebo na N,M . Spojíme-li dvojie bodù vzor{obraz, napø.

K −→ M , L −→ N , pøímkami, jejih prùseèíkem je støed pøíslu¹né stejnolehlosti

(proto¾e musí le¾et na ka¾dé z tìhto pøímek), v daném pøípadì S1. Pro dvojie

K −→ N , L −→ M dostáváme støed S2. Koe�ienty pøíslu¹nýh stejnolehlostí se

li¹í pouze znaménkem, jejih absolutní hodnota je rovna pomìru délek úseèek, pro

pøípad zobrazení úseèky KL na MN , resp. NM je |κ| = |KL|
|MN | , v opaèném pøípadì

je |κ| = |MN |
|KL| .

Obrázek 97: Støedy stejnolehlostí dvou rovnobì¾nýh úseèek

PØÍKLAD 9.3. Uva¾ujte variantu pøedhozího pøíkladu 9.2, v ní¾ jsou dané úseèky

v jedné pøíme, viz Obr. 98

Øe¹ení: Tentokrát nám postup pou¾itý pro øe¹ení pøíkladu 9.2, kde byly úseèky

v obené poloze, nepomù¾e. Pøímky spojujíí konové body úseèek spolu splývají.
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Obrázek 98: Jak urèit støedy stejnolehlostí dvou kolineárníh úseèek?

Obrázek 99: Dané úseèky jako základny stejnolehlýh trojúhelníkù

Pomù¾eme si tím, ¾e si dané úseèky pøedstavíme jako souèásti nìjakýh rovinnýh

vzájemnì stejnolehlýh útvarù, napøíklad trojúhelníkù, jak vidíme na Obr. 99. Mo-

hou to být ale libovolné vzájemnì stejnolehlé útvary, tj. útvary, které jsou podobné

a jejih¾ sobì odpovídajíí úseèky (napøíklad strany n-úhelníku) jsou rovnobì¾né.

Omezíme-li se na trojúhelníky, z Obr. 99 vidíme, ¾e existují dvì dvojie, které splòují

daná kritéria. Je to v souladu s tím, ¾e oèekáváme existeni dvou stejnolehlostí, v

nih¾ se jedna úseèka zobrazí na druhou, stejnì jako tomu bylo v pøípadì pøíkladu

9.2. Online verze Obr. 99 je zde https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP.

Koe�ient stejnolehlosti vs. dìlií pomìr

Vra»me se je¹tì k de�nii 12 stejnolehlosti. Vektorovou rovnost (74), která je v ní

uvedena, mù¾eme pøepsat do tvaru

X ′ − S = κ(X − S). (75)

Porovnáme-li nyní (75) s rovností (2) uvedenou v de�nií 26 dìliího pomìru, viz

str. 15, zjistíme, ¾e vztah mezi vzorem X, obrazem X ′ a støedem S ve stejnolehlosti

H(S, κ) se dá jednodu¹e zapsat pomoí dìliího pomìru, platí

(X ′XS) = κ. (76)

I takto tedy mù¾eme de�novat stejnolehlost.

PØÍKLAD 9.4. Jsou dány dva rùzné body A,B a reálné èíslo λ 6= 0, 1. Najdìte na
pøíme AB bod C tak, aby platilo (ABC) = λ.
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Obrázek 100: (ABC) = λ

Øe¹ení: Viz Obr. 100. Vyu¾ijeme souvislost mezi dìliím pomìrem a koe�ientem

stejnolehlosti. Online verze je na adrese https://www.geogebra.org/m/fj34fqh.

9.1 Analytiké vyjádøení stejnolehlosti

Usilujeme o nalezení rovnie, která by vyjadøovala vztah mezi souøadniemi vzoru

X[x, y] a obrazu X ′[x′, y′] ve stejnolehlosti H dané støedem S[s1, s2] a koe�ientem

κ 6= 0, 1. Vyu¾ijeme k tomu vektorovou rovnost X ′ − S = κ(X − S) uvedenou na

str. 111 v souvislosti s dìliím pomìrem. Z ní úpravami postupnì dostaneme nejprve

X ′ = S + κX − κS,

potom hledanou rovnii stejnolehlosti H(S, κ):

X ′ = κX + (1− κ)S. (77)

Po dosazení souøadni bodù mù¾eme (77) psát ve tvaru jedné rovnie

[x′, y′] = κ[x, y] + (1− κ)[s1, s2] (78)

nebo jako soustavu dvou rovni

x′ = κx+ (1− κ)s1, (79)

y′ = κy + (1− κ)s2.

PØÍKLAD 9.5. Napi¹te rovnie stejnolehlosti Eukleidovské roviny E2, která zob-

razuje bod B = [2, 0] na bod C = [0, 1] a má koe�ient κ = −2. Najdìte souøadnie

jejího støedu.

Øe¹ení: Souøadnie bodù B, C jako vzoru a obrazu, spolu s κ = −2, dosadíme do

(79) a øe¹íme jako rovnie s neznámými s1 a s2. Dostaneme øe¹ení s1 =
4

3
, s2 =

1

3
.
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Opìt dosadíme do (79), tentokrát v¹ak za s1, s2 a κ, abyhom dostali hledané rovnie

pøíslu¹né stejnolehlosti

x′ = −2x+ 4,

y′ = −2y + 1.

I kdy¾ je úloha snadno øe¹itelná ruènì, pro zajímavost si uveïme kód jejího øe¹ení

v programu wxMaxima:

(% i3) B:[2,0℄$ C:[0,1℄$ S:[s1,s2℄$

(% i4) H:C-S=-2*(B-S);

[−s1 , 1− s2 ] = [−2 (2− s1 ) , 2s2 ] (H)

(% i5) res:solve(lhs(H)-rhs(H),[s1,s2℄)[1℄;

[s1 =
4

3
, s2 =

1

3
] (res)

(% i6) S:ev(S,res);

[
4

3
,
1

3
] (S)

9.2 Skládání stejnolehlostí

Zajímá nás, jaká zobrazení mohou vzniknout slo¾ením dvou stejnolehlostí. Oznaèíme-

li jeH1 aH2, hledáme výsledek jejih slo¾eníH2◦H1 (a v obráeném poøadíH1◦H2),

viz Obr. 101. V úvodu této kapitoly os stejnolehlosti jsme na str. 108 zmiòovali

skuteènost, ¾e stejnolehlost spolu s identitou, posunutím a støedovou soumìrností

(o¾ je ale vlastnì stejnolehlost s koe�ientem κ = −1) tvoøí mno¾inu tzv. homo-

tetií, zobrazení, v nih¾ jsou v¹ehny smìry samodru¾né. Mno¾ina homotetií, spolu

s operaí skládání zobrazení, tvoøí grupu (viz napø. zmínka o group of dilations or

homothety-translations v èlánku Wikipedia: Homotheti transformation). Výsledky

na¹eho následujíího zkoumání budou této skuteènosti odpovídat (dùkaz zde prová-

dìt nebudeme).

Uva¾ujme dvì stejnolehlosti H1(S1, κ1), H2(S2, κ2) s rovniemi H1 : X ′ = κ1X +
(1−κ1)S1, H2 : X

′ = κ2X+(1−κ2)S2. Jestli¾e, v duhu Obr. 101, stejnolehlost H1
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Obrázek 101: Skládání zobrazení H1 a H2

zobrazuje bod X na X1 a stejnolehlost H2 zobrazuje bod X1 na bod X ′, mù¾eme

tato zobrazení popsat rovniemi

H1(X −→ X1) : X1 = κ1X + (1− κ1)S1, (80)

H2(X1 −→ X ′)X ′ = κ2X1 + (1− κ2)S2. (81)

Potom pro slo¾ené zobrazení H2 ◦H1 platí následujíí rovnie, která vznikne pøíslu-

¹ným slo¾ením (80) a (81),

H2 ◦ H1(X −→ X ′) : X ′ = κ2(κ1X + (1− κ1)S1) + (1− κ2)S2. (82)

Po její úpravì dostáváme koneèný tvar rovnie slo¾eného zobrazení H2 ◦ H1

X ′ = κ1κ2X + (1− κ1κ2)S1 + (1− κ2)(S2 − S1), (83)

ve kterém lze za uvedenýh podmínek identi�kovat rovnie konkrétníh zobrazení:

1. κ1κ2 = 1 ∧ S1 ≡ S2

H2 ◦ H1 : X
′ = X. (84)

Jedná se o identitu.

2. κ1κ2 = 1 ∧ S1 6= S2

H2 ◦ H1 : X
′ = X + (1− κ2)(S2 − S1). (85)

Výsledným zobrazením je v tomto pøípadì posunutí s vektorem ~p = (1−κ2)(S2−
S1).

3. κ1κ2 6= 1 ∧ S1 ≡ S2

H2 ◦ H1 : X
′ = κ1κ2X + (1− κ1κ2)S1. (86)

Tentokrát je výsledným zobrazením stejnolehlost se støedem S ≡ S1 ≡ S2 a

koe�ientem κ = κ1κ2.
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4. κ1κ2 6= 1 ∧ S1 6= S2

H2 ◦ H1 : X
′ = κ1κ2X + (1− κ1κ2)

(

S1 +
1− κ2

1− κ1κ2
(S2 − S1)

)

. (87)

I v tomto nejobenìj¹ím pøípadì je výsledným zobrazením stejnolehlost, tento-

krát se støedem S = S1+
1− κ2

1− κ1κ2
(S2−S1) a koe�ientem κ = κ1κ2. Z ponìkud

slo¾itého výrazu pro støed S výsledné stejnolehlosti lze vyèíst, ¾e vznikne po-

sunutím bodu S1 ve smìru vektoru S2 − S1. Støed nové stejnolehlosti tedy le¾í

na pøíme spojujíí støedy stejnolehlostí, ze kterýh vznikla.

Získané poznatky shrneme do následujíí vìty, vý¹e provedenou analýzou skládání

dvou stejnolehlostí ji¾ dokázanou.

Vìta 11 (O skládání stejnolehlostí). Slo¾ením dvou stejnolehlostí H1(S1, κ1),

H2(S2, κ2) vznikne

1. IDENTITA, jestli¾e κ1κ2 = 1 a S1 = S2,

2. POSUNUTÍ, jestli¾e κ1κ2 = 1 a S1 6= S2,

3. STEJNOLEHLOST H(S, κ) s koe�ientem κ = κ1κ2, jestli¾e κ1κ2 6= 1. Pøitom,

pro S1 = S2 je také S = S1 = S2, pro S1 6= S2 le¾í bod S na pøíme S1S2.

Zela analogiky, tentokrát zkoumáním rovnie zobrazení slo¾eného ze stejnolehlosti

a posunutí, byhom dospìli k potvrzení správnosti tvrzení ní¾e uvedené vìty. Tuto

èinnost ji¾ pøeneháme laskavému ètenáøi jako èistì dobrovolnou.

Vìta 12 (O skládání stejnolehlosti a translae). Zobrazení slo¾ené ze stejno-

lehlosti H(S; κ) a translae X ′ = X+~t je stejnolehlost H′(Q; κ), kde Q = S+
1

1− κ
~t.

9.3 Stejnolehlost kru¾ni

®e mají v¹ehny kru¾nie stejný tvar, a mohou se li¹it jenom svou velikostí, viz

Obr. 102, tedy, ¾e v¹ehny kru¾nie jsou podobné, není ni pøekvapivého. Jednak

je to zøejmé od pohledu, jednak víme, ¾e pro ka¾dou kru¾nii, bez ohledu na její

velikost, je pomìr obvodu a prùmìru roven π.

Stejnì pøirozenou, ale mo¾ná ménì zøejmou, je skuteènost, ¾e ka¾dé dvì kru¾nie jsou

stejnolehlé. U ostatníh tvarù nelze pøedpokládat, ¾e podobnost s sebou automa-

tiky pøiná¹í i stejnolehlost. Viz napøíklad trojúhelníky na Obr. 103. Obì zobrazené
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Obrázek 102: Kru¾nie jsou podobné

dvojie trojúhelníkù∆ABC a ∆A′B′C ′ pøedstavují dvojie podobnýh trojúhelníkù

(konkrétnì s koe�ientem k = 0, 7), pøitom jenom dvojie vpravo je zároveò i dvojií

stejnolehlýh trojúhelníkù (sobì odpovídajíí úseèky jsou rovnobì¾né).

Obrázek 103: Ne ka¾dá dvojie podobnýh trojúhelníkù je stejnolehlá

Pro dvì kru¾nie k1(S1; r1) a k2(S2; r2) s rùznými polomìry, viz Obr. 104, existují

právì dvì stejnolehlosti, které pøevádìjí kru¾nii k1 do kru¾nie k2: H1(E, r2/r1) a
H2(I,−r2/r1). Pøitom E se nazývá vnìj¹í (externí) støed stejnolehlosti a I se nazývá

vnitøní (interní) støed stejnolehlosti. Jestli¾e se kru¾nie dotýkají v bodì T , potom
v pøípadì jejih vnìj¹ího dotyku je T = I a v pøípadì jejih vnitøního dotyku je

T = E.

PØÍKLAD 9.6. Jsou dány dvì kru¾nie k1(S1, r1), k2(S2, r2), které mají rùzné polo-

mìry, nejsou soustøedné (tj. r1 6= r2, S1 6= S2) a nemají ¾ádný spoleèný bod. Najdìte

støedy a koe�ienty stejnolehlostí, v nih¾ se jedna z nih, øeknìme k1, zobrazuje na

druhou, k2.

Øe¹ení: Vyu¾ijeme postup, který jsme uplatnili pøi øe¹ení pøíkladu 9.2. Hledání

støedù stejnolehlostí dvou kru¾ni pøevedeme na hledání støedù stejnolehlostí dvou

úseèek. Samozøejmì se musí jednat o úseèky, mezi kterými je vztah stejnolehlosti

ustaven stejným zobrazením, jako u kru¾ni. Pou¾ijeme vzájemnì rovnobì¾né po-

lomìry danýh kru¾ni, viz Obr. 105. Nejprve dvojii le¾íí v souhlasné polorovinì
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Obrázek 104: Stejnolehlost kru¾ni

Obrázek 105: Urèete støedy stejnolehlostí danýh kru¾ni

vzhledem k S1S2, viz Obr. 105, vlevo, potom u jedné z kru¾ni pøidáme polomìr

le¾íí v opaèné polorovinì, viz Obr. 105, vpravo. Pøímky P1P2 a P1Q2 spojujíí je-

jih krajní body nále¾ejíí kru¾niím svými prùseèíky s pøímkou S1S2 urèují hledané

støedy stejnolehlostí E a I. Mohli byhom praovat i s rovnobì¾nými prùmìry, ale

proto¾e víme, ¾e hledané støedy stejnolehlostí tìh kru¾ni musí, s ohledem na sy-

metrii, le¾et na spojnii støedù, polomìry staèí (mù¾eme ale argumentovat i tím,

¾e støed ka¾dé z kru¾ni je jedním z krajníh bodù jejího polomìru uva¾ovaného

jako úseèka). Støedy uva¾ovanýh stejnolehlostí jsme na¹li, zbývá tedy urèit je¹tì

koe�ienty tìhto stejnolehlostí. Uva¾ujeme-li, ¾e k1 se zobrazí na k2, pomìr jejih

podobnosti je k =
r2
r1
. Stejnolehlost H1 se støedem E bude mít koe�ient stejný, tj.

κ1 =
r2
r1
, stejnolehlost H2 se støedem I bude mít ale koe�ient opaèný, tj. κ2 = −

r2
r1
.

PØÍKLAD 9.7. Jsou dány dvì nesoustøedné kru¾nie k1(S1, r1), k2(S2, r2) o rùz-

nýh polomìreh r1, r2, viz Obr. 106. Sestrojte jejih spoleèné teèny!

Øe¹ení: Klíèem k øe¹ení této úlohy je poznatek, ¾e spoleèné teèny dvou kru¾ni pro-

házejí støedy jejih stejnolehlostí. Dvì nesoustøedné kru¾nie v poloze naznaèené

Obr. 106 mají ètyøi spoleèné teèny, dvì vnìj¹í, jejih¾ spoleèným bodem je vnìj¹í

støed stejnolehlosti kru¾ni E, a dvì vnitøní, se spoleèným bodem ve vnitøním støedu
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Obrázek 106: Sestrojte spoleèné teèny danýh kru¾ni

stejnolehlosti I. ®e spoleèné teèny kru¾ni musejí proházet støedy jejih stejnoleh-

lostí, lze vysvìtlit uplatnìním postupu øe¹ení pøíkladu 9.6. Z Obr. 107 je patrné, ¾e

spoleèné teèny dvojie kru¾ni jsou vlastnì pøímky spojujíí konové body dvoji

rovnobì¾nýh polomìrù tìhto kru¾ni, analogiky s øe¹ením pøíkladu 9.6, akorát

výjimeènýh tím, ¾e jsou na tyto pøímky kolmé.

Obrázek 107: Spoleèné teèny danýh kru¾ni proházejí støedy I, E jejih stejnolehlostí

Spoleèné teèny dvojie kru¾ni tedy sestrojíme tak, ¾e nejprve najdeme støedy

E, I stejnolehlostí, v nih¾ se jedna z kru¾ni zobrazuje na druhou. To provedeme

postupem pøedstaveným v øe¹ení pøíkladu 9.6. Potom z tìhto bodù sestrojíme

teèny ke kru¾niím. Sestrojení teèny z bodu ke kru¾nii je klasiká úloha vyu¾ívajíí

Thaletovu vìtu, která se vyskytuje v uèivu matematiky pro základní i støední ¹kolu.

Thaletovy kru¾nie jesou v Obr. 107 naznaèeny rù¾ovými pøeru¹ovanými èarami.

Následujíí pøíklady patøí do kategorie tzv. Apolloniovýh

21

úloh. Pùvodním Apolló-

21

Apollónios z Pergy, 3.{2. stol. pø. n. l., øeký geometr a astronom
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niovým problémem

22

je úkol sestrojit v¹ehny kru¾nie, které se dotýkají tøí danýh

kru¾ni. Postupem èasu se v zadání jako kru¾nie zaèaly uznávat i body a pøímky,

proto¾e bod mù¾eme hápat jako kru¾nii s nulovým polomìrem a pøímku naopak

jako kru¾nie s nekoneènì velkým polomìrem. V souèasnosti se Apolloniovou úlohou

rozumí úkol sestrojit kru¾nii, která se dotýká tøí objektù, které mohou být vybrány

z mno¾iny tøí typù objektù {kru¾nie, bod, pøímka}. Existuje tak elkem deset

23

typù Apolloniovy úlohy, tøi z nih si nyní pøedstavíme.

PØÍKLAD 9.8. Je dána kru¾nie k, pøímka p, která je vnìj¹í pøímkou kru¾nie

k, a bod A ∈ p. Sestrojte v¹ehny kru¾nie, které se dotýkají pøímky p v bodì A a

kru¾nie k.

Øe¹ení: Zadání a øe¹ení viz Obr. 108. Je zøejmé, ¾e body dotyku hledanýh kru¾ni

a dané kru¾nie k jsou støedy jejih stejnolehlostí. Díky tomu je najdeme. Víme, ¾e

musí le¾et na k a zároveò, dle vlastnosti stejnolehlosti è. 1 (viz str. 109), jimi musí

proházet pøímky spojujíí vzory a obrazy v pøíslu¹nýh stejnolehlosteh. Teï u¾

staèí jenom si uvìdomit, ¾e bodu A odpovídají v danýh stejnolehlosteh postupnì

body K1 a K2, které umíme sestrojit. Pak u¾ je postup jasný. Konstruke krok za

krokem viz https://www.geogebra.org/m/d9KBGDAj. Úloha má dvì øe¹ení, jednu

kru¾nii s vnìj¹ím dotykem s k, druhou s vnitøním dotykem s k.

Obrázek 108: Apollóniova úloha bod-pøímka-kru¾nie, vlevo zadání, vpravo øe¹ení

PØÍKLAD 9.9. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a bod M , který le¾í uvnitø jednoho

jejih úhlu. Sestrojte v¹ehny kru¾nie, které proházejí bodem M a dotýkají se pøí-

mek a, b.

22

Viz Wikipedia: Problem of Apollonius

23

Odpovìï na otázku þProè 10?ÿ pøenehávám laskavému ètenáøi jako zajímavou kombinatorikou úlohu.
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Øe¹ení:Viz Obr. 110. Víme, ¾e spoleèné teèny dvojie kru¾ni proházejí støedy jejih

stejnolehlostí. V¹ehny kru¾nie, které se dotýkají dvou rùznobì¾ek jsou stejnolehlé

ve stejnolehlosteh, jejih¾ støedem je prùseèík rùznobì¾ek, v na¹em pøípadì bod A.

Tuto znalost støedu stejnolehlosti nále¾itì vyu¾ijeme. Sestrojíme si libovolnou þpo-

monouÿ kru¾nii, která se bude také dotýkat danýh rùznobì¾ek, viz kru¾nie l. Na

ní musí le¾et obraz (nebo vzor, zále¾í, v jakém smìru zobrazení uva¾ujeme) bodu M
ve stejnolehlosti se støedem A. Staèí sestrojit pøímku m =↔ AM a najít její prù-

seèíky s l, body U, V . Ty spojíme se støedem Q pomoné kru¾nie. Obrazy (vzory)

tìhto polomìrù s nimi musí být rovnobì¾né (viz vlastnost stejnolehlosti è. 3 na

str. 109) a musí mít jako jeden krajní bod bodM a jako druhý krajní bod støedn hle-

dané kru¾nie S1, resp. S2. Sestrojíme proto rovnobì¾ky s úseèkami QU a QV jdouí

bodem M . Jejih prùseèíky S1, S2 s osou rùznobì¾ek o jsou potom støedy hledanýh

kru¾ni. Konstruke krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/CSW7xumC.

Úloha má dvì øe¹ení.

Obrázek 109: Apollóniova úloha bod-pøímka-kru¾nie, vlevo zadání, vpravo øe¹ení

PØÍKLAD 9.10. Jsou dány dvì rùznobì¾ky m, n a kru¾nie k le¾íí uvnitø jednoho

jejih úhlu. Sestrojte v¹ehny kru¾nie, které se dotýkají pøímek m, n i kru¾nie k.

Øe¹ení: Viz Obr. 110. Proto¾e hledáme kru¾nie, které se dotýkají dané kru¾nie k,

Obrázek 110: Apollóniova úloha bod-pøímka-kru¾nie, vlevo zadání, vpravo øe¹ení

budeme stejnì jako pøi øe¹ení pøíkladu 9.8 praovat se stejnolehlostmi, jejih¾ støedy

jsou (nám dosud neznámé) body dotyku. Nalezení tìhto bodù je klíèem k øe¹ení
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úlohy. Opìt vyu¾ijeme vlastnost stejnolehlosti è. 1 (viz str. 109), která øíká, ¾e vzor,

obraz a støed le¾í v jedné pøíme. Staèí uvìdomit si, ¾e hledané kru¾nie mají jako

teèny dané pøímkym, n. Jejih obrazy v uva¾ovanýh stejnolehlosteh musí být zase

teènami, tentokrát kru¾nie k, a musí být rovnobì¾né s m nebo n. Pøitom prùseèík

teèen m, n, bod M , se zobrazí na prùseèík obrazù tìhto teèen, bod M1, resp. M2.

Postup nalezení bodù dotyku hledanýh kru¾ni s k je tedy na svìtì. Sestrojíme teèny

k rovnobì¾né s m, n a prùseèíky jejih dvoji, body M1,M2 spojíme pøímkami s M .

Prùseèíky tìhto pøímek s k budou hledané body dotyku T1, T2, T3, T4. Dal¹í postup

je zøejmý. Konstruke krok za krokem viz https://www.geogebra.org/m/tEujny.

Úloha má ètyøi øe¹ení, dvì kru¾nie s vnìj¹ím dotykem s k (na Obr. 110 jsou to

èervené kru¾nie), dvì s vnitøním dotykem s k (na Obr. 110 jsou to zelené kru¾nie).

9.4 Mongeova vìta

Jsou-li dány tøi rùzné kru¾nie v rovinì, vnitøní a vnìj¹í støedy pøíslu¹ejíí ka¾-

dým dvìma z nih jsou dohromady spjaty zajímavými geometrikými vztahy, viz

Obr. 111. Ty jsou pøedmìtem Mongeovy vìty. Vìta je pøipisována franouzskému

matematikovi Gaspardu Mongeovi, který polo¾il základy deskriptivní geometrie.

Obrázek 111: Mongeova vìta o tøeh kru¾niíh v rovinì

Vìta 13 (Mongeova vìta). Jsou-li k1, k2, k3 tøi kru¾nie, které mají rùzné polomìry

a jejih¾ støedy nele¾í v pøíme, platí pro vnìj¹í a vnitøní støedy stejnolehlostí ka¾dýh
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dvou z nih následujíí vztahy:

i) V¹ehny tøi vnìj¹í støedy stejnolehlosti E12, E13, E23 le¾í v pøíme.

ii)Ka¾dé dva vnitøní støedy stejnolehlosti a jeden vnìj¹í le¾í v pøíme.

iii) Tøi vnitøní støedy stejnolehlosti I12, I13, I23 nele¾í v pøíme.

Dùkaz. V dùkazu vyu¾ijeme tvrzení vìty 11, ¾e slo¾ením stejnolehlostí s rùznými

støedy vznikne pro κ1κ2 6= 1 stejnolehlost, její¾ støed le¾í na pøíme urèené støedy

tìhto stejnolehlostí. Pak u¾ staèí mezi danými tøemi kru¾niemi najít tøi stejno-

lehlosti takové, ¾e jedna z nih je slo¾ením zbývajííh dvou. Dynamiký GeoGebra

aplet k dùkazu je na adrese https://www.geogebra.org/m/osR9mHs8.

9.5 Kru¾nie devíti bodù

V této a v následujíí kapitole si pøedstavíme dvì spolu souvisejíí vìty týkajíí

se zajímavýh vlastností trojúhelníku. Kromì zjevné souvislosti jejih obsahù mají

spoleèné i to, ¾e k dùkazu ka¾dé z nih lze efektivnì vyu¾ít stejnolehlost.

Vìta 14 (Kru¾nie devíti bodù). V trojúhelníku ABC oznaème O prùseèík vý-

¹ek, So støed kru¾nie opsané, C1, A1, B1 støedy stran AB,BC a CA. Jestli¾e kd je

kru¾nie proházejíí body A1, B1 a C1, potom na ni le¾í také paty A0, B0, C0 vý¹ek

va, vb, vc a støedy úseèek AO,BO,CO. Støed kru¾nie kd je støedem úseèky SoO, její

polomìr je roven polovinì polomìru kru¾nie trojúhelníku ABC opsané.

Obrázek 112: Kru¾nie devíti bodù
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Ve vìtì uvedená kru¾nie se nazývá kru¾nie devíti bodù (té¾ Feuerbahova

24

èi Eu-

lerova

25

kru¾nie), viz Obr. 112.

Konstruke kru¾nie devíti bodù a její souvislost s Eulerovou pøímkou (viz str. 123)

je znázornìna v apletu þEulerova pøímka. Kru¾nie devíti bodù.ÿ

9.6 Eulerova pøímka

Vìta 15 (Eulerova pøímka). V trojúhelníku ABC oznaème T tì¾i¹tì, O prù-

seèík vý¹ek a So støed kru¾nie trojúhelníku opsané. Potom buï v¹ehny tyto tøi body

splývají v jediný, nebo jsou navzájem rùzné a le¾í na spoleèné pøíme tak, ¾e platí

(SoOT ) = −1
2
. Tuto pøímku nazýváme Eulerova pøímka, viz Obr. 113.

Obrázek 113: Eulerova pøímka

Dùkaz. K dùkazu vý¹e uvedeného tvrzení vyu¾ijeme stejnolehlost H
(

T,−1
2

)

. Z

Obr. 114 je patrné, ¾e v této stejnolehlosti se △ABC zobrazí na △A1B1C1. Pro-

to¾e vý¹kami (vý¹ky teï hápeme jako pøímky) △A1B1C1 jsou osy stran pùvodního

△ABC, mù¾eme øíi, ¾e vý¹ky trojúhelníku ABC se ve stejnolehlosti H
(

T,−1
2

)

zobrazí na osy jeho stran. Potom se ale prùseèík vý¹ek O zobrazí na prùseèík os stran

24

Karl Wilhelm Feuerbah, 1800{1834, nìmeký matematik, bratr �lozofa Ludwiga Feuerbaha.

25

Leonhard Euler, 1707{1783, ¹výarský matematik s pøesahy do dal¹íh disiplín, pova¾ovaný za jednoho z nejvìt¹íh

a nejv¹estrannìj¹íh matematikù historie této vìdy.
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Obrázek 114: H
(

T,−1
2

)

: △ABC →△A1B1C1

(tj. støed kru¾nie opsané △ABC) So. Z vlastností stejnolehlosti plyne, ¾e pøíslu¹né

tøi body O, So, T le¾í v pøíme a platí pro nì (SoOT ) = −1
2
.

Konstruke Eulerovy pøímky a její souvislost s kru¾nií devíti bodù (viz str. 122) je

znázornìna v apletu þEulerova pøímka. Kru¾nie devíti bodù.ÿ
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9.7 Podobnosti eukleidovské roviny

Zde zakonèíme svou exkurzi do svìta podobností v rovinì. Uvedeme si, ¾e spolu

s operaí skládání geometrikýh zobrazení tvoøí grupu a naznaèíme si klasi�kai

podobností roviny v duhu klasi�kae shodností roviny na str. 92, s vyu¾itím rovni

(67), (68) pro pøímou a nepøímou shodnost, které jsou tam uvedeny.

Grupa podobností roviny

Mno¾ina v¹eh podobností eukleidovského prostoru E2 spolu s operaí skládání tvoøí

grupu - tzv. grupu podobností prostoru E2 (té¾ grupu podobností roviny).

Dùkazem uvedeného tvrzení se zabývat nebudeme. Je v¹ak zøejmé, ¾e plyne z toho,

o následuje.

Na str. 102 je uvedena vìta 9, která øíká, ¾e ka¾dé podobné zobrazení eukleidovské

roviny do sebe lze slo¾it ze stejnolehlosti a shodnosti. Tuto skuteènost nyní, spolu

s analytikým vyjádøením pøímé a nepøímé shodnosti, viz str. 92, a analytikým

vyjádøením stejnolehlosti, viz str. 112, vyu¾ijeme k tomu, abyhom popsali rovniemi

i podobnost v rovinì.

Ze skuteènosti, ¾e ka¾dou podobnost v rovinì lze slo¾it ze stejnolehlosti a shodnosti,

získáme rovnie podobnosti následujíím zpùsobem.

1. StejnolehlostH volíme pro jednoduhost se støedem v poèátku soustavy souøadni

a s koe�ientem κ > 0 (pøipomeòme si, ¾e støed stejnolehlosti mù¾eme pøi rozkladu

podobnosti volit libovolnì):

H : X 7→ X ; x = kx

y = ky.

2. Shodnost Z (která je vý¹e zmínìnou volbou stejnolehlosti urèena jednoznaènì)

je buï pøímá nebo nepøímá, platí tedy jedna ze sad rovni (67), (68):

Z : X 7→ X ′; x′ = x cosα∓ y sinα + p

y′ = x sinα± y cosα + q.

Výsledkem slo¾ení Z ◦ H je potom pøímá nebo nepøímá podobnost. Rovnie pro

oba pøípady jsou pøehlednì uvedeny v následujíí tabule. Kromì tvarù s goniome-

trikými funkemi sinus a kosinus jsou pou¾ity i tvary s parametry a, b na místeh

koe�ientù.

125



Pøímá podobnost Nepøímá podobnost

x′ = kx cosα− ky sinα + p

y′ = kx sinα + ky cosα + q.

x′ = kx cosα+ ky sinα + p

y′ = kx sinα− ky cosα + q.

x′ = ax− by + p

y′ = bx+ ay + q.

x′ = ax + by + p

y′ = bx− ay + q.

Na str. 26 jsme si uvedli kritérium (31) pro rozhodnutí, zda je daná a�nita shodností.

Pro matii A soustavy rovni pøíslu¹né a�nity musí platit AT · A = E. Zajímá nás,

zda se podobným zpùsobem dá identi�kovat také podobnost. Jak poznáme, ¾e a�nita

daná rovnií X ′ = A ·X +B je podobností? Vzhledem k evidentní souvislosti mezi

podobností a shodností v rovinì, která je naznaèena vý¹e uvedenými rovniem, je

zøejmé, ¾e aby uva¾ovaná a�nita byla podobností, musí platit

AT · A =

[

k2 0
0 k2

]

= k2 · E, (88)

kde |k| je koe�ientem této podobnosti.

Vztah mezi podobnostmi a shodnostmi, dosud vyjádøený slo¾ením stejnolehlosti

a shodnosti, se dá popsat je¹tì detailnìji, konkretizaí shodností, které pøipadají

v úvahu. O tom hovoøí následujíí vìta, kterou zde uvádíme bez dùkazu.

Vìta 16. Ka¾dá vlastní podobnost eukleidovské roviny je buï stejnolehlost, nebo

stejnolehlost slo¾ená s otoèením kolem støedu stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slo¾ená

s osovou soumìrností, její¾ osa prohází støedem stejnolehlosti.
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9.8 Cvièení: Stejnolehlost. Podobnost.

1. Do pùlkruhu s prùmìrem AB vepi¹te ètvere KLMN tak, aby strana KL le¾ela

na úseèe AB a dal¹í dva vrholy M,N na dané pùlkru¾nii.

2. Je dána pøímka p, kru¾nie k a bod A. Sestrojte v¹ehny úseèky XY tak, aby

platilo: X ∈ p, Y ∈ k, A ∈ XY , |AY | = 3|AX|.

3. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a kru¾nie k tak, ¾e a je seènou a b je vnìj¹í pøímkou

kru¾nie k. Sestrojte v¹ehny kru¾nie, které se dotýkají pøímek a, b i kru¾nie k.

4. Sestrojte trojúhelník ABC, je-li dáno:

a) va = 5cm, a : b : c = 2 : 3 : 4,

b) α, β, vc,

) α, β, tc,

d) a : b = 3 : 5, γ = 60◦, tc = 6 cm.

5. Urèete p tak, aby existovala stejnolehlost se støedem [3, 2], zobrazujíí bod [1, 4]

na bod [2, p]. Napi¹te rovnie této stejnolehlosti.

6. Je dána kru¾nie k a bod M uvnitø této kru¾nie. Sestrojte v¹ehny tìtivy kru¾-

nie, které jsou bodem M rozdìleny na èásti v pomìru 2 : 3.

7. Narýsujte libovolný trojúhelník ABC. Uvnitø strany AC sestrojte bod X a uvnitø

strany BC bod Y tak, aby platilo |AX| = |XY | a XY ‖ AB.

8. Najdìte v¹ehny podobnosti euklidovské roviny, pøi kterýh se bod [1, 0] zobrazí
na bod [4,−2] a bod [2, 3] na bod [2,−8].

9. Najdìte podobnost euklidovské roviny, pøi které se zobrazí poèátek na bod [0, 2],

bod [1, 1] na poèátek a bod [2, 0] na bod [2, p]. Urèete p a najdìte samodru¾né body

a smìry nalezené podobnosti.

10. Najdìte rovnie podobnosti, pøi které je poèátek samodru¾ný a obrazem bodu

[5,−3] je bod [1, 1].

11. Urèete v¹ehny podobnosti, pro které jsou bod [1, 1] a smìr vektoru (1, 1) sa-
modru¾né.

12. Napi¹te rovnie v¹eh podobností zobrazujííh body [1, 2] a [0, 1] po øadì na

body [3,−1], [4, 2]. Rozlo¾te je na stejnolehlost a shodnost.
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13. V rovinì je dán ètvere ABCD se støedem S. Urèete obraz bodu C v podobnosti,

která zobrazuje body A,B, S po øadì na body B,D,C. Urèete samodru¾ný bod této

podobnosti.

14. Je dána kru¾nie k a bod A, který je bodem vnìj¹í oblasti kru¾nie k. Sestrojte

v¹ehny seèny kru¾nie k, které proházejí bodem A a pro jejih¾ prùseèíky X, Y
s kru¾nií platí |AX| = 2|AY |.

15. Je dána kru¾nie k(S; 4cm), její teèna t a bod M ∈ k tak, ¾e |Mt| = 2cm.

Sestrojte úseèku XY proházejíí bodem M tak, aby X ∈ k, Y ∈ t a |MX| :
|MY | = 3 : 2.

16. Jsou dány dvì rùznobì¾ky a, b a kru¾nie k tak, ¾e P ∈ a ∩ b je bodem vnitøní

oblasti kru¾nie k. Sestrojte v¹ehny kru¾nie, které se dotýkají pøímek a, b i kru¾nie
k.

128


