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1 Pocatky geometrie

Slovo ,,geometrie” je feckého ptivodu, v originale yewuet prar, kde znamena
doslova ,méfeni Zemé“ (geo- je ,,Zemé", -metron pak ,méfeni*). Odrazi
skutecnost, ze se geometrie zrodila v Mezopotamii a v Egypté jako uméni
vymeérovani poli a zakladl staveb a urcovani objemi rtiznych schranek na
obchodované zbozi.

Véta 1 (Pythagorova véta). V pravouhlém trojuhelniku je obsah ¢tverce
sestrojeneho nad preponou roven souctu obsahi ctvercu sestrojenych
nad obéma odvésnami. (Pythagoras ze Samu, 5709-510 pr. n. l.)

c?=a2+p?

Obréazek 1: Pythagorova véta (vlevo) a jeji ,dikaz beze slov“ (vpravo)

PRIKLAD 1.1. Plati stejn€ tvrzeni o souctu obsahi i pro jin€ vzdajemné


https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagoras

podobné utvary sestrojené nad preponou a odvésnami pravouhlého troj-
uhelniku? Napriklad pro pilkruhy nebo trojuhelniky?

PRIKLAD 1.2. Najdéte co nejvice trojic prirozenych cisel (serazenych
dle velikosti od nejmensiho), které odpovidaji délkdm stran pravotuhlého
trojuhelniku.

2

Pythagorejské trojice; @ = m? — n?, b = 2mn, c = m? + n’.

Predchozi priklad miizeme interpretovat tak, ze hledame feseni rovnice

222 = 22
s neznamymi x, y, z v oboru kladnych celych ¢isel (prirozenych ¢isel 1,2 ... ).

Otéazkou TeSeni této rovnice pro mocniny neznamych vyssi nez 2 se zabyva
Velka Fermatova véta“| (Pierre de Fermat, 1607-1665)

Véta 2 (Velkd Fermatova véta). Rovnice x" + y" = 2" nemd Zddnd
kladna celociselnd reseni pro n vetsi nez 2.

Uplny ditkaz véty predlozil v roce 1995 Andrew Wiles.

Ctvercova ¢&isla

1: e 4- 0: e 16: @ o o o D)h:- @ o o o @
Trojuhelnikova cisla
1: o 3: ° O: e ° 10: e ° 15: ¢ @ @ o @


https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s_Last_Theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://en.wikipedia.org/wiki/Wiles%27s_proof_of_Fermat%27s_Last_Theorem

Geometrii v ptivodnim slova smyslu praktikovali tzv. napinaci provazii,
kterl dokazali mérit tyto ¢tyti velikosti: délku, plosny obsah, objem a veli-
kost thlu [3].

Egypt

Obrazek 2: Egyptsti napinaci provazii na malbé z roku kolem 1400 pf. n. 1.
https://www.pinterest.co.uk/Jorgeariasrios/ancient-egypt-painting/

Vlastnost pravothlého trojihelniku, ktera je podstatou Pythagorovy véty,
znali jiz ve ve starovékém Egypté. Byla tam vyuzivana k vytyc¢ovani pravého
thlu v terénu. Napriklad pii stavbé Cheopsovy pyramidy nekdy kolem roku
2600 pf. n. 1.

Obrazek 3: Metoda vytyceni pravého uhlu pouzivana Egyptany (vlevo) a Mayi (vpravo)


https://www.pinterest.co.uk/Jorgeariasrios/ancient-egypt-painting/

Mezopotamie

Rovnéz v Mezopotamii byla vlastnost z Pythagorovy véty znama davno
pred tim, nez ji Pythagoras dokazal, jak doklada ,zakovska™ hlinéna ta-
bulka na Obr. M, na které je klinovym pismem a v Sedesatkové ciselné
soustavé zaznamenan vypocet délky thlopricky ctverce se stranou 30 jed-

notek.

Obrazek 4: Vipocet thlopiicky ¢tverce o strané 30, u = 30v/2; Mezopotamie, 19.-18. stol. pf. n. L.,
http://ipch.yale.edu

Cina

Nejstarsi dochovany diikaz Pythagorovy véty vSak pochézi z Ciny.
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Obrazek 5: Nejstarsi ,dtkaz beze slov® Pythagorovy véty; Cina, mezi 1000 a 200 pi.
https://en.wikipedia.org/wiki/Zhoubi Suanjing
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http://ipch.yale.edu/news/3d-print-ancient-history-one-most-famous-mathematical-texts-mesopotamia
https://en.wikipedia.org/wiki/Zhoubi_Suanjing

2 Recka geometrie

Egyptské matematické poznatky byly shromazdovany predevsim pomoci
metody pokus-omyl. Kritériem prijeti metody vypoctu bylo to, zda fun-
guje v uvazované situaci. Obecny dikaz nebyl vyzadovan. To se zménilo
s nastupem Tecké matematiky, jejiz predstavitelé pouzivanim deduktivni
metody polozili zaklady védecké zaklady matematiky:.

Thales z Miletu, 62475467 pr. n. .

Zabyval se praktickym vyuzitim geometrie, ale stal také u zrodu geometrie
jako védecké discipliny. P1i formulovani geometrickych vlastnosti uplatio-
val deduktivni metodu, své zavéry vyslovoval pro obecné ttvary a predkla-
dal jejich dtikazy.

PRIKLAD 2.1 (Vypocet vysky pyramidy). Thales z Milétu pry jako pruni
dokadzal vypocitat vysku Cheopsovy pyramidy v Eqypte. VyuZzil pri tom
poznatek, Ze v jistou dennt dobu je délka jeho stinu, kdyzZ stoji pobliz
pyramidy, rovna jeho vysce. Jak vysku pyramidy urcil?

o4

Obrazek 6: Thales méri Cheopsovu pyramidu

Véta 3. Uhly pri zdkladné rovnoramenného trojuhelniku jsou si rovny.


https://en.wikipedia.org/wiki/Thales_of_Miletus
https://cs.wikipedia.org/wiki/Chufuova_pyramida

Véta 4 (Thaletova véta). Kazdy obvodovy tuhel nad primeérem kruznice
je pravy.

Diikaz. Myslenka dtkazu Thaletovy véty je dostatecéné ilustrovana nasle-
dujicicm obrazkem [7 O

Obréazek 7: Dukaz Thaletovy véty, 2(a + ) = 180°

Eukleides, kolem r. 300 pr. n. I.

Svym dilem Zdklady (viz [4]), ve kterém usporadal dosavadni poznatky
z matematiky, polozil skutecné zaklady axiomatické vystavby geometrie
i celé matematiky.

1z nichz 5 nazval postulaty* (po-

Celou geometrii odvodil ze 14 axiomu
stulaty mtzeme chapat jako formulace zékladnich tloh, které 1ze v roviné

konstruovat; Servit je nazyval ,,Ukoly prvotné*), [10], [14].

Lariom — zakladni véta, poucka, zasada, ktera se piijima a bez diikazu povazuje za pravdivou: log., mat. tvrzeni

deduktivni teorie prijaté bez dukazu; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001
2postuldt — princip, pozadavek nebo tvrzeni uréité védecké teorie piijaté bez diikazu a tvorici jeji vychodisko: log.
axiom; Akademicky slovnik cizich slov, Academia, Praha, 2001


https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid

Eukleidovy postulaty:
1. Dva dané (rtizné) body spojit tiseckou.
2. Danou tsecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouzit.

3. Vytvorit kruznici s danym stiedem a prochazejici danym bodem (rtiz-
nym od stiedu).

4. VSechny pravé tthly jsou shodné.

5. Dvé primky v roving, které protinaji jinou primku této roviny a tvori
s ni po jedné strané vnitini Ghly, jejichz soucet je mensi dvou pravych,
se vzdy protinaji a to po té strané, kde je soucet mensi.

Poznamka. Konstrukce uskutecniované podle prvnich tii Eukleidovich
postulat jsou znamé jako euklerdovske konstrukce, téZ konstrukece kruzit-
kem a pravitkem (bez métitka) (Compass and straightedge constructions).

Ne kazdou geometrickou tlohu lze resit pomoci téchto konstrukei, viz napi.
kvadratura kruhu, zdvojent krychle a trisekce whlu.

Nemoznost vytesit tyto tii ulohy pouze uzitim kruzitka a pravitka byla
dokazana az v 19. stoleti, po vytvoreni nalezitého matematického aparatu.
Nemoznost eukleidovské konstrukce zdvojeni krychle a trisekce whlu doka-
zal |[Pierre Wantzel v roce 1837. Nemoznost eukleidovské konstrukce kva-
dratury kruhu pak vyplynula z diikazu transcendentnosti ¢isla m, ktery
podal Ferdinand von Lindemann v roce 1882.

Soustava axiomu eukleidovské geometrie predstavena v Zakladech neni vy-
tvorena prilis diisledné a trpi nékterymi logickymi nedostatky. Napravu
ucinil az David Hilbert (1862 - 1943) na pielomu 19. a 20. stoleti. Svou
predstavu, ze v logicky dokonale vystaveném systému axiomu v podstaté
ztraci smysl ptivodni vyznam jednotlivych pouzitych pojmu, vyjadril zna-
mym vyrokem:

,VZdy musime byt schopni misto body, primky a roviny rikat
stoly, Zidle a pullitry.

10


https://en.wikipedia.org/wiki/Compass-and-straightedge_construction
https://en.wikipedia.org/wiki/Squaring_the_circle
https://en.wikipedia.org/wiki/Doubling_the_cube
https://en.wikipedia.org/wiki/Angle_trisection
https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre_Wantzel
https://en.wikipedia.org/wiki/Ferdinand_von_Lindemann

Tim se otevira cesta k riznym modelim abstrakini geometrie, napr.
Poincareho model nebo |Beltramiho—Kleinuv model. K otazce axiomtl se
zanedlouho vratime v souvislosti s pfedstavenim tzv. neeukleidovskych ge-
ometrii.

Véta 5. Kdyz se v pravouhlém trojuhelniku vede od pravého uhlu na

zakladnu kolmice, trojuhelniky pri kolmici jsou podobny celéemu 1 na-
vzajem. (VIIL., Kniha VI., viz [jj] str. 88)

Toto tvrzeni vede k tzv. Eukleidovym vétam (o vysSce a o odvésnach).

A B

Obrazek 8: Eukleidovy Zaklady, Kniha VI., Tvrzeni VIII.

Véta 6 (Euklidova véta o vysce a o odvésné). V kaZdém pravouhlém
trojihelniku ABC (p¥i oznaceni dle Obr. [§) plati v* = c,cp, a* = cc,,

v’ = cey. ([11], str. 393)

Jako tvrzeni XLVII. v Knize I. je uvedena Pythagorova véta, jako nasle-
dujici tvrzeni je pak uvedena véta k ni obracena. Zde si uvedeme soucasné
formulace téchto vét prevzaté z [11], str. 393.

Véta 7 (Pythagorova véta). V kaZdém pravouhlém trojuhelniku ABC
(p7i oznacend dle Obr. ) plati ¢* = a® + b*.

Véta 8 (véta obracend k Pythagorové vété). Jestlize v trojuhelniku ABC),
jehoZ strany maji délky a, b, c, kde ¢ > a,c > b, plati a® + b*> = 2, pak
tento trojuhelnik je pravouhly s pravym uhlem pri vrcholu C.

11


https://en.wikipedia.org/wiki/Poincar%C3%A9_disk_model
https://en.wikipedia.org/wiki/Beltrami%E2%80%93Klein_model

Ne kazdy chapal nutnost pevné logické vystavby matematické teorie zalo-
zené na deduktivni metodé, kdy jsou z danych axiomiti dokazovany i zdan-
livé samoziejmosti. Piikladem je trojuhelnikova nerovnost, uvedend jako
tvrzeni XX. v Knize I. [3] v této podobé.

Véta 9 (Trojihelnikova nerovnost (dle [3])). V kazdém trojihelniku kte-
rékoli dvé strany (souctem) jsou delsi neZ strana zbyvajict.

Texty obou ¢eskych prekladi Zdkladi, [4] 1 [3], prebiraji styl textd latin-
skych a feckych pochazejicich z 19. stoleti, které jim byly predlohou. Dnes
prislusné vlastnosti formulujeme jednoduseji. Vétu o trojihelnikové nerov-
nosti bychom potom vyslovili tieba takto.

Véta 10 (Trojtuhelnikova nerovnost). Soucet dvou stran libovolného troj-
uhelniku je vétsi nez strana zbyvajict.

Prezentace této vlastnosti trojuhelniku formou véty, kterou je tieba doka-
zat, se stala predmeétem kritiky ze strany Epikurejct. Ti tvrdili, Ze tuto
vlastnost zné prece kazdy osel (proto se ji nékdy 1ika ,osli véta“), kdyz je
znamé, ze ke kupce sena jde vzdy nejkratsi cestou, viz Obr. [g a neni proto
nutné ji néjak zvlast dokazovat.

Obrazek 9: Trojihelnikova nerovnost — osli véta

12


https://en.wikipedia.org/wiki/Epicureanism

Uhly souhlasné, stiidavé a prilehlé

Priklady téchto dvojic tihlt jsou na Obr. [I0: «, 8 — souhlasné, o, 6 — stii-
davé, o,y — prilehlé, vice viz [11], str. 377-378.

q

Obrézek 10: Uhly souhlasné («, ), stiidavé (a, §) a piilehlé (a, )

V Zakladech (presnéji v ¢eském prekladu [3]) pojednéava o téchto dvojicich
uhlt pro dvé rovnobézné primky tvrzeni XXIX. v Knize I.

Véta 11. Usecka protinajic rovnobézky tvori stridavé uhly navzdjem
stejn€ a uhel vnéjsi vnitinimu protéjsimu rovny (souhlasné whly) a
vnittni na téZe strané dvéma pravym rovné (prilehlé uhly).

Shodu souhlasnych thld pro pricku rovnobézek vyuzil Eratosthenés z Kyreny
(2767194 pf. n. 1.) ke zméTeni obvodu Zemé.

CHIC Y] Lo
Alexandria ™ =PortSaid

'/A‘Iexandrie

® Asuan

7
-

Obrazek 11: Eratosthenovo méreni obvodu Zemé

13


https://en.wikipedia.org/wiki/Eratosthenes

Nicolas Bourbaki

Pod jménem [Nicolas Bourbaki od roku 1934 s proménlivou intenzitou
pusobila/ptisobi generacné se obménujici skupina prevazné francouzskych
matematiki. Jejich snaha o systemizaci dosavadnich poznatki z vybranych
oblasti matematiky pomoci prisné formalniho jazyka a na zakladé mnozino-
vého aparatu, kterd je sama o sobé chvalyhodna, byla nevhodné vztahnuta
i na vyuku matematiky. Tato tendence se projevila prilisnou formalizaci
uciva jiz od nizsich ro¢nik zakladni skoly.

14


https://en.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki

3 Geometrie ve skole

»Geometrie by méla byt od samého zacatku orientovana na poznavani pro-
storu, v némz zak zije, a na rozvijeni predstavivosti. Zakladem zde mohou
byt zkusSenosti s délenim prostoru, s vypliovanim prostoru, s pohybem
v prostoru a s dimenzi prostoru.” (Frantisek Kufina, [§], str. 40)

Uvedené ¢tyti zptisoby nakladani s prostorem tvori zakladni ramec naseho
poznavani geometrie v predmétu Zaklady geometrie.

- Prostor Ize délit na casti
bod, pfimka, tsecka, kruznice, trojihelnik, rovina, bod déli primku,
primka rovinu, rovina prostor, kruznice déli rovinu atd.
Jordanova veta: Rovinnd krivka, ktera sama sebe neprotindg a je
uzavrend, déli rovinu na dvé oblasti. [§]

- Césti prostoru lze vyplilovat
obsah utvaru, délka tsecky, déleni roviny c¢tvercovou siti, Jordanova
teorie miry, dlazba, Escher, problém c¢tyr barev, objem télesa,
Keplerova domnénka;

- V prostoru se lze pohybovat
vektory, shodné transformace, rysovani, modelovani

- V prostoru existuji atvary trojdimenzionalni, dvojdimenzionalni, jed-
nodimenzionalni
krychle a jeji obrazek, koule a jeji stin, priméty trojrozmérného ttvaru
do roviny

15


https://en.wikipedia.org/wiki/Jordan_curve_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Four_color_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Kepler_conjecture

4 (Geometrické utvary v roviné

Plan of Alexandria c. 30 BCE

according to Otto Puchstein (c. 1890)
Scale 1':100,000

I

Jolns;

Posidiuti " pUNOSTUS %,
(OLD PORT) .
(}ateofthen,oo'] B

1. Palace harbor

2. Antirrhodus 1.

3. Timonium

4. Harbor of Cibotus

5. Ancient \mouth of the

6. Present J Nile canal

7. Serapeum and Pompey’s
Pillar

8. Temple of Neptune
9. Nile canal
e Present shore

Obrazek 12: Plan staroveké Alexandrie, https://commons.wikimedia.org
Jestlize rovinu chdpeme jako mnozinu bodt, potom uvazované geometrické

utvary jsou jejimi podmnozinami. Jedna se o abstraktni objekty, jejichz
predobrazem jsou jevy a vlastnosti realného prostoru.

4.1 Body, primky, poloprimky, poloroviny

p
C
B
Obréazek 13: Body, pfimka, tisecka
Viz Obr. I3

Primka p je ur¢ena body B, C p =<+ BC
Bod B lezi na pfimce p Bep
Bod A nelezi na primce p Adp
Usetka s krajnimi body A, B AB

16


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Plan_of_Alexandria_c_30_BC_Otto_Puchstein_1890s_EN.svg

Obrazek 14: Pfimky rovnobézné a rtiznobézné, polopiimky

Poloprimka je c¢ast primky urcéend pocdtkem a aspon jednim wnitrnim

bodem.

Viz Obr. 14t

Piimky p, g jsou rovnobézné (rovnobézky) pllq
Primky <> BC', ¢ jsou rovnobé&zné <~ BC || ¢

Piimky p, r nejsou rovnobézné (v roviné jsou tedy

pHT

k

riznobézné)

Piimky m, n jsou splyvajici (totozné) (téz pokladame m=mn

za rovnobézné) (Pozn.: Nejsou na Obr. [14)

Poloprimka s poc¢atkem D jdouci bodem C — DC
Bod Z je bodem poloprimky — DC' Z e— DC
Opacné poloprimky se spoleénym pocatkem D — DC, — DB
Bod D je prisecikem primek (rtznobézek) p a r Depnr
Piimky k, r jsou navzajem kolmé (kolmice), tj. k je kLr
kolméa (kolmice) k r a naopak, r je kolméa (kolmice) ke r Lk

Bod P je patou kolmice kolmice k

PeknrANk Lr

17




Obrazek 15: Polorovina, opacné poloroviny

Polorovina je ¢ast roviny urcéend hranicni primkou a aspon jednim vnitr-
nim bodem.
Viz Obr. I3

Polorovina s hrani¢ni pfimkou <+ BC' a vnitinim bodem | — BCK
K

Polorovina s hrani¢ni piimkou p a vnitinim bodem K — pIK
Hrani¢ni ptimka p néalezi poloroviné — pK (tj. je jeji pod- | p C+— pK
mnozinou)

Body A, K lezi v poloroving — pK (piitom A je bodem | A4 € = pK
jeji hraniéni primky, K je jeji vnitini bod) K e—pK
Opacné poloroviny se spole¢nou hrani¢ni prfimkou p, jedna | +— pK

s vnitinim bodem K, druha s vnitinim bodem L — pL

18



4.2 Usecky

Usecka je ¢ast piimky ohranic¢end dvéma body (krajni body). TéZ miiZzeme
Iici, ze je to prima spojnice téchto dvou bodi.

A
v, K
N
Obrazek 16: Usecka AB
Viz Obr. [I6
Usecka s krajnimi body A, B AB nebo BA
Usecka a s krajnimi body A, B a=AB
Bod X je vnitinim bodem tsecky a X €anebo X € AB
Délka tsecky AB |AB|
Usecky AB a M N maji stejné délky |AB| = |MN|
Usecky AB a KL nemaji stejné délky |AB| # |K L]

19



4.3 Uhly

Uhel je Cést roviny ohrani¢end dvéma polopiimkami (ramena tihlu) se
spolecnym pocatkem (vrchol dhlu).

el

Obrazek 17: Uhly «, f; o je konvexni, § je nekonvexni

A

Dvé ramena spolu s vrcholem tvoii dva thly, viz Obr. [ Potfebujeme-li
je rozlisit, pouzijeme privlastky konvexni, nekonvernt, pokud nejsou oba
thly primé (misto pojmu nekonvexni whel se nékdy pouziva téz oznaceni
duty uhel nebo konkdvni uhel).

Dalsi moznosti je uvazovat dané tihly jako orientované (tj. rozlisSovat u nich
mezi pronim a druhym ramenem) a zadat je v témze smyslu (kladném,
proti sméru pohybu hodinovych rucicek, nebo zaporném, po sméru pohybu
hodinovych rucicek). Zadani thlt z Obr. I7 v kladném smyslu by potom
vypadala takto: a = <AV B, f = <BV A.

Obrazek 18: Konvexni utvar (vlevo) a nekonvexni, téZ konkavni, ttvar (vpravo)

Poznamka (Konverni a nekonverni (konkdvni) Gtvar). Utvar (mnoZina
bodil) je konvexni, jestlize pro kazdé dva jeho body je tisecka, kterd je
spojuje, jeho podmnozinou, viz Obr. [I8], vlevo. Nekonvexni, téz konkdavni,
je potom uUtvar, v némz se nachézeji takové body, Ze jejich spojnice neni
jeho podmnozinou, tj. nenalezi mu celé, viz Obr. [I8, vpravo.

20



a a

b b

\ \

<i

Obrézek 19: Uhel a: nulovy (o = 0°), ostry (0° < a < 90°), pravy (a = 90°)

™

\

a
3 @ o
\Y
Obrézek 20: Uhel a: tupy (90° < a < 180°), pfimy (a = 180°), plny (o = 360°)

Na obrézcich 19 a R0 jsou postupné zobrazeny tyto thly: nulovy, ostry,
pravy, tupy, primy a pravy.

PRIKLAD 4.1. Rozhodnéte, které z uhli na obrdazcich a jsou
konvexni a které jsou nekonvexrnt.

Dva thly, které maji stejnou velikost, nazyvame shodne uhly.

Uhly <AV B a <MU N maji stejnou velikost | |[<AV B| = |[<MUN|
Uhly o a 8 maji stejnou velikost a=[

Uhly <AV B a <MUN jsou shodné JAVB = <MUN
Uhly a a B jsou shodné a™f

21



Dvojice thlia
Dvojice shodnych hli se spolecnym vrcholem, jejichz ramena jsou opacné

polopfimky, nazyvame vrcholové whly. Na Obr. 211 jsou dvé dvojice vrcho-
lovych uhlt: a, B a v, 6.

Obrazek 21: Vrcholové uhly «, 3, resp. v, o
Dvojice konvexnich hli, které maji jedno rameno spolecné a jejichz zbyva-
jici ramena jsou opacné poloprimky, nazyvame vedlejsi whly. Na Obr. 77?7

je dvojice vedlejsich thla «, §. Je ziejmé, Ze souctem vedlejsich thla je
primy thel, tj. a + 8 = 180°.

B

Q

—+

Vv

Obrazek 22: Vedlejsi ahly o, §; a+ 5 = 180°
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Pokud dvé ptimky (p, q, viz Obr. 23] 24], 25) protneme tieti piimkou (7, viz
Obr. 23] 4] 25)), vznikaji t¥i dvojice thl: 4hly souhlasné, uhly stridavé a
uhly prilehlé. Pokud jsou ony dvé ptimky p, ¢ rovnobézné (viz Obr. 23, 24
| vZdy vpravo), jsou uhly souhlasné stejné jako stiidavé shodné, zatimco
soucet thli prilehlych je 180° (viz téz Obr. [0 na str. [L3))

Wty

Obrazek 23: Souhlasné uhly; o # 3, ale v = o

=7
q/B q/e5

Obrazek 24: Stridavé uhly; o # 3, ale v = §

B 5
/ v/

Obrazek 25: Prilehlé thly; o + 8 # 180°, ale v + § = 180°

Q
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4.4 Kruznice

Obrézek 26: Centralni zavlazovani poli, Kansas, USA (Google Maps)

Kruznice k se stredem S a polomérem r je mnozina vsech bodi v rovine,
jejichz vzdalenost od S je rovna r, znacime k(S,r).

Kruh K se stfedem S a polomérem r je mnozina vSech bodi v roviné,
jejichz vzdalenost od S je mensi nebo rovna r, znacime K (S, ).
Rozlisujeme tTi pripady vzajemné polohy piimky a kruznice: vnéjsi primka
kruznice (viz Obr. 217 vlevo), tecna kruznice (viz Obr. 21, uprostied; tecna
t s bodem dotyku T'), secna kruznice

P Tt T

k k

Obrazek 27: Vzajemna poloha pfimky a kruznice

Usecku spojujici dva riizné body kruznice nazjvame tétiva kruznice. Na
Obr. 21, vpravo, je tétiva K L, ktera je ¢asti secny m, tj. KL C m.
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4.5 Mnohotuhelniky

Obrazek 28: Tangram

Mnohouhelnik mtzeme charakterizovat jako ¢ast roviny ohrani¢enou uza-
vienou lomenou Carou (tj. Carou, ktera se sklada z na sebe navazujicich
tseCek). Jiz vime, Ze rozliSujeme konvezni a nekonverni mnohothelniky,

viz str. ROL

Obrazek 29: Mnohotuhelnik, konkrétné konvexni 7-tthelnik

Mnohothelnik s n vrcholy nazyvame n—thelnik. Rozlisujeme u néj vrcholy
(viz Obr. 29, body A, B,C, D, E, F,G), strany (a,b,c,d, e, f,g), vnitini
a vnéjsi body (viz napt body H, I, v daném potadi), @hlopricky (viz napr.
h,i,7) a vnitrni thly (viz napt. a, ).
PRIKLAD 4.2. Kolik uhlopricek mad n—uhelnik? Vyreste nejprve pro
n = 5, potom hledejte obecny vztah.
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Poznamka. Nezapominejme na to, zZe pojmem mmnohotuhelnik rozumime
rovinny utvar, jehoz vrcholy (strany) lezi v jedné roviné. To samoziejmé
plati i pro specialni mnohothelniky, jako je ¢tverec, obdélnik, pravidelny
n—uhelnik apod. Pokud nelezi vsechny vrcholy n—thelniku v roviné, ho-
vorime o prostorovem n—uhelniku, viz Obr. 30

Obréazek 30: Prostorové ¢tyitihelniky tvoii zédklad systému zastieseni autobusového nadrazi v Ceskych
Budéjovicich (plochy, které je vypliuji se nazyvaji hyperbolické paraboloidy). (Fotografie byla porizena
s laskavym svolenim Sprdavy Mercury centra)

4.6 Trojuhelnik

Trojuhelnik je mnohothelnik se tfemi vrcholy. Patii do néj i vnitini body.
Definujeme ho tedy jako prinik tii polorovin, na Obr. B3I kde vidime
trojihelnik ABC', se jedna o poloroviny — ABC,— CAB,— BCA.
Vsimnéme si, Ze u trojihelniku, ne rozdil od obecného mnohothelniku na

Obrazek 31: Trojuhelnik ABC' a jeho vznik prinikem t¥i polorovin
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Obr. 29, znac¢ime strany podle protilehlého vrcholu.

Pokud neni trojuhelnik zdegenerovan do tisecky, jeho vrcholy nelezi v jedné
primce. O takovych bodech rikame, Ze jsou mekolinearni. Naopak, body
(nemusi byt ti, mtze jich byt vice) lezici v jedné piimce nazyvame koline-
arni body. Obdobné se setkdme s pojmem komplandrni, pro body lezici
v jedné roviné.

Trojthelnik je mezi obecnymi mnohothelniky unikatni tim, Ze je jedno-
znacné uren svymi stranami (zname jeho konstrukci podle véty SS).
Pro ostatni mnohotihelniky, pokud ovsem nepocitame specialni typy jako
je Ctverec, obdélnik, lichobéznik a pravidelny n-tthelnik, toto neplati, viz

Obr. 321

Obrazek 33: Soucet dvou stran trojuhelniku musi byt vétsi nez strana tieti (trojuhelnikovd nerovnost

Aby tfi tisecky mohly byt stranami trojuhelniku, musi spliovat trojuhel-
nikovou nerovnost, viz Obr. B3] Tato zakladni vlastnost trojuhelniku je
zminéna jako véta [I0 na str. 12

Podle délek stran trojihelniku rozlisujeme zvlastni typy trojahelniki, jako
jsou rovnostranné, rovnoramenné nebo pravouhlé (jestlize délky stran

1Véta sss patii mezi véty o shodnosti trojuhelnikd, ¥ika: Shoduji-li se dva trojuhelniky ve viech trech strandch, jsou
shodné. Dalsimi vétami o shodnosti trojihelnikt jsou: sus, usu a Ssu.
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trojuhelniku splnuji obracenou vétu k Pythagorové véte, viz véty [1 a [§ na
str. [T je to trojihelnik pravothly).

U libovolného trojuhelniku bychom méli umét rozeznat i sestrojit tyto
prvky (viz Obr.B4)): vysky (va, vp, ve), téZnice (t,, ty, to), 0sy stran (04, oy, 0),
0sy Uhli (04, 08, 04), ortocentrum (prusecik vysek) (O), tezisté (T'), kruz-
nice opsand (k,), kruznice vepsand (k,, vnitini uhly (o, 5, 7), vnéjsi uhly
(Oé/, /8/’ ,}// a a//’ /8//’ ,}///>'

Obrazek 34: Prvky trojihelniku ABC

Soucet velikosti vnitinich hlt trojuhelniku je 180°, tj. pro trojihelnik
ABC' na Obr. B4 plati

a+ [+~ =180°.
Jednoduchy vizualni dikaz tohoto tvrzeni, zalozeny na rovnostech dvo-
jice thld souhlasnych a dvojice thlii opacnych pro rovnobézné primky, viz
str. 23], je uveden na Obr. [35
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Obrazek 35: Soucet velikosti vnitinich thla trojuhelniku je 180°

Podle velikosti vnitinich thld rozlisujeme trojuhelniky ostrouhlé, pravo-
uhlé a tupouhlé, Klasifikace thlu viz str. 211

PRIKLAD 4.3. Kolik ostrych, tupych ¢t pravych vnitrnich uhlid mize
mit trojuhelnik?

PRIKLAD 4.4. Jaky je vztah mezi vnéjsim uhlem trojuhelniku (napf.
o' na Obr.[34) a jemu protilehlymi vnitinimi uhly (pro vnéjsi uhel o
na Obr. [3]] to jsou uhly B a ~v)?

Usecku, jejiz krajni body jsou stfedy dvou stran trojahelnfku nazjvame
stredni pricka. V trojuhelniku lze sestrojit tii stiedni pricky, viz s, Sp, S
na Obr. 36l Plati pro né nasledujici véta.

Obrazek 36: Stiedni pricky s,, sp, s. trojihelniku ABC
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Véta 12 (Stfedni pricky trojuhelniku). KaZdd stredni pricka trojihel-
niku je rovnobéznd s jednou z jeho stran (s miZ nemd spolecny bod) a
jegi délka je rovna polovine délky této strany.

PRIKLAD 4.5. Stredni pricky rozdéluji trojuhelnik (viz napr. AABC
na Obr. [36) na ctyri mensi trojuhelniky. Jaky je vztah téchto troju-
helniki mezi sebou a k AABC' ¢ Odpoved vam pomohou nalézt zndmé
vztahy mezi uhly souhlasnyma, resp. stridavymi. Pokuste se zjisténe
skutecnosti vyuzit k dukazu véty [12.

Eukleidovské konstrukce trojuhelniku

Uvazujeme-li tyto prvky trojiuhelniku: strany (a, b, ¢), vnitrni dhly (o, 3, 7),
vysky (Va, Up, Ve), t€Znice (tq, ty, tc), 0sy vnitrnich whld (04, 03, 0), polo-

mér kruznice opsané (r), polomer kruznice vepsané (p), existuje 150

moznosti, jak tfemi z nich trojihelnik ABC' zadat, napt. [a, b, c; [a, a, vg];

005 08, 04]; |, vy, ] apod. Pritom 98 z nich lze sestrojit eukleidovsky (uzi-

tim kruzitka a pravitka), zbylych 52 nikoliv. Pfehled feseni vsech 98 uloh

najde zajemce v publikaci [12]. Zkuste si nékterou z nich sestrojit, tieba tu

nasledujici, zadanou v piikladu 4.6l

PRIKLAD 4.6. Sestrojte trojuhelnik ABC, jsou-li dany jeho téZnice
tmtb?tc-

4.7 Ctyithelniky

Ctyrihelnik je mnohothelnik se ¢tyimi vrcholy. Déle se budeme zabyvat
pouze konvexnimi ¢tyftuhelniky, jako je ¢tyituhelnik ABCD na Obr. B1
Soucet velikosti vnitinich thli ¢tyrtuhelniku je 360°. Tj. pro ¢tyiuhelnik
ABCD na Obr. 31 plati

a+ B4+ 0 =360
PRIKLAD 4.7. Dokazte vyse uvedene turzent, Ze soucet velikosti vnitr-
nich uhli ctyruhelniku je 360°.
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Obrazek 37: Ctytuhelnik konvexni ABC'D a nekonvexni K LM N

Ctytihelniky, kterym lze opsat kruznici nazyvame tétivové ctyriuhelniky,
viz Obr. B8 Jejich unikatni vlastnosti je, Ze soucet protilehlych thla je
180°. Pokuste se tuto vlastnost dokazat.

Obrazek 38: Tétivovy ¢yruhelnik ABCD; o+~ = [+ 6 = 180°

Ctytihelnik, ktery je osové soumérny podle jedné z thlopiicek, nazyvame
deltoid. Je ziejmé, Zze ma thlopricky vzajemné kolmé a jeho strany jsou po
dvojicich shodné.

Dalsimi specialnimi typy ¢tytuhelniki jsou obdélnik (protéjsi strany shodné,
sousedni strany rtizné, vSechny thly pravé), ctverec (vSechny strany shodné
a sousedni vzdy vzajemné kolmé) a lichobéznik (dvé protilehlé strany rov-
nobézné, nazyvame je zakladny, zbyvajici dvé strany rtznobézné, nazy-
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vame je ramena). Pokud jsou ramena lichobéZniku shodné, nazyvame ho
rovnoramenny lichobéznik.

Ctytihelnik, jehoz proté&jsi strany jsou navzajem rovnobézné, nazyvame
rovnobéznik. Protcjsi strany rovnobézniku jsou stejné dlouhé. Rovnobéz-
niky, jejichz sousedni strany nejsou k sobé kolmé, miizeme rozdélit na ko-
sodélniky a kosoctverce. Pokud jsou sousedni strany rovnobézniku k sobé
kolmé, jedna se o obdélnik (sousedni strany maji riizné délky) nebo ctverec
(vSechny strany jsou stejné dlouhé).

D c C
D
¢ c
& b
d d
b
B
a A
a B

Obréazek 39: Deltoid (vlevo) a rovnobéznik (vpravo)

A

Obrazek 40: Obdélnik (vlevo) a kosodélnik (vpravo)
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A a B A a B

Obrazek 41: Ctverec (vlevo) a kosoctverec (vpravo)

A a B A a B A a B

Obrazek 42: Lichobéznik (vlevo), rovnoramenny lichobéZnik (uprostfed) a pravothly lichobéznik
(vpravo)

Obrazek 43: Varignonova véta

Pro libovolny ¢tyftuhelnik plati nasledujici véta pojmenovana po francouz-
ském matematikovi Pierru Varignonovi (1654-1722).

Véta 13 (Varignonova véta). Stredy stran libovolného ctyruhelniku tvori
rovnobéznik (jehoZ stranami jsou stredni pricky rovnobézniku), viz Obr.[]3.

PRIKLAD 4.8. Pokuste se vétu dokazat. Vyuzijte pri tom vétu [12
o strednich prickdach trojuhelniku.
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4.8 Pravidelné mnohotuhelniky (n—uhelniky)

Obrazek 44: Jednoducha dlazba — pravidelné sestitthelniky

Pravidelngm mmnohothelnikem (téZ pravidelngm n—dhelnikem) rozu-
mime mnohothelnik, ktery ma vsechny strany a vsSechny thly shodné.
Pravidelnému mnohotihelniku Ize opsat i vepsat kruznici. Tyto kruznice
jsou soustiedné a jejich stfed nazyvame stredem (pravidelného) mnoho-
uhelniku.

PRIKLAD 4.9. Pravidelny n—uhelnik ma vsechny vnitrni uhly stejné
velke. Jak zdvisi jejich velikost na n, tj. na poctu vrcholi n—uhelniku?
Odvodte obecny vztah vyjadiujici zavislost vnitiniho tuhlu « na n.

Na Obr. 44 vidime dlazbu z pravidelnjch Sestitihelnikti. Vidime, Ze tyto
dlazdice lze usporadat tak, aby souvisle pokryly celou rovinu (Pro¢?). Na-
bizi se tak otazka, jakymi pravidelnymi n—thelniky jednoho druhu mtzeme
takto pokryt rovinu. Odpovédi je, Ze to jde témito n—thelniky: rovno-
strannym trojuhelnikem, ctvercem a pravidelnym sestiuhelnikem. Pro¢
to nejde pro jiné pravidelné n—uhelniky? Pro pravidelny pétithelnik vidime
odpovéd na Obr. 43

Zlaty rez v pravidelném pétiuhelniku

Pomeér délky thlopticky u a strany a pravidelného pétitithelniku je roven

u 1_|_ 5 . 7’ v v Vo
— = T\[ ~ 1.618, viz Obr. 46l Tento pomeér, ktery se tradi¢né oznacuje
a
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Obrazek 45: Kombinovana dlazba — pravidelné pétithelniky a kosoctverce

g _ w — 1.6180339887

Obrazek 46: Zlaty fez v pravidelném pétithelniku

pismenem ¢, nazyvame zlaty 7ez. Pro svoji estetickou ptisobivost je pomér
zlatého Tezu také oznacovan jako ,pomér oku lahodici®. Pro jeho slovni
definici si predstavme tisecku délky x + y, kterou rozdélime na dveé nestejné
Casti, vétst & a mensf y. Usecka je jimi rozdélena v poméru zlatého fezu ¢,

jestlize pomér vétsi z nich ku mensi je roven poméru celé tisecky ku vétsi

’ . . :Ij :Ij + ’ v 2
casti, tj. — = J. Po tpravé dostaneme (g) — < —1 =0, odkud
x

Y y Y
L0 X 1—|— 5
vychazi L= T
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5 Geometrické atvary v trojrozmérném prostoru

5.1 Télesa

Zaméfime se na tato télesa: hranol, jehlan, valec, kuzel a koule. U hra-
nolu pak na nékteré jeho specidlni pripady: kolmy hranol, kosy hranol,
pravidelny hranol, kvadr, krychle, rovnobézZnosten.

Cc

Obrazek 47: Kosy Sestiboky hranol a jeho sit

J I
I I
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\“‘ B
/ C
B

Obrazek 48: Kolmy pétiboky hranol a jeho sif

U kazdého hranolu rozliSujeme vrcholy, hrany, stény, podstavy, plast, sit,
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telesové uhlopricky, stenove uhlopricky.

PRIKLAD 5.1. Jaky je rozdil mezi siti a plastém hranolu? Vysvétlete
s pomoci Obr. [{7 a 48

Obrazek 49: Pravidelny osmiboky hranol, kvadr, krychle a rovnobéznostén

U jehlanu rozlisujeme hlavni vrchol (viz V na Obr. B0), podstavu, bocni
stény, podstavné hrany, bocni hrany, vrcholy podstavy (viz A, B, C, D,
Ena Obr.B0), sténovou (bocni) vysku (viz vs na Obr. B0) a vysku jehlanu
(viz v na Obr. B0). Stejné jako u hranolu rozlisujeme sit a pldst, pritom
plast jehlanu je tvofen vSemi jeho boénimi sténami.

Obrazek 50: Pétiboky jehlan (obecny) a jeho sit
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Obréazek 51: Pravidelny Sestiboky jehlan (kolmy), kosy jehlan a komoly (kolmy Sestiboky) jehlan

Vilec a kuZel jsou urceny polomérem podstavy (viz v na Obr. B2) a vys-
kou (viz v na Obr. B2). U obou ttvart pak rozliSujeme podstavu a pldast.
U kuzele navic jesté vrchol (viz V' na Obr. B2) a stranu (téZ povrsku) (viz
s na Obr. B2).
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Obrazek 52: Valec a kuzel

Tak jako jsme rozlisovali kruh a kruzZnici, rozlisujeme v trojrozmérném
prostoru kouli a kulovou plochu. Pritom koule je mnozina bodt v prostoru,
jejichz vzdalenost od stfedu S je mensi nebo rovna poloméru r a kulovad
plocha je mnozina bodtl v prostoru, jejichz vzdalenost od stfedu S je rovna
r (viz Obr. B3). Kulovou plochu nelze rozvinout do roviny, proto jeji sit
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neexistuje.

Obréazek 53: Koule

5.2 Pravidelné mnohostény (Platonska télesa)

Obréazek 54: Hraci kostky jako Platonska télesa

Pravidelnymi mmnohostény, kterym Tikdme téz platonska télesa, rozu-

mime takové konvexni mnohostény, jejichZ stény jsou tvoreny shodnymi
pravidelnymi mnohothelniky. Pfitom v kazdém vrcholu pravidelného mno-
hosténu se styka stejny pocet stén (i hran).

Takovychto mnohostént je, jak vidime na Obr. BA pouze pét typi. Nasi
predkové této skutecnosti prikladali magicky vyznam a tak byla tato télesa
spojovana s jednotlivymi zivly, jako stavebnimi kameny naseho vesmiru

(Platon)) nebo s rozloZzenim nebeskych sfér (Johannes Kepler).
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Obrazek 55: Platénska télesa: Ctyfstén (tetraedr), Sestistén (krychle; hexaedr), osmistén (oktaedr),
dvanactistén (dodekaedr), dvacetistén (ikosaedr)

Pricina toho, Ze je pravidelnych mnohosténii praveé pét je pritom ryze ge-
ometricka. Souvisi s tim, Ze v kazdém vrcholu takovéhoto mnohosténu se
styka stejny pocet stén, kterymi jsou shodné pravidelné mnohotihelniky:.

50° B0*
L

h

Obrazek 56: Vznik vrcholu pravidelného mnohosténu

PRIKLAD 5.2. Pomoci schémat na Obr. vysvetlete, proc je pravi-
delnych mnohosténi prave pét typii.
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Pro konvexni mnohostény (ne jenom pro pravidelné) plati tzv. [Fuleriv vztah,
ktery dava dohromady pocet stén s, vrcholii v a hran h:

s+v—h=2.

Leonhard Euler, 1707-1783, Svycarsky matematik.

PRIKLAD 5.3. Quérte platnost Eulerova vztahu pro pravidelné mno-
hostény.

Pfi pohledu na pocty stén a vrcholt jednotliviich mnohostént (ziskanych
feSenim prikladu B3], napiste si je do tabulky) odhalime urcité souvislosti:
ctyrsten mé stejny pocet vrcholll a stén, Sestistén ma stejny pocet vrchol
jako osmistén stén a naopak, stejny vztah pak plati i pro dvandctistén a
dvacetistén. Rikdme, Ze uvedené dvojice (Ety¥stén ji tvorf sdm se sebou)
jsou tzv. dudlni mnohostény, viz Obr. B7]

Obrazek 57: Pravidelné mnohostény jsou dualni
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6 Dimenze bodového (pod)prostoru

Primku, rovinu a prostor chapeme jako mnoziny bodt, kterym fikame bo-
doveé prostory. Pokud je takovd mnozina podmnozinou jiného prostoru,
napriklad primka lezi v rovine, nazyvame ji bodovym podprostorem.

Prostoru prisuzujeme dimenzi. Hovorime o jednorozmeérném prostoru (primka)
dvojrozmeérném prostoru (rovina) nebo o trojrozmerném prostoru (pro-
stor).

Dimenzi pritom rozumime ¢islo, které udava pocet nezavislych smeri (re-
prezentovanych vektory; predstavujte si je jako orientované tsecky), které
Ize v daném prostoru urcit. Sméry (vektory) jsou nezavislé, pokud zadny
z nich nelze slozit z téch ostatnich. V primce je jeden nezavisly smér, proto
ma dimenzi 1, v roviné lze ur¢it dva nezavislé sméry, ma tedy dimenzi 2,
konecné v prostoru, v némz zijeme, lze identifikovat tii nezavislé sméry
(napt. dva vodorovné a jeden svisly), proto mé dimenzi 3, viz Obr. B8

A C

Obréazek 58: Pfimka m4 dimenzi 1, rovna 2 a (nés) prostor 3
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7 Mira

Modelem reélného prostoru, ktery nas obklopuje, je eukleidovsky (bodovy)
prostor. Je to ten prostor, v némz fesime geometrické tlohy (v planimetrii,
stereometrii a analytické geometrii). Eukleidovsky prostor dimenze n (viz
str. B2) nazyvame n—rozmérny. My pracujeme s prostorem jedno-, dvoj-,
trojrozmérnym. Privlastkem eukleidovsky se tradicné vyjadiuje, ze v pri-
slusném bodovém prostoru lze mérit vzdalenosti bodli a odchylky primek
(konkrétné odchylky smért piimek).

7.1 Souradnice bodu a vektoru

Pro moznost méreni vzdalenosti bodti a odchylek smérti vyjadienych vek-
tory zavadime souradnice bodi a vektorii.

Souradnice bodu

A[Cbb @2], A[Cbl, ag, @3]

Obrazek 59: Souradnice bodu
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Souradnice vektoru

‘.\“\_‘_ B[b1:b2:b3]

Obrézek 60: Souradnice vektoru

Vektorem zde rozumime geometricky vektor, ktery v sobé nese dvé infor-
mace: 1) informaci o sméru a 2) informaci o velikosti posunuti v tomto
smeru. Geometricky vektor proto znazornujeme orientovanou useckou.
V8echny orientované tsecky téze velikosti a sméru predstavuji jeden vek-
tor, konkrétni tisecku z nich potom nazyvame umisténim tohoto vektoru.

Soutadnice vektoru @ = (u1,us), resp. © = (uq, uz, ug), jsou souradnice
koncového bodu jeho umisténi, které ma pocatecéni bod v poc¢atku soustavy
soutadné, viz Obr. [60. Je-li umisténim vektoru « orientovana tsecka AB,
kde A, B jsou libovolné body prostoru, ziskame jeho soutadnice z rozdilu
soufadnic koncového a pocatecniho bodu tsecky AB:

u=B— A= (bl—&l,bQ—a2) — (u17u2)7

u=B—-A= (b1 — al,bg — CLQ,bg — CL3) = (Ul,UQ,U3).

7.2 Norma (velikost) vektoru

Normou (té7 velikosti) vektoru rozumime velikost jeho umistén@. Normu
vektoru « znac¢ime |u|. Na Obr. 60 vidime, 7Ze v piipadé dvojrozmérného
prostoru miizeme k vypoctu velikosti vektoru vyuzit Pythagorovu vétu pro

2V tomto piipadé se piesndji feceno jednd o tzv. eukleidovskou normu, ktera odpovida nasim predstavam o vzda-
lenosti bodt.
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pravotihly trojihelnik s odvésnami wuy, us a s preponou |u|. V trojrozmér-
ném prostoru je potom postup analogicky, akorat, ze Pythagorovu vétu
uplatnime dvakrat. Plati:

]u! \/u1+u2 \/ b1 —a1 bQ —CL2)2

|| = \/u% +ud+ud = /(by — a1)? + (by — ag)? + (b3 — a3)?.

7.3 Vzdalenost bodu

Vzdalenost bodtt A, B znacime |AB|, viz Obr.[B1l. Pro body Alay, as|, B|by, bo]

v roviné plati

[AB| = /(b1 — a1)? + (by — as)?, (1)
pro body Alay, as, as], Blb1, be, bs] v trojrozmérném prostoru pak plati
’AB‘ == \/(bl - CL1)2 + (bg - a2)2 + (bg — CL3)2. (2)

‘\‘\ B[b"] 1 b2:b3]

Obrazek 61: Vzdalenost dvou bodu (velikost usecky)

Vidime, 7Ze vzdalenost dvou bodi je rovna velikosti vektoru, ktery je jimi
urcen (tj. orientovand tsecka definované témito body je jeho umisténim).
Mizeme také tici, Ze vzdalenost dvou bodi je rovna délce usecky, jejimiz
krajnimi body jsou.
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7.4 (Odchylka dvou vektort; skalarni soucin

Pro vypocet odchylek mezi primkami, rovinami, pripadné mezi primkou a
rovinou, vyuzivame schopnost vypocitat odchylku dvou vektort, tj. velikost
thlu mezi dvéma vektory.

<i

cl

Obrazek 62: Odchylka ¢ mezi vektory , v

Pro vypocet odchylky dvou vektorti u, v vyuzivame skaldrni soucin u - v.
Jedna se o (binarni) operaci, kterd dvéma vektortim piitazuje ¢islo (skalr).
My pracujeme s tzv. eukleidovskym skaldrnim soucinem, ktery je pro
vektory @ = (uy, us), ¥ = (v1, v9) definovan vztahe

U+ U= uvy + Usts, (3)
pro vektory @ = (uq, us, ug), v = (v1, v9, v3) pak takto
U-U = Uy + UgUy + UgUs. (4)

Zobecnéni pro vektory dimenze n je pak zrejmé. Skalarni soucin vektorii
u, v souvisi s jejich odchylkou ¢, viz Obr. 62 prostfednictvim vztahu

u - U = |ul|v] cos p. (5)

— —

Pro vypocet odchylky vektorii @, v ho pouzijeme ve tvaru

— —
u-v
COS P = ——. (6)
] |0
3Skalarni soucin se vé&tsinou znaéi teckou ,-“, proto se mu anglicky tika dotproduct
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7.5 Mira

Vzdalenost bodt A, B interpretujeme téz jako déelku usecky AB. Délka
usecky je prikladem miry wtvaru, hovorime téZ o metrice daného prostoru.

Definice 1 (Mira ttvaru). Mirou dtvaru m rozumime funkci s témito
vlastnostms:

1) Kazdému utvaru X pritazuje redlné c¢islom(X) > 0 (napriklad délku
usecce, obsah rovinnému utvaru nebo objem trojrozmérnému utvaru,).

2) KazZdym dvéma shodnym dtvarum X,Y prirazuje ¢isla m(X), m(Y),
pro kterd plati: m(X) = m(Y).

3) Kazdym dvema disjunktm’ﬂﬂ atvarum X, Y pritazuje ¢islam(X), m(Y),
pro kterd plati: m(X UY) =m(X) +m(Y).

4) Aspont jednomu utvaru E prirazuje ¢islo m(E) = 1.

Existuje fada zptsobt, jak definovat funkci m. My budeme pracovat s eu-
kleidovskou metrikou, zalozenou na vztahu (), resp. (2)).

8 Obsah a obvod rovinného utvaru

Ctverec

Obsah: S = a?

Obvod: o = 4a

“Mnoziny jsou disjunktni, pravé kdyz nemaji zadny spole¢ny bod.
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Obdélnik

D
A a
Rovnobéznik
D T
:
. l y l

Obsah: S = ab
Obvod: 0 =2(a + b)

Obsah: S = av
Obvod: o =2(a + b)

Obsah: S="-=—"SL= ..

Obvod: o=a+b-+c

Obsah: S — (21 + 29)v _ (a + c)v,

2 2
Obvod: o=a+b+c+d

48



Kruh, kruznice

d2

d Obsah: S = 712 =
A = B 1
r Obvod: 0 = 2nr = wd

Ludolfovo cislo
Ludolph van Ceulen, 1540-1610, némecky matematik.

Pro vsechny kruhy je pomér jejich obvodu a priméru roven témuz ¢islu,
tzv. Ludolfovu cislu m,
0
™= —.

d

Toto ¢islo je iracionalni, tj. v jeho desetinném rozvoji neexistuje zadna
periodicita. Od okamziku poznani tohoto poméru trvaji snahy o vypocet
jeho hodnoty na co nejvice desetinnych mist. Tato historie je zachycena
napiiklad na strance Wikipedia: Chronology of computation of 7. Jednim
z matematiki, kteri se vipoctu hodnoty 7 intenzivné vénovali, byl Ludolph
van Ceulen, po némz je toto Cislo pojmenovano. Pro vypocty vétsinou
pouzivame pribliznou hodnotu w = 3,14. Pro usnadnéni zapamatovani
si Cisla m na vice desetinnych mist se pouzivaji rtizné fikanky, v nichz
pocet pismen ve slovu predstavuje prislusnou cifru. Napriklad hodnota m =
3, 141592653589 je uchovana takto: ,,Lin a kapr u hraze prohlédli si rybare,
udici mél novou, supinaci neuplavou.”
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Pravidelny n—thelnik

Obsah: § = 22 _ nr2sjn367$° _op
2 2 2
Obvod: o =na

9 Vyuziti ¢tvercové sité k urcéeni obsahu rovinného Gtvaru

PRIKLAD 9.1. Vypoctéte obsahy a obvody barevnych mnohotuhelniki
na Obr. [63, délka strany ctverecku site je 1.

Obrazek 63: Vypoctéte obsahy barevnych mnohotihelniki

PRIKLAD 9.2. S vyuZitim map s ctvercovymsi siteme na Obr.[64) odhad-
néte obsah plochy rybnika Lusny. Pro kterou sit dostanete presnéjsi
odhad?

Jordanova—Peanova mira

Na metodé méreni obsahu plosného obrazce pomoci ¢tvercové sité je za-
loZzena myslenka |Jordanovy—Peanovy miry (Camille Jordan, 18381922,
francouzsky matematik; Giuseppe Peano, 1858-1932, italsky matematik).
Princip této metody strucné objasnime s vyuzitim Obr. [63 a dle [13], kde
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0 0 : 0 C :

Obrazek 64: Plocha rybnika Lusného; strana ¢tverce 50m (vlevo) a 25m (vpravo)

Ize najit detailnéjsi informace. Oznac¢me S; soucet obsahtl vSech ¢tverct,
jejichz vsechny body nélezi méfenému ttvaru (tj. Zadné jejich ¢ast ho ne-
presahuje) a Sy soucet obsahil vsech ¢tverci, které maji s itvarem (kam
pocitame i jeho hranici) spole¢ny aspon jeden bod. Pokud ¢tvercovou sit
neomezené zjemnujeme, konverguji tyto soucty k hodnotam (limitam),
z nichz prvni nazyvame vnitrni Jordanova—Peanova mira, druhou pak
vnéjsi Jordanova—Peanova mira daného ttvaru (tj. dané mnoziny bodt)
U. Jestlize jsou tyto hodnoty stejné, nazyva se danid mnozina meéritelna
v Jordanové—Peanové smyslu. Spolecna hodnota se pak nazyva Jorda-
nova—Peanova mira Gtvaru (mnoziny) U, [13].
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Obréazek 65: Vypocet obsahu plochy rybnika Lusného; Jordanova—Peanova mira [13]

10 Objem a povrch trojrozmérného utvaru

Krychle

Objem: V = a3
Povrch: S = 6a?

Objem: V = abc

Povrch: S = 2(ab + ac + bc)
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Jehlan

1
Objem: V = gSpv

Povrch: S =5, + .S,

Objem: V = w70

Povrch: S =25, 4+ sy =2nr (r +v)

1
Objem: V = §7r r? v

Povrch: S=nr*+ars=mr(r+s)
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Koule

4
Objem: V = 37 3

Povrch: S = 4 r?

11 Cavalieriho princip

Bonaventura Cavalieri, 1598-1647, italsky matematik.

Pro vypocet objemu nékterych dalsich téles (napt. kosého hranolu) mizeme
vyuzit tzv. Cavalieriho princip: JestliZe pro dve télesa existuje takova
rovina, zZe kazdd s ni rovnobézna rovina protind obé télesa v rovinnych
utvarech o témze obsahu, pak maji obé télesa stejny objem, viz Obr. [60.

Obrazek 66: Cavalieriho princip (jako dynamicky aplet najdete tento obrazek na adrese
https://www.geogebra.org/m/nEBFuYXP) )
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PRIKLAD 11.1. Na Obr. [67 jsou dvé télesa s podstavami v téZe roviné:
polokoule o poloméru r a vdalec o poloméru i vysce r, z nehoz je odebran
kuzel o poloméru i vysce r (jeho podstava je totoind s horni podstavou

vdlce a vrcholem je stred dolni podstavy wvdlce). UzZitim Cavalieriho

2
principu ukaste, Ze obé télesa maji stejny objem V = —m 13

Obrazek 67: Cavalieriho princip: Obé télesa maji stejny objem
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12 Planimetrie

Eukleidovska geometrie se rozdéeluje na geometrii v roving, planimetriz, a
geometrii v trojrozmérném prostoru, stereometri.

12.1 Symetrie

Obrazek 68:

Symetrie roviny: Transformace roviny, pii niz bud ztstava obrazec zacho-
van, nebo zustava zachovana n¢jaka jeho vlastnost.

Symetrie:

- zrcadleni (osova soumérnost),

- otoceni (rotace),

- posunuti,

- stejnolehlost.
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12.2 Geometrické zobrazeni

Definice 2 ((Geometrické) zobrazeni). Zobrazenim (geometrickym zob-
razenim) rozumime predpis, kterym je libovolnému bodu X (ktery je
prokem dané€ mnoZiny, napt. roviny) jako jeho obraz jednoznacné pri-

razen bod X' = f(X).

HOIWDOY S5 )
=

Cerveny
Dwir?

Obrazek 69: Zobrazeni z trojrozmérného prostoru do roviny; Klet, 108/ m. n. m.

Geometrické zobrazeni, se kterymi budeme pracovat, tj. napt. shodna zob-
razeni a stejnolehlost, jsou zobrazeni prostd, tj. dvéma rtznym bodim-—
vzortim jsou prifazeny dva ruzné obrazy’. Jak ale uvidime nize, existuji
i geometrickd zobrazeni, ktera prosta nejsou.

5Tato zobrazeni jsou dokonce vzdjemné jednoznacnd, tj. jsou prosté a zaroveii zobrazenimi na mnozinu. Zobrazenim
na mnoZinu rozumime zobrazeni, pro které plati, ze kazdy bod mnoziny, do niz zobrazuje, je obrazem néjakého bodu
Z mnoziny vzoru.
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Priklady geometrickych zobrazeni

Stredova soumeérnost, viz Obr.

Obrézek 70: Stfedova soumérnost se stredem S

Rovnobézné promitani do pifimky (dané smérem s a primkou p),

viz Obr. [Z[ﬁ

Obrazek 71: Rovnobézné promitani ve sméru s z roviny do piimky p

6Toto zobrazeni neni prosté. Z obrazku je patrné, ze vsechny body piimky rovnobézné se smérem § se zobrazuji do
jednoho bodu. Napiiklad body piimek k,m, ¢ se v uvedeném poradi zobrazuji do bodi K’, M’, Q’.
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Stejnolehlost (dana stfedem S a koeficientem x), viz Obr.

Obrazek 72: Stejnolehlost se stfedem S a s koeficientem x = —2

Osova afinita (dand osou o a dvojici bodti A, A" ve vztahu vzor a obraz),

viz Obr.

Obrazek 73: Osova afinita dana osou o a dvojici bodu A, A’
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Strfedova kolineace (dana osou o, stfedem S a dvojici bodi A, A’ ve
vztahu vzor a obraz), viz Obr. [(4]

Obréazek 74: Stfedova kolineace dané stiedem S, osou o a dvojici boda A, A’

Kruhova inverze (dand urcujici kruznici w = (S, 1) a vztahem |SX| -
|SX'| = r? mezi vzorem X a obrazem X'), viz Obr.

Obrazek 75: Kruhova inverze dand kruznici w



StFfedové promitani (z trojrozmérného prostoru do roviny; dané stie-
dem S), viz Obr.

Obrazek 76: Stfedové promitani z trojrozmérného prostoru do roviny

Stereograficka pro jekceﬁ, viz Obr. [T7]

Obréazek 77: Stereograficka projekce

"Stereograficky primét kulové plochy je stfedovym priimétem kulové plochy pro stfed promitani S lezici na kulové
ploSe w a pro priamétnu 7 rovnobéznou s te¢nou rovinou kulové plochy ve stfedu promitani S
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Obrazek 78: Stereograficka projekce: obrazem kruznice je kruznice, velikost tthlu se zachovava

12.3 Geometrické zobrazeni v roviné

Geometrickym zobrazenim v roviné rozumime predpis, kterym je kaz-
dému bodu X roviny (fikdme mu wvzor) pfirazen pravé jeden bod Y téze
roviny (fikdme mu obraz).

Priklady takovychto geometrickych zobrazeni jsou osova soumeérnost, stre-
dova soumeérnost, otocent, posunuti, posunuté zrcadlent, identita a stej-
nolehlost.
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13 Shodna zobrazeni v roviné

Definice 3 (Shodné zobrazeni). Zobrazeni v roviné, které kazdym dvéma
bodum X,Y prirvazuje body X', Y’ tak, Ze

X'Y'| = |XY|
se nazyvd shodné zobrazeni v roviné (téz izometrické zobrazent).

Zjednodusené tikame, Ze shodné zobrazeni zachovdva vzdalenost bodhii.
Vzdalenost bodt je tedy invariantem shodného zobrazeni.

Jak pozname shodné atvary ?

Shodnost prima: Po premisténi v ramci roviny se utvary kryji, viz

Obr. [79.

Ar

Obrazek 79: Shodnost prima

Pirimymi shodnostmi v roviné jsou stredovd soumérnost, otocent,
posunutt a identita.
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Shodnost neprima: Po Zadném premisténi v ramci roviny se ttvary
nekryji, jeden z nich je tfeba jesté ,prevratit* (tj. vypomoci si manipulaci
v trojrozmérném prostoru), viz Obr. B

Obrazek 80: Shodnost nepiima

Neprimymi shodnostmi v roviné jsou osovd soumérnost a posunuté
zrcadlent.

Obrazek 81: Posunuté zrcadleni

13.1 Vlastnosti shodnych zobrazeni

e Kazdé shodné zobrazeni je prosté.
e Usecka se zobrazi na tsecku.
e Poloprimka se zobrazi na polopiimku.
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e Piimka se zobrazi na primku.
e Rovnobézky se zobrazi na rovnobézky:.
e Uhel se zobrazi na tthel s nim shodny.

e Polorovina se zobrazi na polorovinu.

13.2 Osova soumeérnost

Obrazek 82: Osova soumérnost (zrcadleni)
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Definice 4. Necht je ddna primka o, kterou nazyvdme osa souméer-
nosti. Potom pro obraz M’ libovolného bodu M této primky o plati
M'" = M. Ke kazdému bodu X, ktery nelezi na primce o, sestrojime ob-
raz X' nasledujicim zpusobem: Bodem X wvedeme kolmici k na primku
o a jeji patu oznacime Xy. Na poloprimce opacné k poloprimce XoX
sestrojime bod X' tak, Ze | X' Xo| = | X Xy|. Takto definované zobrazeni
nazyvame osova soumeérnost s osou o a znacime ho O(o).

Obrézek 83: Definice osové soumérnosti

Poznamky:

1. O bodech X, X' fikdme, Ze je to dvojice bodu soumérné sdruzenych
podle osy o.

2. Osova soumérnost je piikladem involutorniho zobrazent (téZ involuce).

Prikladem uplatnéni osové soumeérnosti, se kterym se vétsina z nas setkala,
je postup pii ,,virob&“ papirového srdce co nejdokonalejsiho tvaru (viz Obr.
B4]). Z papiru prelozeného naptl vystfihneme polovinu srdce, ktera se po
rozevieni papiru ,zobrazi“ v osové soumeérnosti kolem osy preloZeni.
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Obrazek 84: Osova soumérnost v praxi

PRIKLAD 13.1. Je ddana primka p a body A, B v téZe poloroviné s hra-
nicni primkou p. Najdete vsechny body X € p takové, Ze soucet vzda-
lenosti |AX |+ |BX| je minimdlnd.

>

>
-

Obrazek 85: Vyuziti osové soumérnosti ke geometrickému feseni prikladu
Samodruzné body, primky a sméry osové soumérnostﬁ

Vsechny samodruzné body osové soumérnosti vypliuji osu soumeérnosti o.
Rikadme, Ze osa o je primkou samodruznych bodi osové soumérnosti.

Samodruzné primky osové soumérnosti jsou primky kolmé na osu soumeér-
nosti.

Osova soumérnost ma dva samodruzné sméry, (1) smér kolmy na osu sou-
mérnosti a (2) smér rovnobéZny s osou soumernosti.

8Kazda shodnost je unikatni svou kombinaci samodruznych bodt a smérii. Tato skuteénost se vyuziva ke klasifikaci
shodnosti.
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Analytické vyjadreni osové soumérnosti O(0) v roviné

PRIKLAD 13.2. Napiste analytické vyjadreni osové soumérnosti s osou
v soutadnicové ose x ().

Reseni: Dle obrazku RB@ je zfejmé, Ze uvedené osové soumérnosti maji nize
uvedend analyticka vyjadieni.

X'x,-y]

Obrazek 86: Odvozeni rovnic osové soumeérnosti s osou v souradnicové ose x (y)

Osovd soumeéernost s osou x:

Osovd soumeérnost s osou y:

9Ne vzdy je ale mozné osu soumérnosti takto vyhodné umistit do souradnicové osy. Osova O(0) soumérnost podle
osy o dané rovnici o : ax + by + ¢ = 0 ma potom takovéto parametrické rovnice

2a
J:/:x—m(al’—i—by—l—C)
2b
’
V=Y-aoe (ax + by + c)
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13.3 Skladani zobrazeni

Obrazek 87: Slozeni dvou osovych soumérnosti s kolmymi osami

Definice 5 (Skladani zobrazeni). Necht f,g jsou dvé zobrazeni, viz
Obr. [88. Jestlize bod X1 je obrazem bodu X v zobrazeni f (tj. X1 =
f(X)) a bod X' je obrazem bodu X, v zobrazeni g (tj. X' = g(X1)),
potom je kazdému bodu X pritazen bod X' = g(f(X)). Tim je defi-
novano zobrazeni h pritazujici bodu X bod X' = g(f(X)) o kterém
rikame, Ze vzniklo sloZenim zobrazeni f a g. Zapisujeme h = g - f,

h=gf, h=go f neboh=g(f(X)).

Obrazek 88: Skladani zobrazeni f a g
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13.4 Stredova soumérnost

Obréazek 89: Alhambra, kachel (https://openclipart.org/detail/224123/alhambra-tilel)

Definice 6. Stredova soumeérnost se stredem S je shodné zobrazent,
ktere bodu S pritazuje tyz bod S a libovolnému bodu X # S prirazuje
bod X' tak, Ze bod S’ je stredem usecky X X'. Zobrazeni znacime S(S).

Obréazek 90: Stfedova soumérnost S(5)

Poznamka. Stredova soumérnost je jednoznacné urcena svym stredem.
MtiZzeme ji chapat téZ jako specialni pripad rotace R(S, «) pro a = 180°,
tj. S(9) = R(S, 180°).

Stredova soumernost vznikne sloZenim libovolnych dvou osovych soumeér-
nosti, jejichz osy jsou k sobé kolmé (st¥ed soumérnosti S odpovida priiseciku
téchto os), viz Obr. B9, a naopak, lze ji rozloZit na dvé osové soumérnosti,
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jejichZ osy jsou navzajem kolmé a prochéazeji stfedem soumérnosti .S, pri-
tom jedna z os je volitelna.

Stredovd soumérnost je primd shodnost a involuce (involutorni zobra-
zend).

Samodruzné body, primky a sméry stFfedové soumeérnosti

Stfedova soumérnost ma jediny samodruzny bod, stted S, a wvsechny
smery samodruzné. Obrazem kazdé primky je primka s ni rovnobézna.
Primka, ktera prochazi stredem S je samodruznd primka.

Analytické vyjadreni stfedové soumeérnosti S(S) v roviné

Soufadnice stfedu: S = [s1, $9]

= —1x+2s;

/

Yy =—y+2s9

PRIKLAD 13.3. Je ddn trojuhelnik ABC a jeho vnitrni bod M. Se-
strojte vsechny usecky XY se stredem M a s krajnimi body X, Y na
hranici trojuhelniku.

Obrézek 91: Regeni piikladu
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13.5 Otocdeni

Obrazek 92: Rotac¢ni symetrie

Definice 7. Otoceni (t€Z rotace) je zobrazeni urcené stiedem S a
orientovanym uhlem velikosti o, kterée bodu S pritazuje tyz bod S a
libovolnému bodu X # S pritazuje bod X' tak, Ze | X'S| = | X S| a
orientovany uhel XSX' md velikost p. Zobrazeni znacime R(S, p),
bod S se nazyva stred otoceni a orientovany uhel velikosti ¢ je tuhel
otocent.

Obrazek 93: Otoceni R(S, «)

Otocent lze vytvorit sloZenim dvou osovych soumeérnosti s riuznobeéz-
nymi osami. Jeho stiedem je priisecik téchto os. Naopak, kazdé otoceni
Ize rozlozit na dvé osové soumeérnosti, jejichz osy jsou riznobézné a proché-
zejl stfedem otoceni. Jednu z téchto os lze pri tom volit libovolné tak, aby
prochazela stfedem otoceni. Druha je pak touto volbou urcena jednoznacné.
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Samodruzné body a sméry otoceni

Otoceni ma jediny samodruzny bod, je jim stied otoceni. Nema Zadny
samodruzny smer.

PRIKLAD 13.4. Odvodte analytické vyjddreni otocend se stiedem v po-
catku souradnicové soustavy o uhel c.

Reseni: Postupujeme podle obrazku 04l

Vi — X
I
r |
X
yt —1— =
"
a I
Bl 4 + N
S X' X

Obrazek 94: Otoceni R(][0, 0], «)

Rovnice otoceni o ihel o kolem poéétku@ jsou

' = xcosa — ysina

Yy = xsina + ycosa

Otoceni se stiedem S a thlem velikosti o prevadi piimku p v piimku p/
riiznobéznou s p; pritom dva vrcholové thly, které p a p’ tvori, maji velikost
Q.

PRIKLAD 13.5. Jsou dany ruzné rovnobéezné primky a,b,c a bod A,
ktery lezi na primce a. Sestrojte vsechny rovnostranné trojuhelniky
ABC, jejichZ vrcholy B, C' lezi po 1adé na primkdch b, c.

10 Analytické vyjddreni otoceni (rotace) R(S,a) se stredem S|s1, s2]

¥ = (z—s1)cosa— (y — s3)sina + s1

y = (x — s1)sina + (y — s2) cosa + s2
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13.6 Posunuti (Translace)

Obrazek 95: Posunuti

Definice 8. Orientovanou useckou AB je dan vektor p = ﬁ Po-
sunuti (t€Z translace) je zobrazeni, které kaZdému bodu X roviny

pritazuje bod X' tak, Ze plati XX' = p, tj. X' = X + p. Zobrazeni

znacime T (D).
B
/ X'
A ] / / / j
e - Y'
X - 7

7
e
e
e

Y

Obréazek 96: Posunuti 7 (p)

Posunuti (téZ translaci) mtizeme definovat té7 jako shodnost, ktera vznikne
slozenim dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi a riiznymi osami. Smer
posunuti je potom kolmy na smér téchto os a jeho velikost je rovna dvoj-
nasobku jejich vzdalenosti.

74



Naopak, kazdou translaci Ize rozlozit na dvé osové soumeérnosti s rovnobéz-
nymi osami, z nichz jednu Ize volit libovolné, kolmo na smér translace a
druha je touto volbou urcena jednoznacné.

Samodruzné body, sméry a primky posunuti

Posunuti (translace) nema Zadny samodruzny bod a zobrazuje piimku do
primky s ni rovnobézné, tj. ma vsechny smeéry samodruzné. Samodruz-
nymi piimkami jsou primky rovnobéezné se smeéerem posunutsi.

Analytické vyjadfeni posunuti (translace) T(p) v roviné
Rovnice posunuti 7 (p), kde p' = (p1, p2):

7' =z +p

Y =y+p

PRIKLAD 13.6. Sestrojte lichobéznik, jsou-li dany velikosti jeho stran
a,b,c,d. [
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13.7 Posunuté zrcadleni (Posunuta soumeérnost)

4%e%a% Ve
Obrazek 97: Kachni stopy - otisky levé a pravé nohy jsou ve vztahu posunutého zrcadleni

Definice 9. Zobrazeni sloZené z posunuti ve sméru dané primky o
a 0sové€ soumérnosti podle osy o se mazyvd posunuté zrcadleni (téZ
posunutd soumérnost).

X
+
p
0
X, X'
+ +

Obrazek 98: Posunuté zrcadleni Z : X — X’

Samodruzné body, sméry a primky

Posunuté zrcadleni nema samodruzné body. Samodruznou piimkou tohoto
zobrazeni je osa 0. Samodruzné sméry jsou dva na sebe kolmé sméry, smér
kolmy na osu a smér rovnobézny s osou.

Analytické vyjadieni posunutého zrcadleni

_ y
X=[xy]
0 ‘ 0 ‘ X
-4 -2 0 2
5 = (p1= 0)
X4=[x4.94] X'=[x"y'1=[x+p .-yl

Obrazek 99: Posunuté zrcadleni Z : X — X’
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Posunuté zrcadleni dané osou soumérnosti v ose x a vektorem posunuti

P = (p1,0) (viz Obr. Q9)

z: x/:x+p17
Yy = —v.
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14 Podobna zobrazeni

Obrazek 100: Podobné utvary

Definice 10 (Podobné zobrazeni). Geometrické zobrazeni f se nazyvd ,,po-
dobné zobrazeni®, jestliZe existuje kladné redlné cislo k tak, Ze pro
kazdé dva body X,Y wvaZovaného prostoru (v nasem pripadé se bude
jednat prevazné o rovinu) a jejich obrazy X', Y' plati:

XY = kXY (7)

Cislo k se nazjvd koeficient podobného zobrazeni f.

Poznamka. Podobné zobrazeni, u nichz vzory i obrazy patil do téhoz
prostoru, napf. roviny, nazyvame podobné transformace roviny zkracené
podobnosti. Potom hovorime napt. o podobnostech v rovin nebo o po-
dobnostech v trojrozmeérnem prostoru.

Vlastni podobnosti

Podobnosti s koeficientem k # 1 nazyvame vlastni podobnosti.

Plati toto tvrzeni: KazZdd vlastni podobnost ma prdave jeden samodruzny
bod. Jeho ditkaz se provadi vétsinou ve dvou krocich. Nejprve dokazeme,
7e vlastni podobnost (tj. podobnost s koeficientem k € R™ — {1}) nemize
mit vice nez jeden samodruzny bod, potom dokazeme, ze musi mit aspon

HMzeme také rovnou definovat tyto podobné transformace roviny, tj. podobnosti v roviné, takto:
Definice (Podobnost) Zobrazeni f roviny (eukleidovského prostoru F2) na sebe se nazyva ,podobnou transformaci
roviny* (téZ ,,podobnosti v roviné*), jestlize existuje kladné realné ¢islo k tak, Ze pro kazdé dva body X,Y roviny a
jejich obrazy X' Y’ plati |X'Y’| = k|XY|. Cislo k se nazyva koeficient podobnosti f.
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jeden. Dohromady nam tedy vyjde, Ze vlastni podobnost musi mit prave
jeden samodruzny bod.

PRIKLAD 14.1. Pokuste se najit argumenty pro vyse uvedené tvrzent,
zZe vlastni podobnost nemuze mit vice neZ jeden samodruzny bod

Podobnosti v roviné jako slozena zobrazeni

Kazdé podobné zobrazeni lze slozit ze stejnolehlost a shodného zobra-
zent, viz Obr. 1011

Cl

si”

Obrazek 101: Kazdou podobnost 1ze rozlozit na stejnolehlost a shodnost

PRIKLAD 14.2. Pokuste se popsat stejnolehlost a shodnost, jejichz slo-
zZenim vznikne podobnost zachycend na Obr. [102.

Obrazek 102: Podobné zobrazeni v rovine

120 stejnolehlosti pojednavé kapitola [IH zac¢inajici na str.
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PRIKLAD 14.3. Vite v jakém vztahu jsou papiry rizniych velikosti for-
matu A? Jsou vzajemné podobné?

PRIKLAD 14.4. V eukleidovské rovin€ je dan ctverec ABCD se stre-
dem S. Existuje prave jedno podobné zobrazeni roviny ctverce do sebe,
pri kterém se body A, B, S zobrazi po tadé na body D, B,C. RozloZte
toto podobné zobrazeni na stejnolehlost a shodné zobrazent.

PRIKLAD 14.5. Sestrojte alespon jeden trojuhelnik ABC', pro ktery
plati |AB| : |AC| = 3 : 5, a = 60°, p = 1,8cm (polomér kruznice
vepsané).

PRIKLAD 14.6. Sestrojte kosodélnik ABC D, je-li ddno |/DAB| = «,
|/ABD|=¢, |AC| =e.

PRIKLAD 14.7. Jsou krabice na Obr. geometricky podobné?

Obrazek 103: Jsou vzajemné podobné (z hlediska geometrického )7

14.1 Véty o podobnosti trojihelnikt

Dva trojuhelniky jsou podobné, jestlize maji stejné pomeéry délek sobé od-
povidajicich si stran a stejné velikosti sobé odpovidajicich vnitinich Ghli.
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Pro identifikaci dvojice podobnych trojihelniki lze dle situace pouzit neé-
kolik kritérii, ktera jsou znama jako véty o podobnosti trojuhelniki: sss,

sus, uu, Ssu, viz Obr. [04HI0T

b
a b
aI
C U
c

Obrazek 104: sss: a'Ja =0b'/b= ¢ /c

] 7

Obrazek 105: sus: b'/b = /¢, a = o

Obréazek 106: uu: o = o/, B = 3

Obréazek 107: Ssu: ¢ > a, d'/Ja = /e, v =+
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15 Stejnolehlost

Obrazek 108: Pantograf — mechanicka realizace stejnolehlosti

Stejnolehlost patii mezi tzv. homotetz’, tj. zobrazeni, ktera maji vsechny
sméry samodruzné.

Definice 11 (Stejnolehlost). Budiz ddn bod S a redlné cislo k (rizné od
0 al). Stejnolehlost H(S; k) se stredem S a koeficientem k je zobrazen,
které kaZdému bodu X roviny privadi bod X' timto zpisobem:

1. Pro X = S je X' = X,
2. Pro X # S je | X'S| = |k| - | XS],
pro k > 0 lezi X' lezi na poloprimce S*X2 a
pro k < 0 lezi X' lezl na poloprimce opacné k 572

Obrézek 109: Stejnolehlost H (S, k = —1.5)

13 Anglicky je stejnolehlost homothety, téz dilation, vizlhttps://en.wikipedia.org/wiki/Homothetic_transformation
Pisobeni stejnolehlosti na trojihelnik si vyzkousejte pomoci apletu https://www.geogebra.org/m/arUb8mt6
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Poznamka. Zobrazeni inverzni k stejnolehlosti H(.S; ) je stejnolehlost se

1 1
stejnym stiedem S, ale s opa¢nym koeficientem —, tj. H™! (S; —) :
K K

Vlastnosti stejnolehlosti H (S, k):
1. Obrazem primky je pfimka s ni rovnobézna.
2. Obrazem usecky AB je usecka A'B’; |A'B'| = |k| - |AB.

3. Obrazem polopiimky je polopfimka s ni souhlasné (k > 0) nebo nesou-
hlasné (k < 0) rovnobézna .

4. Obrazem thlu LAV B je tthel LZA'V'B'; |LAV'B'| = |ZAV B|.

PRIKLAD 15.1. Jsou ddny dvé vzdjemné rovnobézne usecky ruzniych
délek. Urcete stredy stejnolehlosti, v nichZ se jedna z nich zobrazuje na
druhou.

Reseni viz Obr. [I10

Obrazek 110: Stfedy stejnolehlosti dvou rovnobéznych tsecek

PRIKLAD 15.2. UvaZujte variantu predchoziho prikladu (151, v niZ
jsou dan€ usecky v jedne primce, viz Obr. [111]

Regeni viz https://www.geogebra.org/m/qSQGSZeP
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Obrazek 111: Jak urcit stfedy stejnolehlosti dvou kolinearnich tisecek?

15.1 Stejnolehlost kruznic

Pro dvé kruznice ki(S1;71), k2(S9;72) s riznymi poloméry existuji prave
dvé stejnolehlosti, které prevadéji kruznici ky do kruznice ko: Hy(E, 15 /11) &
Ho(I, —ry/r1) (Bod E se nékdy oznacuje jako ,,vnéjsi stfed stejnolehlosti®,
bod I potom jako ,vnitini stied stejnolehlosti“.). Jestlize se kruznice do-
tykaji v bodé T, je T' = I v pripadé vnéjsiho dotyku a T' = E v pripadé
vnitiniho dotyku kruznic.

Obrazek 112: Stejnolehlost kruznic
PRIKLAD 15.3. Jsou ddny dvé kruznice ki(S1,11), k2(S2,12) s rizngmi
stredy a poloméry. Sestrojte jejich spolecné tecny.

PRIKLAD 15.4. Do pulkruhu s prumérem AB vepiste c¢tverec K LM N
tak, aby strana KL leZela na usecce AB a dalsi dva vrcholy M, N na
dané pulkruznica.

PRIKLAD 15.5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano:

a) v, =5cm, a:b:c=2:3:4,
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b) a7/87UC7
C) &7/87tc7
d)a:b=3:5 ~v=060° t.= 6cm.
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16 Stereometrie

Stereometrie je geometrii trojrozmérného prostoru. Pii vyucovani stere-
ometrie sledujeme dle [5] (viz str. 354) jako jeden z cili rozvoj téchto
schopnosti: schopnost ndzorné zachytit prostorovou situact rovinnym
obrdzkem, schopnost analyzy rovinného obrdzku prostorové situace (tj.
schopnost videt takovy obrdzek ,prostorove®), konstrukce téles, jejich
rezil a siti, prostorova predstavivost, ozrejmovdni vztahli zachycenych
utvart.

Obrazek 113: Kostka jako vychozi geometrické téleso

16.1 Stredové a rovnobéziné promitani do roviny

Obréazek 114: Sttedové (vlevo) a rovnobézné (vpravo) promitani trojrozmérného utvaru do roviny
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16.2 Volné rovnobézné promitani

Zakladni metodou zobrazeni trojrozmérnych téles pouzivanou ve vyuce na
zakladni a stiedni skole je volné rovnobézné promitans.

\o .
A\

-

Obrazek 115: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni kvadru v ,pricelné* poloze

Volnym rovnobéznym promitanim (nazjva se téz zkracené Volné promi-
tani) nazyvame rovnobézné promitani, u kterého nezadavame soufadnicové
osy (presnéji jejich priméty). PTi zobrazovani téles ve volném rovnobézném
promitani dbame na dodrzeni téchto vlastnosti (viz Obr. [113):

— Pramétem libovolné piimky je bud piimka nebo bod.

— Pramétem libovolnych dvou rovnobézek jsou bud rovnobézky (mohou
i splyvat) nebo dva body.

— Primétem kazdého geometrického ttvaru, ktery lezi v priicelné roviné
(tj. v roviné rovnobézné s priumétnou) je utvar s nim shodny.

— Geometricky utvar, ktery nelezi v pricelné roviné se zpravidla zkres-
luje. Pomeér rovnobéznych tsecek se pii tom zachovava, tj. pro dvée
tsecky AB, CD a jejich obrazy A’B’, C'D’ plati |A'B’|/|C"D'| =
|AB|/|CD|.
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— Obrazy tsecek kolmych k pramétné (tj. k jakékoliv pricelné roving)
jsou vzajemné rovnobézné a s vodorovnym smérem (predstavme si
tfeba smér kladné poloosy z) sviraji tthel ¢ (zpravidla volime ¢ = 45°).
Velikost obrazu kazdé takové tsecky je potom g nasobkem velikosti
ptivodni tsecky, tj. pro kazdou tsecku K M kolmou k primétné a jeji

1
obraz K'M' plati |K'M'| = q| K M| (zpravidla volime g = 5)

H G
l
E | F
1
1
I ICG|
:
1
1
1
l
D C
/’- ___________
qlBC|
. b
A |AB| B

Obréazek 116: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni kvadru 4 x 5 x 6

PRIKLAD 16.1. Naucte se nacrtnout od ruky krychli, pravidelny ctyr-
stén a vdlec ve volném rovnobéiném promitani (¢ = 45°, q = 1/2), viz

Obr. [117, (118 o119

H G
|
| F
E :
: a
|
:
D
e ___JC
//' 1/2 a
. 45
A a B

Obrazek 117: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni krychle a x a X a
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Obrazek 119: Volné rovnobézné promitani — zobrazeni valce s polomérem r a vyskou v

16.3 Dalsi zobrazovaci metody

V technické praxi, ale nejenom tam, se pouzivaji nasledujici metody pro
zobrazeni trojrozmérnych utvart v rovine:

— kotované promitant; rovnobézné promitani kolmo na jednu priimétnu
(pudorysnu), viz Obr. 120,

— Mongeovo promitant;, Gtvar je promitnut dvéma rovnobéznymi pro-
mitanimi na dvé vzajemné kolmé priamétny (ndrysnu a pudorysnu),

viz Obr. I[2]]

— kosouhlé promitant; rovnobézné promitani ve sméru kosém na jednu
primétnu, kterd je totozna s jednou ze souradnicovych rovin, special-
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nim pripadem kosotuhlého promitani je volné rovnobéziné promitant,

viz Obr. 122,

— axonometrie; rovhobézné promitani na rovinu obecné umisténou vzhle-
dem k souradnicovym osam, pokud je smér promitani kolmy, hovorime
o pravouhlé axonometrii, viz Obr. 122

— perspektiva; stfedové promitani, odpovida nasemu zrakovému viemu,
existuje vice druhii perspektivy, viz Obr. 122l

A promitaci pfimka bodu A

A

L]
(] /X A1(za) ... kétovany priimét bodu A

Ap pravouhly prd bodu A
! m n

g I

Obrazek 120: Kétované promitani — zobrazeni bodu

X12

L~

PR Ny X12
S
N

[
1
p 1
/ Py | w
I

Obrazek 121: Mongeovo promitani — zobrazeni pfimky

Obrazek 122: Kosothlé promitani (vlevo), pravouhld axonometrie (uprostied), perspektiva (vpravo)
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16.4 Sdruzené pruméty prostorového tutvaru

Pro zachyceni informaci o prostorovém utvaru vyuzivame jeho kolmé pri-
meéty do jedné, dvou i vice priméten, viz Obr. [I123. Casto je kombinujeme

i s nazornym primétem utvaru, viz Obr. [124]

Obréazek 123: Narys, pudorys a bokorys (H. Stachell: The status of todays descriptive geometry related
education in Europe )

Obrazek 124: Audi R8 (www.ak3d.de/portfolio/tutorials/FreeSample.pdf)
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16.5 Stavby z krychli

Jako stavbu z krychli rozumime mnohostén, ktery vznikl spojenim nékolika
krychli slepenim jejich stén.

PRIKLAD 16.2. Na Obr. je stavba z kostek, ktera byla vytvorena
v software Elica DALES . Zobrazte narys, pudorys a bokorys teto
stavby. Je jeji tvar urcen témito tremi prumeéety jednoznacné? Dalo by
se k jednoznacnému urcent stavby vyuZit pouze jejiho pudorysu?

Obrazek 125: Stavba z kostek (http://www.elica.net/dalest/dalest.html))

Narys, ptdorys a bokorys télesa z Obr. vidime na Obr. 126, Je zfejmé,

Obrazek 126: Stavba z Obr. — narys, pudorys a bokorys

ze témito tremi priméty neni dané téleso jednoznacné urceno. Existuje

Yhttp://www.elica.net/dalest/dalest.html
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vice riiznych téles postavenych z kostek, které maji stejné priméty. Zkuste
nejaké takové téleso nacrtnout ve volném rovnobézném promitani.

Presto existuje moznost, jak takové téleso jednoznacné urcit jenom jednim
prumeétem! Jedna se o kotovany pudorys, v némz je vyska jednotlivych
Lvezi® z kostek, z nichz je téleso sestaveno, vyjadiena cislem uvedenym
v jejim pudorysu. Srovnani bézného a kétovaného piidorysu uvazovaného
télesa vidime na Obr.

Obréazek 127: Pudorysy stavby z kostek — bézny (vlevo) a kétovany (vpravo)

16.6 Sité téles slozenych z kostek

Siti mnohostént (téleso ,slepené” z kostek je mnohostén) rozumime takové
souvislé usporadani vsech jejich stén do roviny, ze po jeho vystiizeni bychom
byli schopni z ného téleso vytvorit (presnéji povrch ¢i hranici télesa).

PRIKLAD 16.3. Pokuste se nakreslit co nejvice siti krychle.

Obrazek 128: Tti vybrané sité krychle

Existuje 11 raznych siti krychle. T¥i z nich vidime na Obr. 128 Pokuste se
nacrtnout i ty ostatni, nebo alespon nékteré z nich.
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