
10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 3810 Axiomatiká výstavba geometrieþDùkladnost matematiky spoèívá na de�niíh, axiómeh, dùkazeh.ÿImmanuel KantAXIOMATICKÝ SYSTÉM (AXIOMY + ZÁKLADNÍ POJMY)#(deduke; definie)#VÌTYVývoj pojmu axiom:axiom (lat. postulát) = po¾adavekEuklides (kolem r. 300 pr.n.l.):axiomy = zøejmé a pravdivé výroky jejih¾ pravdivost se opírá o na¹i zku¹enost.Eukliduv axiom o rovnobì¾káh: þDvì pøímky v rovinì, které protínají jinou pøímkutéto roviny a tvoøí s ní po jedné stranì vnitøní úhly, jejih¾ souèet je men¹í ne¾ dvapravé úhly, se v¾dy protínají, a to po té stranì pøímky, kde je souèet men¹í.ÿDavid Hilbert (1862 - 1943):þV¾dy musíme být shopni místo body, pøímky a roviny øíkat stoly, ¾idle a pùllitry.ÿ! Prinip duality (zámìna pojmu v rámi jednoho systému).! Rùzné modely abstraktní geometrie (rùzné interpretae pojmu).Napø. Poinarého model nebo Beltramiho - Kleinuv model.Po¾adavky na soustavu axiomù:1. Bezespornost - nelze odvodit zároveò V i :V:2. Nezávislost - ¾ádný axiom nemù¾e být logikým dùsledkem ostatníh.3. Úplnost - v¹ehny modely z ní odvozené jsou vzájemnì izomorfní,tj. platí v nih stejné vìty.Soustava axiomù euklidovské geometrieNení jednoznaènì urèena, tj. mù¾e jih být víe a mohou se li¹it axiomy i jejih poètem.Co je v jedné soustavì axiomem, mù¾e být v jiné soustavì vìtou deduktivnì odvozenou.



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 3910.1 Hilbertova soustava axiomù euklidovské geometrieAxiomy- inidene- uspoøádání- shodnosti- spojitosti- rovnobì¾nosti10.1.1 Axiomy inidene II1: Dva rùzné body mají spoleènou jednu pøímku.I2: Pøímka obsahuje aspoò dva rùzné body.I3: Existuje aspoò jedna trojie rùznýh bodù, které nepatøí té¾e pøíme.I4: Jestli¾e tøi body nepatøí jedné pøíme, potom patøí jediné rovinì.I5: Jestli¾e dva rùzné body pøímky p le¾í v rovinì �; potom v¹ehny bodypøímky p le¾í v �:I6: Jestli¾e prùnik dvou rovin není prázdný, obsahuje aspoò dva navzájemrùzné body.I7: Existuje aspoò jedna ètveøie bodù, které nele¾í v té¾e rovinì.I8: Rovina obsahuje aspoò jeden bod.De�nie: Tøi body, které le¾í na té¾e pøíme, nazýváme kolineární.ÚKOL: U¾itím axiomù I doka¾te následujíí vìty:Vìta: Prùnikem dvou rùznýh rovin, které mají spoleèný aspoò jeden bod, je pøímka.(Øe¹ení: I6 �! I1 �! I5)Vìta: Tøi nekolineární body jsou navzájem rùzné.(Øe¹ení: A = B = C nebo A = B 6= C vede ke sporu)Modely geometrie [I℄:(tj. modely geometrie zalo¾ené pouze na axiomeh inidene)M1: Minimální model- ètyøi body,- ¹est pøímek (proto¾e existuje �42� = 6 neuspoøádanýh dvoji ze ètyø prvkù),- ètyøi roviny (proto¾e existuje �43� = 4 neuspoøádanýh troji ze ètyø prvkù).M2: Poinarého modelJe tvoøen vnitøními body poloprostoru omezeného rovinou !. Rozli¹ujeme zde pøímky a rovinyprvého a druhého druhu (viz Obr. 3). Pøímka prvého druhu je tvoøena vnitøními body polopøímkykolmé na rovinu !, pøímka druhého druhu je tvoøena vnitøními body polokru¾nie kolmé k rovinì! a se støedem v rovinì !: Rovina prvého druhu je tvoøena vnitøními body poloroviny kolmé na



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 40
Rovina 2. druhu

Rovina 1. druhu
P 1. druhuřímka

P 2. druhuřímka
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Obrázek 3: Poinarého model! a rovina druhého druhu potom odpovídá vnitøním bodùm polokoule se støedem v !: Inideneje euklidovská.M3: Beltramiho - Kleinùv modelTvoøen vnitøními body koule. Pøímku reprezentují vnitøní body tìtivy koule a rovinu vnitøní bodyjejího þrovinnéhoÿ øezu (viz Obr. 4). Inidene je euklidovská.
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Obrázek 4: Beltramiho-Kleinùv model



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 41Modely M2,M3 nejsou modely euklidovské geometrie, nesplòují axiom rovnobì¾nosti (viz Obr.5,6). Vidíme, ¾e v obou pøípadeh existuje víe ne¾ jedna rovnobì¾ka s p; tj. pøímka, která proházíbodem A a nemá s danou pøímkou p ¾ádný spoleèný bod. Pøímky a; b jsou hranièní pøímky.
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Obrázek 5: M2: axiom rovnobì¾nosti
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Obrázek 6: M2: axiom rovnobì¾nostiM4: Aritmetiký eloèíselný model planimetrie- bod = uspoøádaná dvojie elýh èísel [x; y℄ 2 Z;- pøímka = body splòujíí rovnii ax + by +  = 0; a; b;  2 Z:Poznámka: Stejnì mù¾eme de�novat model raionální (tj. [x; y℄ 2 Q; ; a; b;  2 Q) èi reálný (tj.[x; y℄ 2 R; ; a; b;  2 R).



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 4210.1.2 Axiomy uspoøádání UTýkají se vlastnosti þbod le¾í mezi jinými dvìmaÿ.U1: Jestli¾e bod B le¾í mezi body A;C; jsou A;B;C tøi rùzné body na pøímea platí té¾, ¾e B le¾í mezi body C;A:U2: Jestli¾e A;B jsou dva navzájem rùzné body, potom existuje na pøíme ABaspoò jeden bod C takový, ¾e bod B le¾í mezi body A;C:U3: Ze tøí rùznýh bodù A;B;C le¾ííh na té samé pøíme le¾í nejvý¹e jedenmezi ostatními dvìma.U4: (Pashùv axiom) Jsou-li A;B;C tøi nekolineární body a pøímka p; kterátìmito body neprohází, obsahuje jistý bod mezi body A;C; potom pøímka pobsahuje bod mezi A;B nebo mezi B;C:ÚKOL: U¾itím axiomù I, U doka¾te následujíí vìty:Vìta: Mezi dvìma rùznými body le¾í aspoò jeden bod.(Øe¹ení: I3 �! U2 �! U2 �! U4)Vìta: Na ka¾dé pøíme existuje nekoneènì mnoho bodù.Geometrie [IU℄ se nazývá té¾ geometrie polohyModely s koneèným poètem prvkù nemohou splòovat axiomy uspoøádání. Proè?(Øe¹ení: Podle I3; I1 existuje v takové geometrii v¾dy aspoò jedna pøímka, tj. podle U2 nekoneènìmnoho bodù)Modely [IU℄:Beltramiho - Kleinuv modelUspoøádání platí ve smyslu euklidovském.Poinarého modelUspoøádání platí ve smyslu euklidovském.Aritmetiký raionální model planimetrieProè ji¾ nestaèí aritmetiký eloèíselný model?10.1.3 Axiomy shodnosti S- metriké vlastnosti- formulují základní vlastnosti shodnosti úseèek



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 43S1: Je-li AB = CD; potom A 6= B;C 6= D: Pro ka¾dé dva rùzné body A;B platíAB = BA: (Shodnost se týká pouze dvoji rùznýh bodù.)S2: Neh» AB je úseèka, CD polopøímka. Potom existuje jediný bod E polo-pøímky CD; pro který platí AB = CE: (Naná¹ení úseèky na polopøímku.)S3: Jestli¾e AB = CD a CD = EF; potom AB = EF: (Tranzitivnost shodnosti.)S4: Jestli¾e bod C le¾í mezi body A;B; bod C 0 mezi body A0; B0 a jestli¾e platíAC = A0C 0; BC = B0C 0; potom platí AB = A0B0: (Gra�ký souèet dvou úseèek.)S5: Neh» jsou ABC;A0B0K dvì trojie nekolineárníh bodù a neh» AB =A0B0: Potom existuje jediný bod C 0 poloroviny A0B0K; pro který platí AC =A0C 0; BC = B0C 0:(Pøenesení trojúhelníka k dané úseèe do dané poloroviny.)S6: Neh» jsou ABC;A0B0C 0 dvì trojie nekolineárníh bodù, pro které platíAB = A0B0; BC = B0C 0; CA = C 0A0: Neh» dále le¾í bod P mezi body A;B a bodP 0 mezi body A0; B0 tak, ¾e AP = A0P 0: Potom CP = C 0P 0:ÚKOL: U¾itím axiomù S doka¾te, ¾e shodnost se týká neuspoøádanýh dvoji bodù.(Øe¹ení: S1 : AB = CD;CD = DC; S3 : AB = DC)10.1.4 Axiomy pohybu S�- axiomatikým pojmem je shodné zobrazení (pøemístìní)S�1: Le¾í-li bod C mezi body A;B a jsou-li A0; B0; C 0 obrazy bodu v pøemístìní,le¾í bod C 0 mezi body A0; B0:S�2: Jestli¾e je polopøímka v pøemístìní samodru¾ná, je ka¾dý její bod v tomtopøemístìní samodru¾ný.S�3: Neh» jsou ABC;A0KL dvì trojie nekolineárníh bodù. Existuje jedinépøemístìní v rovinì, které pøevádí bod A do bodu A0; polopøímku AB dopolopøímky A0K 0 a polorovinu ABC do poloroviny A0KL:S�4: Jestli¾e jsou A;B dva rùzné body, potom existuje aspoò jedno pøemístìní,které pøevádí bod A do bodu B a bod B do bodu A:S�5: Jestli¾e je \BAC dutý úhel, potom existuje aspoò jedno pøemístìní, kterépøevádí polopøímku AB do polopøímky AC a polopøímku AC do polopøímkyAB:S�6: Slo¾ením dvou pøemístìní vznikne pøemístìní.S�7: Identita je pøemístìní.S�8: Inverzní zobrazení k pøemístìní je pøemístìní.S�6; S�7; S�8 - v¹ehna pøemístìní tvoøí grupuVìta: Abstraktní geometrie [IUS℄, [IUS�℄ jsou toto¾né, tj. skupiny axiomu S; S� jsou ekvivalentní.Modely [IUS℄, [IUS�℄:



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 44Model planimetrie - zobrazení inverzní ke stereogra�ké projeki.Aritmetiký model reálnýProè ji¾ nestaèí aritmetiký raionální model?Beltramiho - Kleinuv modelÚseèka AB je shodná s CD právì kdy¾j ln (UV AB)j = j ln (TWCD)j;kde U; V; T;W jsou krajní body úseèek AB; CD, které, jak víme, do modelu ji¾ nepatøí. Uvedenoupodmínka shodnosti vyhází z toho, ¾e výraz j ln (UV AB)j je invariantem rovností(UV AB) = (UV BA)�1 = (V UAB)�1 = (V UBA):10.1.5 Axiomy spojitosti A, C, DLze zmìøit ka¾dou úseèku?Existuje ke ka¾dému èíslu odpovídajíí úseèka ?Arhimedùv axiomA: Jsou dány úseèky AB;CD: Na polopøímku AB postupnì naná¹íme úseèkuCD a dostaneme body P1; P2; :::; Pn; Pn+1: Potom existuje takové n 2 N; ¾e bodPn+1 nele¾í uvnitø AB:Cantorùv axiom(axiom úplnosti)C: Prùnik posloupnosti úseèek do sebe zaøazenýh je neprázdný.Vìta: Jestli¾e prùnik posloupnosti úseèek do sebe zaøazenýh neobsahuje ¾ádnou úseèku, je tentoprùnik mno¾inou s jedním bodem.(Doká¾eme sporem)Vìta: V geometrii [IUSAC℄ je ka¾dé kladné èíslo velikostí nìjaké úseèky.Axiomy A, C lze nahradit jediným axiomem D:Dedekindùv axiomD: Ka¾dý omezený konvexní útvar na pøíme, který obsahuje aspoò dva rùznébody, je úseèka (pøípadnì s vyneháním jednoho nebo obou krajníh bodù).Absolutní geometrie: [IUSAC℄, [IUSD℄= spoleèný základ euklidovské i neeuklidovské geometrie.



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 4510.1.6 Axiom rovnobe¾nosti RDe�nie 10.1 Soubì¾ky - dvì pøímky v té¾e rovinì, které nemají spoleèný bod.Jestli¾e prohází daným bodem A jediná soubì¾ka s danou pøímkou p; nazýváme ji rovnobì¾kous pøímkou p. Jestli¾e proházejí daným bodem A aspoò dvì soubì¾ky s pøímkou p; potomrovnobì¾kami s pøímkou p nazýváme ty dvì z nih, v nih¾ le¾í ramena vrholovýh úhlùvyplnìnýh ostatními soubì¾kami.Nìkteré vìty absolutní geometrie:Vìta: (Legendrova) Jsou-li èísla �; �;  velikosti vnitøníh úhlù trojúhelníku ABC; platí �+�+ ��:Vìta: Jestli¾e je p libovolná pøímka, A bod, který na ní nele¾í, potom bodem A prohází aspoòjedna soubì¾ka s pøímkou p:Axiom rovnobì¾nostiR: Neh» p je libovolná pøímka, A libovolný bod, který na ní nele¾í. Potom bodemA prohází nejvý¹e jedna soubì¾ka s pøímkou p:Tento axiom je ekvivalentní s Euklidovým pátým postulátem. Ten se jeví tak samozøejmý, ¾e byldlouho pova¾ován za pouhý dùsledek pøedhozíh ètyø postulátù. Snahy o jeho odvození z tìhtopostulátù v¹ak vedly v¾dy jenom k jeho novým formulaím (nìkteré viz ní¾e). Dùkazem toho, ¾eaxiom rovnobì¾nosti je skuteèným axiomem a nikoliv dùsledkem jinýh axiomù, bylo a¾ objeveníexistene geometrie [IUSDnonR℄ (Lobaèevskij), která se ukázala jako logiky bezesporná. R azároven nonR nemù¾e být toti¾ dùsledkem axiomù IUSD, jsou tedy na nih nezávislé.[IUSDR℄ = euklidovská geometrie[IUSDnonR℄ = hyperboliká (Lobaèevského) geometrieNìkteré vìty ekvivalentní s R:1. Existuje aspoò jeden euklidovský trojúhelník.2. Existuje dutý úhel takový, ¾e ka¾dý jeho vnitøní bod nále¾í úseèe, její¾ krajní body le¾í narameneh tohoto úhlu.3. Pythagorova veta4. Ka¾dé dvì kolmie ke dvìma rùznobì¾kám jsou rùznobì¾né.5. Souèet vnitøníh úhlù ve ètyøúhelníku je 2�:6. Ka¾dému trojúhelníku lze opsat kru¾nii.7. Euklidùv pátý postulát.Poznámka: Objevení ekvivalene uvedenýh vìt s axiomem R je výsledkem snah o odvození R zostatníh axiomù.



10 AXIOMATICKÁ VÝSTAVBA GEOMETRIE 4610.1.7 Lobaèevského geometrie [IUSDnonR℄L: Existují pøímka p a bod D; který na ní nele¾í, takové, ¾e alespoò dvì rùznépøímky jdouí bodem D neprotínají pøímku p:Souèet vnitøníh úhlù v trojúhelníku je men¹í ne¾ � :� + � +  < �:Shodují-li se dva trojúhelníky v úhleh, jsou shodné.Èím je men¹í souèet úhlù trojúhelníka, tím je vìt¹í jeho obsah.Èím men¹í je obsah trojúhelníka, tím je souèet úhlù bli¾¹í k �:Lobaèevského formule: tg�12�(x)� = e�xkúhel soubì¾nosti: � = �(x) limx!0 (�(x)) = �2V dostateènì malé èásti Lobaèevského roviny lze u¾ívat euklidovské geometrie, ani¾ se dopustímepodstatnýh hyb.model: Beltramiho-Kleinùv modelRiemannova geometrie= eliptiká geometrieSouèet vnitøníh úhlù v trojúhelníku je vìt¹í ne¾ � :� + � +  > �Model: povrh kouleLiteratura:[1℄ Vy¹ín, J. a kol.: Geometria pre pedagogiké fakulty II, Bratislava, 1970.[2℄ Sekanina, M. a kol.: Geometrie II, SPN Praha, 1988.[3℄ Devlin, K: Jazyk matematiky, ARGO, 2003.


