8.8 Veéta o rozvoji determinantu

Priklad 52. Ukazte, Ze plati
23 |20] |03 10 01 10 10
‘75 ‘7 5‘*‘75‘2‘7 5‘+3‘7 5‘2‘7 5‘_3‘7 5"

Potom ovérte, zda analogicky ,rozklad” daného determinantu, ovsem
pro jiny radek nebo sloupec, vede ke stejnému vysledku.

Priklad 53. Podle vzoru prikladu[52 dokoncete rozklady:

13 2 10 0 03 0 00 2
a) |23 =5 |=123 =5|+|23 =5|+|23 =5 |=
04 3 04 3 04 3 04 3
1 3 2 1 32 132 1 3 2
b)123 =5|=[200|4+{030|4+]|00 =5|=
04 3 043 043 04 3

Definice 8.2 (Algebraicky doplnék prvku matice). Necht A je ¢tvercovd
matice 7adu n. Determinant matice, kterd vznikne z A vynechdnim
1—tého tadku a j—tého sloupce nazveme subdeterminantem a zna-
cime sz C”L/SZO

Ay = (=1 - My,

nazveme algebraickym dopliikem prvku a;;.

Definice 8.3 (Rozvoj determinantu). Je-li ¢tvercovd matice 7adu n >
2, pro kazde v = 1,2,...,n definujeme rozvoj matice A podle 1—teho
radku jako vyraz

a;1 - Ail + a;9 - AZ'Q + ...+ Qi - Am

a pro kazde 7 = 1,2, ...,n definujeme rozvoj matice A podle j—tého
sloupce
ayj - Alj + az; - AQJ' + ...+ QApj - Anj-
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Hodnoty téchto rozvoju jsou nezavislé na volbé radku nebo sloupce a
jsou ve vsech pripadech rovny hodnoté determinantu matice A.

Véta 8.1 (O rozvoji determinantu - podle i—tého fadku). Necht A = (a;;)
je ctvercova matice stupné n. Potom

n

Z (07 Ajk: = 5@' - det A,

k=1
kde 0;; je tzv. Kroneckerovo delta, pro ktere plati: 0;; = 1 proi = j a
0ij = 0 pro i # j.

Véta 8.2 (O rozvoji determinantu 2 - podle i—tého sloupce). Necht A =
(aij) je ctvercova matice stupné n. Potom

Z Al * Akj = 52']' - det A,
k=1

kde 0;; je tzv. Kroneckerovo delta, pro které plati: 0;; = 1 proi = j a
0ij = 0 pro i # j.

Dikaz. - naznaceni ditkazu véty o rozvoji podle :—radku na prikladu ma-
tice 3. fadu a jejiho rozvoje podle druhého radku.

a1 a2 ais a11 a2 a3 a1l aiz2 ais ailp aiz2 ais
det A = 921 Q922 A923 | = | A21 0 0 [+ O a9 0 [+] O 0 a93
a3p aszz ass a3p azz ass azp az2 ass azp ag2 ass
a11 a2 a3 a11 Aaiz2 ais ailp aiz2 a3
=ao | 1 0 0 |4+agn| O 1 0 |+asg| 0 O 1 | =
a3p asz2 ass a3p az2 ass azp ag2 ass
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1 0 0 1 0 0
=ag - (—1) | ay app a3 |+awn-(—=1)%* | ap a;x a3 |+ as-(—1)3-

aszp az2 asg a3z 31 ass
1 0 O
a13 ay;p a2 | =
azz asy as2
:af21'(_1>3' aiz ais +a22_(_1)4‘ ail ais +a23.(_1>5 ail a9 _
a3z a33 azp ass a31 Aas2

= ag1 Ag1 + ag A + agzAss.
[]

Poznamka. 7 uvedenych vét plynou nasledujici vztahy, které pro nas
budou zanedlouho dilezité:

aj1Aie + a9 Aoy + ... +apApe =0, proi # 7, (27)

CL12A12 + a22A22 + ...+ angAng = det A, pro 1= ] (28)

8.9 Vypocet determinantu matice stupné n > 3

Vyuzivame tyto dvé metody:
1. Rozvoj determinantu podle fadku (sloupce).

2. Prevedeni matice na trojihelnikovy tvar uzitim Gaussovy eliminace (pii
respektovani vlivu tprav matice na hodnotu determinantu).

Poznamka. Vétsinou uvedené metody kombinujeme. Nejprve vhodnou
manipulaci s fadky (sloupci) zajistime sloupec (fadek) s jedinym nenulo-
vim prvkem (aby mél piislusny rozvoj jenom jeden ¢len). Potom podle néj
provedeme rozvoj.

68



Upozornéni: Je tfeba neustile myslet na to, jak piislusna manipulace
s Tadky (sloupci) méni hodnotu (tfeba jenom znaménko) determinantu
matice.

Priklad 54. Vypoctéte determinant

1 -2 1 4
2 =4 0 0
3 =4 2 5
0 2 —4 -9

69



