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1 Lineární algebra

Slovo ALGEBRA pohází z arabského þal-jabrÿ, o¾ znamená þnahrazeníÿ.

Toto slovo se objevilo v názvu knihy

Hisab al-d¾ebr val-muqabala

(þVìda o reduki a vzájemném ru¹eníÿ)

islámského matematika

Muhammada ibn Músá al-Chvárizmího

(790? - 850?, Chiva, Bagdád),

která je pova¾ována za vùbe první knihu o algebøe.

Pùvodnì se jednalo o nauku o øe¹ení rovni. Dne¹ní algebra je daleko

abstraktnìj¹í. Zabývá se studiem operaí na mno¾ináh rùznýh prvkù a

vlastnostmi struktur, které takto vznikají. Známými pøedstaviteli tìhto

struktur jsou grupa a tìleso.

Základním rysem algebry je oznaèení studovanýh objektù pís-

meny. Tento formalismus navrhl René Desartes (1596 - 1650). Písmena

ze zaèátku abeedy (a, b, c, ...) mìla reprezentovat libovolná èísla - parame-

try. Písmena z kone abeedy (p, q, r, s, t, ..., x, y, z) pak mìla pøedstavovat

promìnné hodnoty konkrétníh velièin (tlak, teplota, . . ., souøadnie).

Lineární algebra se zabývá vektory, matiemi, soustavami lineárníh

rovni a vektorovýmí prostory.
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2 Vektory

Ze ¹koly znáte vektory geometriké, znázoròované orientovanými úseè-

kami, vektory aritmetiké, zapisované uspoøádanými n−tiemi reálnýh

èísel, pøípadnì vektory fyzikální, vyjadøujíí velikosti a smìry urèitýh fyzi-

kálníh velièin. Jistì také víte, ¾e díky zavedení soustavy souøadni mù¾eme

mezi tìmito dvìma reprezentaemi vektoru pøeházet, orientované úseèe

pøiøadíme uspoøádanou n−tii a naopak, uspoøádané n−tii pøiøadíme ori-

entovanou úseèku.

V letním semestru se seznámíme s pojetím vektoru jako prvku vektorového

prostoru, tj. mno¾iny s urèitými vlastnostmi. Pro názornou pøedstavu a

praktiké pou¾ití je v¹ak u¾iteèné vìdìt, ¾e vektor se pou¾ívá tam, kde je

tøeba informovat o velikosti a smìru. Z matematiky tak známe tøeba vek-

tor posunutí nebo smìrový vektor pøímky, z fyziky pak tøeba vektor síly

(fyzikální velièiny, u kterýh kromì velikosti zále¾í také na smìru, nazýváme

vektorovými velièinami).

V matematie budeme praovat s volnými vektory, tj. vektory, u kterýh

nezále¾í na jejih umístìní. Takový volný vektor potom mù¾eme de�novat

jako mno¾inu v¹eh orientovanýh úseèek stejné velikosti a smìru. Tu z nih,

kterou pou¾ijeme ke znázornìní tohoto vektoru, nazýváme umístìním to-

hoto vektoru. Ve fyzie vìt¹inou praujeme s vázanými vektory, u kterýh

zále¾í na umístìní (je pøee dùle¾ité, v jakém místì pùsobí síla).
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Geometriké vektory

Násobení vektoru skalárem:

Obrázek 1: Násobení vektoru skalárem

Sèítání vektorù:

Obrázek 2: Sèítání vektorù

Pøíklad 1. Vyjádøete nepojmenovaný vektor pomoí vektorù ~a a

~b.

Obrázek 3: Zapi¹te tøetí vektor
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Aritmetiké vektory (uspoøádané n−tie reálnýh èísel)

Násobení vektoru skalárem:

Aritmetiké vektory mù¾eme násobit reálným èíslem tak, ¾e tímto èíslem

vynásobíme ka¾dý prvek vektoru.

~u = (u1, u2), ~a = (a1, a2, a3);

k~u = (ku1, ku2), l~a = (la1, la2, la3) kde k, l ∈ R

~a = (2,−3, 0); 5~a = (10,−15, 0)

Sèítání vektorù:

Vektory se stejným poètem prvkù pak mù¾eme sèítat tak, ¾e sèítáme sobì

odpovídajíí prvky.

~u = (u1, u2), ~v = (v1, v2), ~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3);

~u + ~v = (u1 + v1, u2 + v2), ~a +~b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3).

~z = (2, 1, 0), ~w = (−3, 0,−1);

~z + ~w = (−1, 1,−1).

Lineární kombinae vektorù

Spojením násobení vektorù skalárem a sèítání vzniká obenìj¹í operae,

lineární kombinae vektorù.

Obrázek 4: Lineární kombinae vektorù

7



Napøíklad, lineární kombinaí vektorù ~u, ~v je výraz k~u + l~v, kde èísla

k, l ∈ R nazýváme koe�ienty lineární kombinae.

Máme-li napøíklad tøi vektory ~a,~b,~c o stejném poètu prvkù, potom výraz

k~a + l~b + m~c, kde k, l,m ∈ R, nazýváme lineární kombinae vektorù

~a,~b,~c s koe�ienty k, l,m. Výsledkem lineární kombinae vektorù je opìt

vektor.

Pøíklad 2. Vytvoøte lineární kombinai k~a+ l~b+m~c pro vektory ~a =

(−2, 1, 5),~b = (2, 0, 3),~c = (1,−3, 9) a koe�ienty k = −3, l = 2,m = 4.

Pøíklad 3. Pomoí vektorù ~a, ~b zapi¹te èervený vektor, který smìøuje

do tì¾i¹tì trojúhelníku na obrázku 5.

Obrázek 5: Tì¾i¹tì

Pøíklad 4. Jaké musíme zvolit koe�ienty, aby výsledkem lineární

kombinae vektorù ~u = (2,−1), ~v = (5, 3) byl vektor ~w = (1, 2)?
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3 Matie

Matie vznikly v souvislosti s øe¹ením soustav lineárníh rovni. Pojem

þmatieÿ (angl. matrix) zavedl v roe 1850 angliký matematik

James Joseph Sylvester (1814{1897). Metoda øe¹ení soustav odpovídajíí

pou¾ití mati v¹ak byla známa ji¾ dlouho pøed tím

1

.

Na øe¹ení soustavy lineárníh rovni vede napøíklad úloha nalezení koe�i-

entù lineární kombinae vektorù.

Pøíklad 5. Urèete koe�ienty x, y, z ∈ R, pro které platí následujíí

rovnost: x(2, 0,−1) + y(1, 3, 5) + z(0, 4, 3) = (3, 9, 2).

Øe¹ení: Úloha vede na øe¹ení soustavy lineárníh rovnie

2x + y = 3

3y + 4z = 9

−x + 5y + 3z = 2,

kterou si mù¾eme shematiky zapsat pomoí tzv. roz¹íøené matie sou-

stavy





2 1 0 3

0 3 4 9

−1 5 3 2



 .

Tu potom upravíme u¾itím tzv. Gaussovy eliminae. Této metodì se bu-

deme detailnì vìnovat pozdìji (viz str. 34). Zde si pouze uvedeme jednu z

mo¾nýh posloupností vzájemnì ekvivalentníh mati, které vedou k pøíslu-

¹né matii v Gaussovì tvaru. Zvídavý ètenáø si pak sám mù¾e promyslet

jednotlivé úpravy odpovídajíí uvedeným matiím.





2 1 0 3

0 3 4 9

−1 5 3 2



 ∼





−1 5 3 2

0 3 4 9

2 1 0 3



 ∼





−1 5 3 2

0 3 4 9

0 11 6 7



 ∼

1

https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix (mathematis)
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−1 5 3 2

0 3 4 9

0 0 −26 −78



 ∼





−1 5 3 2

0 3 4 9

0 0 1 3



 .

Pøíklad 6. Øe¹te v R3
soustavu lineárníh rovni:

x + 2y + z = 2

2x + 6y + z = 7

x + y + 4z = 3

Matie

A =





1 2 1

2 6 1

1 1 4



 , B =





2

7

3



 , C =





1 2 1 2

2 6 1 7

1 1 4 3



 ,

D =
[

−1,
√
2, 5, −0.14

]

, E =





2 1 0 3

0 3 4 9

−1 5 3 2



 .

De�nie 3.1 (Matie).Matie je obdélníkové nebo ètverové uspoøá-

dání prvkù do øádkù a sloupù.

Typ matie

Matie A je typu (3, 3), matie B je typu (3, 1), matie C a E jsou typu

(3, 4) a matie D je typu (1, 4).

Typ matie zapisujeme buï ve tvaru (m,n) nebo ve tvaru m × n (èteme

þm krát nÿ). Je-li potøeba informovat o typu matie, zapisujeme A(3,3),

B(3,1), C(3,4) nebo A3×3, B3×1, C3×4.

Matie A je pøíkladem tzv. ètverové matie. Konkrétnì se jedná o

ètverovou matii øádu 3 (nebo 3. øádu, nebo 3. stupnì).
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Prvek matie

Jeho umístìní v matii je udáno èíslem øádku (index i) a èíslem sloupe

(index j).

Prvek matie A znaèíme aij, prvek matie M potom mij.

Pøíklad 7. Je dána matie

M =





1 2

−1 0

3 −1



 .

Urèete hodnoty prvkù m21,m22,m12 této matie.

Prvkem matie mù¾e být èíslo, funke nebo klidnì zase matie.

Zápis matie

K zápisu mati budeme pou¾ívat hranaté nebo kulaté závorky:

[

· · ·
· · ·

]

,





· · · ·
· · · ·
· · · ·



 .

Rovnými závorkami pak budeme znaèit determinant matie:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

· · · ·
· · · ·
· · · ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Symboliký zápis matie

Matie oznaèujeme velkými písmeny, napø. A,B,M,N, ..., jejih prvky

potom odpovídajíími malými písmeny aij, bij,mij, nij, ....

A = [aij] =











a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn
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Pøíklady mati:

[

cosα − sinα

sinα cosα

]

,

[

1 + i 1− i

3 + 4i 2− 3i

]

,

[

1

3

]

,

[

1, 3, 8
]

,
[

5
]

.

Obdélníková matie m 6= n

Ètverová matie m = n

Ètverová matie typu (n, n) se nazývá ètverová matie n−tého
øádu.

Øádky a sloupe matie

Prvky matie jsou organizovány do øádkù (øádkovýh vektorù) a sloupù

(sloupovýh vektorù).

i−tý øádek (øádkový vektor): (ai1, ai2, ..., ain) = ai

j−tý sloupe (sloupový vektor): (a1j, a2j, ..., amj) = ai

Pøíklad 8.

A =





1 2 3 4

0 −2 3 1

4 0 0 1



 .

Transponovaná matie k matii A: AT

AT = [aij]
T = [aji] .

Pøíklad 9.

A =





1 2 3 4

0 −2 3 1

4 0 0 1



 , AT =











1 0 4

2 −2 0

3 3 0

4 1 1
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Hlavní diagonála matie

- je tvoøena prvky se stejným èíslem øádku a sloupe, tj. prvky aii.

Diagonální matie

- v¹ehny prvky mimo hlavní diagonálu jsou rovny nule

Pøíklad 10.





−2 0 0

0 1 0

0 0 3





Poznámka. Vìt¹inou se pod pojmem diagonální matie rozumí matie

ètverová. Nìkdy se v¹ak tento pojem zobeòuje i na obdélníkové matie.

Jednotková matie

- diagonální matie se v¹emi prvky na hlavní diagonále rovnými jedné, tj.

aii = 1.

Pøíklad 11.

I =





1 0 0

0 1 0

0 0 1





Poznámka. Jednotková matie je ètverová. Je-li tøeba, zapisujeme I(n,n)
nebo In×n, napø. I3×3.

Trojúhelníková matie

horní:





2 0 0

3 3 0

4 5 1



 , dolní:





4 5 1

0 3 3

0 0 2



 .
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Poznámka. Trojúhelníková matie je ètverová.

Symetriká matie: aij = aji, tj. AT = A

Pøíklad 12.





1 2 0

2 0 −1

0 −1 −2





Poznámka. Symetriká matie je ètverová.

Pøíklad 13. Zápis ku¾eloseèky x2 + 6xy + 9y2 + 2y − 1 = 0 pomoí

(symetriké) matie:

[

x y 1
]

·





1 3 0

3 9 1

0 1 −1



 ·





x

y

1



 = 0.

Antisymetriká matie: aij = −aji, tj. AT = −A

Pøíklad 14.





0 2 0

−2 0 −1

0 1 0



 ,





0 1 −3

−1 0 2

3 −2 0



 .

Pøíklad 15. Matie otoèení kolem poèátku o úhel α:

[

cosα − sinα

sinα cosα

]

.

Nulová matie: aij = 0

Pøíklad 16.

O3×3 =





0 0 0

0 0 0

0 0 0



 , O3×2 =





0 0

0 0

0 0



 .
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3.1 Cvièení - U¾ití mati pøi øe¹ení soustav lineárníh rovni

Lineární kombinae vektorù

1. Vytvoøte uvedenou lineární kombinai s danými vektory a koe�ienty.

a) k~a + l~b; ~a = (1, 3, 0),~b = (−2, 0, 4); k = 1, l = 5,

b) k~a + l~b +m~c; ~a = (2, 10),~b = (−1, 5),~c = (9,−7); k = 4, l = 3,m =

−2,

) k~a + l~b +m~c; ~a = (4, 3,−2),~b = (0, 2,−1),~c = (3, 1,−7); k = 2, l =

−3,m = 5,

d) k~a + l~b +m~c; ~a = (1, 0, 2),~b = (0, 1),~c = (3, 1, 0); k = 7, l = 4,m =

−2.

2. Urèete koe�ienty pøíslu¹né lineární kombinae tak, aby platila uvedená

rovnost.

a) x~a + y~b = ~o; ~a = (1, 3),~b = (−2, 6), ~o = (0, 0) (nulový vektor),

b) k~a + l~b + m~c = ~d; ~a = (1, 0, 1),~b = (0, 1,−1),~c = (1, 1, 0), ~d =

(1, 2, 1).

Soustavy lineárníh rovni

1. Øe¹te dané soustavy v R2
(R3

)

(a) x + y = 5

2x + y = 6

(b) x + y = 5

2x + 2y = 6

() x + 2y = 5

2x + 4y = 10

(d)2x + 3y = 1

3x− 5y = 2

(e) x + 2y − z = 3 (f) x + y = 1 (g) x + 2y − z = 5

2x + y + z = 7
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(h) x + z = 3

2x + y + z = 3

3x− y + 2z = 8

(i) x− y + 5z = 2

4x + 3y − z = 3

8x + 6y − 2z = 7

(j) 2x + y + z = 9

x− y + z = 2

x− 4y + 2z = −3

Úlohy na dal¹í provièení

2. Øe¹te dané soustavy v R2
(R3

, R4
)

(a) 2x− 6y = 4

−x + 3y = 2

(b) x− 3y = 1

5x− 15y = 5

() p + q − r = 0

2p− q + 3r = 3

−p− q = 6

(d) 2u− v + 2w = 2

−u− v + 3w = 1

3u− 2w = 1

(e) 5x1 + 3x2 − x3 = 9

3x1 + 2x2 − x3 = 5

x1 + x2 + x3 = −1

(f) x + z − 2w = −3

2x− y + 2z − w = −5

−6y − 4z + 2w = 2

x + 3y + 2z − w = 1

(g) 3x1 + x2 = 1

x1 + 3x2 + x3 = 1

x2 + 3x3 + x4 = 1

x3 + 3x4 = 1

(h) 2x + 2y + 3z = 1

y + 2z = 3

4x + 5y + 7z = 15
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Domáí úkol

Pøíklad 1: Øe¹te dané soustavy v R2
(R3

, R4
)

(a) x− y = 7

x + 2y = 3

(b) 6u + v = 5

3u− 2v = 5

() x + 2y = 3

(d) x− y = 3

x + 2y = 9

2x− 3y = 4

(e) p + q − r = 0

2p− q + 3r = 3

−p− q = 6

(f) 2u− v + 2w = 2

−u− v + 3w = 1

3u− 2w = 1

Pøíklad 2: Urèete hodnoty koe�ientù a, b a c tak, aby soustava rovni

ax + by + cz = 3, ax − y + cz = 1, x + by − cz = 2 mìla øe¹ení x = 1,

y = 2, z = −1.

Pøíklad 3: Jaká mno¾ství 20% a 60% alkoholu musíme smísit, abyhom

dostali 50 litrù 30% alkoholu?

Pøíklad 4: Výlet lodí po proudu øeky do místa vzdáleného 75 km trvá 3

hodiny, zpáteèní esta proti proudu pak trvá 5 hodin. Urèete prùmìrnou

ryhlost lodi vzhledem ke klidné vodì a prùmìrnou ryhlost vody tekouí

v øee.
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4 Algebraiké operae s matiemi

4.1 Rovnost mati

A = B

Dvì matie se rovnají, jsou-li tého¾ typu a rovnají-li se jejih vzájemnì si

odpovídajíí prvky, tj. aij = bij.

Pøíklad 17.





1 2

3 4

5 6



 =





1 2

3 4

5 6



 ,





1 2

3 4

5 6



 6=
[

1 2

3 4

]

,





1 2

3 4

5 6



 6=





1 2

4 3

5 6



 .

4.2 Sèítání mati

A + B

Odèítání mati A−B de�nujeme pomoí ¹èítání a opaèné matie k B:

A− B = A + (−B).

Sèítat (odèítat) mù¾eme pouze matie tého¾ typu. Výsledkem je matie, je-

jí¾ prvky jsou souètem (rozdílem) vzájemnì si odpovídajííh prvkù danýh

mati.
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Pøíklad 18. Sèítání a odèítání mati:

a)

[

1 2 3

0 1 1

]

+

[

0 1 1

1 1 1

]

=

[

1 3 4

1 2 2

]

,

b)





2 3

1 0

5 9



−





1 8

0 1

2 10



 =





1 −5

1 −1

3 −1



 ,

)

[

1 2 3

0 1 1

]

+

[

0 1

1 1

]

NELZE,

d)

[

2 3

1 0

]

−
[

1 8 0

1 2 10

]

NELZE.

Vlastnosti operae sèítání mati na mno¾inì mati typu (m,n):

i) neomezenì de�novaná,

ii) komutativní

A +B = B + A,

iii) asoiativní

(A +B) + C = A + (B + C),

iv) s neutrálním prvkem (nulová matie)

A +O = O + A = A.

v) s inverzními prvky (opaèné matie)

A + (−A) = O.

Mno¾ina M(m,n) mati typu (m,n) tvoøí spolu s operaí sèítání mati ko-

mutativní grupu, zapisujeme (M(m,n),+).
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4.3 Násobení matie reálným èíslem

k · A, k ∈ R

Èíslem k násobíme ka¾dý prvek matie:

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 , k ∈ R, potom k · A =





ka11 ka12 ka13
ka21 ka22 ka23
ka31 ka32 ka33





Pøíklad 19.

a) 2





3 1

5 7

−8 9



 =





6 2

10 14

−16 18



 , b)

[

5 35 10

15 20 80

]

= 5

[

1 7 2

3 4 16

]

.

Pøíklad 20. Vypoètìte:

−3





1 1 −2

0 3 1

−5 1 0



 .

Vlastnosti operae násobení matie reálným èíslem (skalární

násobení matie):

i) neomezenì de�novaná,

ii) komutativní

kA = Ak,

iii) asoiativní

k(lA) = (kl)A,

iv) distributivní

k(A +B) = kA + kB,
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(k + l)A = kA + lA,

v) s jednotkovým prvkem (skalárem)

1A = A,

vi) násobení −1 (vznikne matie opaèná):

(−1)A = −A,

vii) násobení 0 (vznikne matie nulová):

0A = O(m,n).

Pøíklad 21. Vypoètìte hodnotu výrazu (výsledkem je matie) 2A+3B,

jsou-li dány matie: A =

[

−6 8

10 1

]

, B =

[

−11 1

−2 6

]

.

Pøíklad 22. Zjednodu¹te výraz: 2

[

1 2

3 4

]

+3

[

−2 0

0 −1

]

−5

[

−2 7

2 1

]

.

Pøíklad 23. Pro A =





13 5

20 0

−20 13





, B =





1 1

2 3

4 2





, C =





2 1

4 1

−3 4





urèete A + 2(B − 2C)

Pøíklad 24. Pro A =

[

3 5

2 −4

]

urèete neznámou matii X v rovnii

X + A = 0.
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4.4 Cvièení - Matiové operae

1. Pro následujíí matie urèete hodnoty parametrù a, b a c, tak, aby platilo

A = B :

a) A=

[

a2 1 c

2 3 a

]

, B=

[

−a 1 4

2 b −1

]

,

b) A=





1 4 3

a 2 4

9 1 c



 , B=





1 4 3

2 2 4

b 1 0



 ,

) A=





a2 a 1

b 1 2

1 + a 2 + c 6



 , B=





a2 a 1

3 1 2

2 4 6



 .

d) A=





1 3 + a 2

1 + b a 5

b2 1 a2



 , B=





1 −1 c

4 a 5

b2 1 a2



 .

2. Urèete hodnoty v¹eh uvedenýh neznámýh:

a)





x− 3

12

0



 =





8

y

z + 4



 , b)

[

x + y 1

0 x− y

]

=

[

2 1

0 8

]

,

)

[

2x + 3y

x− y

]

=

[

3

4

]

.

3. Urèete hodnoty neznámýh x, y v ní¾e uvedenýh rovniíh, jestli¾e a, b,

c a d jsou reálná èísla rùzná od nuly:

a)

[

ax

by

]

=

[

1

0

]

, b)

[

ax + y

bx + y

]

=

[

1

0

]

, )
[

ax + b cy + d
]

=
[

1 0
]

.
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4. Pro uvedené matie A, B vypoèítejte lineární kombinae s koe�ienty k,

l v uvedeném poøadí:

a) A =





1 4 5

2 1 4

3 2 2



 , B =





2 3 −1

1 2 4

1 0 3



 ; k = 1, l = 3,

b) A =

[

1 4 1

2 4 0

]

, B =

[

2 1 1

0 2 4

]

; k = −1, l = 2,

) A =





4 3 1

2 1 1

1 2 1



 , B =





6 1 0

2 4 2

1 1 2



 ; k = 4, l = −2,

d) A =





3 1 4

2 2 1

3 6 2



 , B =

[

3 2 1

4 2 3

]

; k = −3, l = 3.

5. Øe¹te uvedené matiové rovnie pro neznámou matii X.

a) X +

[

3 2

1 0

]

=

[

6 3

7 −1

]

, b) X +

[

0 4

9 −1

]

=

[

2 0

−1 2

]

,

) X + 3

[

−3 2

0 −1

]

=

[

−4 10

12 0

]

, d) X −
[

0 5

1 −2

]

= 3

[

2 −3

3 1

]

,

6. Jsou dány matie A =





2 −1 3

1 0 2

−1 2 3



 , B =





0 0 1

4 1 3

2 −1 1



 .

Urèete neznámou matii X, která je øe¹ením rovnie (tzv. matiová rov-

nie):

a) 2X −A = B, b) X + 2B + A = I,

) BT − 2I = A +X, d) X − AT = 3B − 2X −A,

e) 3X + BT = 2A +X − B.
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7. Jsou dány matie

A =





1 2 0

−1 1 2

0 2 0



 , B =





1 0 1

−2 1 4

2 0 1



 , C =





0 0 1

0 −1 0

0 0 1



 .

Urèete neznámou matii X, která je øe¹ením rovnie:

2(I −X) + AT = 2A + 3(X − B + 2C).

Domáí úkol

Pøíklad 1: Øe¹te matiovou rovnii pro neznámou matii X:

X −
[

1 7

0 −2

]

= 5

[

−2 3

4 7

]

.

Pøíklad 2: Jsou dány matie

A =





1 2 0

−1 1 2

0 2 0



 , B =





1 0 1

−2 1 4

2 0 1



 , C =





0 0 1

0 −1 0

0 0 1



 .

Urèete neznámou matii X, která je øe¹ením rovnie

2(I −X) + AT = 2A + 3(X −B + 2C).
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4.5 Násobení mati

Skalární souèin vektorù

Pøesnìji Eukleidovský skalární souèin. Uva¾ujme vektory ~u = (u1, u2, ..., un),

~v = (v1, v2, ..., vn). Potom jejih skalárním souèinem rozumíme operai, je-

jím¾ výsledkem je èíslo (skalár) a která je dána pøedpisem:

~u · ~v = u1v1 + u2v2 + ... + unvn.

Pøíklad 25. Uva¾ujme vektory ~u = (1, 5, 3), ~v = (0,−2, 1), ~w = (7, 2).

Potom

~u · ~v = 1 · 0 + 5 · (−2) + 3 · 1 = −7

ale souèiny ~u · ~w, ~v · ~w nemají smysl.

Poznámky. Skalární souèin

1) Skalárnì lze násobit pouze vektory se stejným poètem prvkù, tj. ~u ·~v =

(1, 5, 3) · (7, 2) nemá smysl.

2) Výsledkem skalárního souèinu je reálné èíslo (skalár).

3) Skalární souèin souvisí s odhylkou (úhlem) ϕ pøíslu¹nýh dvou vektorù:

~u · ~v = u1v1 + u2v2 + ... + unvn = |~u||~v| cosϕ
Potom

cosϕ =
~u · ~v
|~u||~v|.

Násobení mati

A · B

[

2 1 1

3 -1 0

]

·





1 2 1

1 0 1

5 8 0



 =

[

8 12 3

2 6 2

]
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Poznámky. Násobení mati

1)Ne ka¾dé dvì matie lze násobit. Napøíklad pro matieA =

[

1 1 1

2 1 3

]

, B =
[

1 0

1 1

]

má smysl násobení v poøadí B · A, ale v poøadí A · B je násobit

nelze. Nabízí se otázka þJak poznáme, zda jsou dvì matie v pøíslu¹ném

poøadí násobitelné?ÿ Lze vyu¾ít jejih typy. Napøíklad násobení

[

1 0

1 1

]

·
[

1 1 1

2 1 3

]

=

[

1 1 1

3 2 4

]

mù¾eme napsat pomoí typù zúèastnìnýh mati takto:

( 2 , 2 ) · ( 2 , 3 ) = ( 2 , 3 ).

Porovnejme tento zápis se zápisem násobení

[

1 1 1

2 1 3

]

·
[

1 0

1 1

]

,

které nemá smysl:

(2, 3 ) · ( 2 , 2).
Odpovìï na vý¹e uvedenou otázku je jistì ji¾ zøejmá.

2) Násobení mati není komutativní.

Pøíklad 26. Pro matie A =

[

1 2

2 5

]

, B =

[

3 4

−2 −1

]

platí:

A · B =

[

−1 2

−4 3

]

,

B ·A =

[

11 26

−4 −9

]

.
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Pøíklad 27. Jsou dány matie A =

[

7 −3

5 −2

]

, B =

[

1 3

−5 10

]

, C =
[

3 −2

5 −4

]

. Doka¾te:

a) AB = BA, b) AC 6= CA,

) (A +B)2 = A2 + 2AB +B2
, d) (A + C)2 6= A2 + 2AC + C2

.

Vlastnosti operae násobení mati (za pøedpokladu, ¾e je pro

dané matie de�nováno):

i) asoiativní

(AB)C = A(BC)

,

ii) nulová matie (znaèíme ji O)

AO = O, OA = O

,

iii) jednotková matie (znaèíme ji I nebo E)

AI = IA = A

,

iv) (+, ·)−distributivní

A(B + C) = AB + AC, (A +B)C = AC +BC

.

Poznámka. Uva¾ujme mno¾inuMn×n v¹eh ètverovýh mati tého¾ øádu

n. Je zøejmé, ¾e operae násobení mati je na této mno¾inì neomezenì de-

�novaná (Zdùvodnìte!). Pøidáme-li k neomezené de�novanosti je¹tì vý¹e

uvedené vlastnosti (i){(iii) (tj. bez distributivnosti), mù¾eme øíi, ¾e alge-

braiká struktura (Mn×n, ·) tvoøí tzv. monoid. Není struktura (Mn×n, ·)
rovnou grupou? Jaké vlastnosti by musela je¹tì mít?
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4.6 Cvièení - Násobení mati

1. Pro následujíí dvojie mati A,B urèete souèin AB (pokud existuje,

urèete také BA):

a) A=
[

1, −4, 2, 3
]

, B=
[

2, 1, −1, 2
]T

;

b) A=
[

2, 0
]

, B=
[

3, −5
]T

;

) A=





1 3 2

−1 0 5

2 1 0



 , B=
[

1 −1 3
]T

;

d) A=
[

2 0 −1 0
]

, B=











3 4 2

1 −5 3

1 2 0

4 3 1











.

2. Pro dané matie A,B vypoèítejte souèiny AB a BA:

a) A=

[

1 3

2 0

]

, B=

[

3 1 2

2 −1 7

]

;

b) A=
[

1, 4, 5, 7
]

; B=
[

2, −5, 3, 2
]T
;

) A=





1 0 0

0 1 0

0 0 1



 , B=





3 −1 4

2 1 −5

7 2 0



 ;

d) A=





2 0 0

0 −3 0

0 0 5





; B=





9 −1 3

1 6 3

3 2 2





;
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e) A=











2 3 −1

4 1 0

2 1 6

1 5 3











, B=





3 5 2

2 0 4

1 4 7





;

f) A=

[

1 0 −1 2

0 4 1 0

]

, B=

[

0 1

1 0

]

.

3. Uka¾te, ¾e pro dané matie A, B platí (AB)T = BA

A =





2 5 −3

5 1 4

−3 4 6



 , B =





4 2 1

2 5 6

1 6 3



 .

4. Na danýh matiíh uka¾te, ¾e platí (AB)T = BTAT

A =





2 1 4 3

1 6 2 1

1 1 −2 4



 , B =











1 4 3

2 1 5

−1 3 2

1 7 3











.

Odpovídá výsledek pøedhozího vièení 3 platnosti vztahu (AB)T =

BTAT
? Vysvìtlete!

5. Ovìøte platnost vztahu (ABC)T = CTBTAT :

a) A =

[

1 5

3 1

]

, B =

[

3 −2

4 5

]

, C =

[

−2 3

5 7

]

.
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Domáí úkol

Pøíklad 1: Vypoèítejte souèiny AB a BA pro následujíí matie:

A=
[

4, 1, 7, 5, 3
]

, B=
[

3, −1, 0, 1, 4
]T
.

Pøíklad 2: Na danýh matiíh uka¾te, ¾e platí (AB)T = BTAT
:

A =





3 1 4

2 1 2

4 2 3



 , B =





2 1 3

1 2 5

0 2 1





.
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5 Rùzné zápisy soustavy lineárníh rovni

Pøíklad 28. Øe¹te soustavu lineárníh rovni:

2x− 3y + z = 0

x + 2y − z = 3

2x + y + z = 12.

i) Pøímý zápis

2x− 3y + z = 0

x + 2y − z = 3

2x + y + z = 12.

ii) Zápis formou roz¹íøené matie soustavy

A =





2 −3 1 0

1 2 −1 3

2 1 1 12





Obenì: A =
[

A B
]

, kde A je matie soustavy a B je matie (sloupový

vektor) pravýh stran.

iii) Zápis u¾itím násobení mati





2 −3 1

1 2 −1

2 1 1



 ·





x

y

z



 =





0

3

12





Obenì: A ·X = B, kde X je matie (sloupový vektor) neznámýh.
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iv) Zápis jako lineární kombinae sloupovýh vektorù ma-

tie A

x ·





2

1

2



 + y ·





−3

2

1



 + z ·





1

−1

1



 =





0

3

12





Poznámka. Lineární kombinaí vektorù ~u1, ~u2, ..., ~un rozumíme vý-

raz (vektor)

k1~u1 + k2~u2 + ... + kn~un,

kde k1, k2, ..., kn jsou reálná èísla, kterým øíkáme koe�ienty lineární

kombinae.

Pøíklad 29. Jsou dány vektory ~a = (1, 2, 5), ~b = (−2, 0, 3), ~c = (4, 1, 1).

Urèete vektor

5~a− 4~b + ~c,

který je jejih lineární kombinaí.
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6 Gaussova eliminae

Pøíklad 30. Øe¹te v R3
soustavu lineárníh rovni:

x + 2y + z = 2

2x + 6y + z = 7

x + y + 4z = 3

Øe¹ení:

Metoda sèítaí Metoda matiová

Soustavu pøevedeme na troj-

úhelníkový tvar:

Pou¾ijeme Gaussovu elimi-

nai:

x + 2y + z = 2

2x + 6y + z = 7

x + y + 4z = 3





1 2 1 2

2 6 1 7

1 1 4 3





x + 2y + z = 2

2y − z = 3

−y + 3z = 1





1 2 1 2

0 2 −1 3

0 −1 3 1





x + 2y + z = 2

−y + 3z = 1

2y − z = 3





1 2 1 2

0 −1 3 1

0 2 −1 3





x + 2y + z = 2

−y + 3z = 1

5z = 5





1 2 1 2

0 −1 3 1

0 0 5 5





x + 2y + z = 2

−y + 3z = 1

z = 1





1 2 1 2

0 −1 3 1

0 0 1 1





[x, y, z] = [−3, 2, 1] Gaussùv tvar matie
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6.1 Gaussova eliminaèní metoda

Soustavu m lineárníh rovni o n neznámýh mù¾eme øe¹it uplatnìním

tzv. Gaussovy eliminaèní metody na její roz¹íøenou matii. Je zalo¾ena na

vytváøení posloupnosti navzájem ekvivalentníh mati (tj. jim odpovídajíí

soustavy mají stejná øe¹ení), která konèí matií v tzv. Gaussovì tvaru. K

tomu pou¾íváme následujíí ekvivalentní úpravy mati.

Ekvivalentní úpravy mati

1) Vzájemné prohození dvojie øádkù matie.

2) Vynásobení øádku matie nenulovou konstantou (reálným èíslem).

3) Pøiètení (odeètení) násobku øádku matie k jinému øádku.

4) Odstranìní nulového øádku.

Cílem postupného provádìní tìhto ekvivalentníh úprav je:

Matie v Gaussovì tvaru

- matie, u které na ka¾dém øádku pøibyde zleva alespoò jedna nula oproti

øádku pøedhozímu.

Pøíklady mati v Gaussovì tvaru:











1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 5 5

0 0 0 8











,





1 3 8 9

0 0 2 3

0 0 0 1





,





2 0 0 1 0

0 0 2 3 0

0 0 0 0 3



 .

Pøíklady mati, které nejsou v Gaussovì tvaru:











2 3 1 8

0 1 2 3

0 3 5 5

0 0 1 8











,











2 3 1 8

0 1 2 3

0 0 0 5

0 0 0 0











.

34



Ekvivalentní matie

Dvì matie, z nih¾ jedna vznikla z druhé vý¹e uvedenými úpravami, nazý-

váme ekvivalentní. Soustavy rovni, pøíslu¹né tìmto dvìma matiím, mají

stejná øe¹ení. Ekvivaleni mati A,B znaèíme takto:

A ∼ B.

6.2 Gauss-Jordanova eliminaèní metoda

Pøíklad 31. Øe¹te soustavu lineárníh rovni:

2x− y − z = 4

3x + 4y − 2z = 11

3x− 2y + 4z = 11.

Øe¹ení:





2 −1 −1 4

3 4 −2 11

3 −2 4 11



 ∼





2 −1 −1 4

0 11 −1 10

0 −1 11 10



 ∼





2 −1 −1 4

0 −1 11 10

0 11 −1 10



 ∼ .

∼





2 −1 −1 4

0 −1 11 10

0 0 120 120



 ∼





2 −1 −1 4

0 −1 11 10

0 0 1 1



 ∼





2 −1 0 5

0 −1 0 −1

0 0 1 1



 ∼ .

∼





2 0 0 6

0 1 0 1

0 0 1 1



 ∼





1 0 0 3

0 1 0 1

0 0 1 1



 .

Pokud pokraèujeme v ekvivalentníh úpraváh i po dosa¾ení Gaussova

tvaru, s ílem dostat nuly i nad hlavní diagonálou a v hlavní diagonále

samé jednièky, provádíme tzv. Gauss-Jordanovu eliminai. Tu lze

pou¾ít k øe¹ení soustavy, která má právì jedno øe¹ení (jedná se o tzv. re-

gulární matii). Toto øe¹ení (v na¹em pøíkladì uspoøádanou trojii hodnot

[x, y, z] = [ 3 , 1 , 1 ]) najdeme v posledním sloupeèku matie v Gauss-

Jordanovì tvaru (viz èervenì zvýraznìné hodnoty).
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6.3 Cvièení

1. Dané soustavy øe¹te Gaussovou (Gaussovou{Jordanovou) eliminaí:

a) 2x− y + 3z = 5,

4x + y = 13,

3x + 4z = 4,

b) x + y + z = 0,

x− y + z = 2,

x− y − z = 10,

) x + 2y − z = 0,

−x + y = 5,

x + 2z = 6,

d) x− 2y + z = 9,

3x + y = 1,

−2x− 3y − z = 0,

e) x + 2y + 3z = 3,

2x + 3y + 4z = 2,

−3x− 5y + 2z = 4,

f) 2x + y + z = 3,

4x + 3z = 5,

3x + 2y = 1.

g) 2x− y − 2z = 5,

3x− y = 1,

5x + 4z = −2.
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7 Aplikae Gaussovy eliminae

7.1 Øe¹ení soustavy lineárníh rovni

V kapitole 6 jsme se seznámili s Gaussovou eliminaí prostøednitvím je-

jího pou¾ití pøi øe¹ení soustavy lineárníh rovni. Vìnovali jsme se pøi tom

pøedev¹ím popisu této eliminaèní metody a pøedstavení jednotlivýh úprav,

které ji tvoøí. Skuteènost, ¾e øe¹íme soustavu rovni tak prozatím ustou-

pila do pozadí. Detailní a obený popis metody øe¹ení soustav lineárníh

rovni u¾itím eliminae nás teprve èeká. Klíèovou roli pøi rozhodování o

øe¹itelnosti dané soustavy hraje v této metodì tzv. Frobeniova vìta, která

operuje s pojmem hodnost matie.

7.2 Hodnost matie

Hodností dané matie A rozumíme èíslo, které je rovno poètu øádkù matie

v Gaussovì tvaru (mìjme na pamìti, ¾e nulové øádky nepoèítáme), která

je s matií A ekvivalentní. Hodnost matie A znaèíme

h(A).

Poznámka. Po zavedení pojmù þvektorový prostorÿ a þdimenzeÿ budeme

hodnost matie de�novat jako dimenzi vektorového prostoru gene-

rovaného øádkovými (sloupovými) vektory matie.

Pøíklad 32. Urèete hodnost matie

A =











2 1 3 −1

3 −1 2 0

1 3 4 −2

4 −3 1 1











.

Poznámka. Pro hodnost matie typu (m,n) platí:

h(A) ≤ min(m,n).
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7.3 Regulární/singulární matie

Ètverovou matii A nazýváme regulární, právì kdy¾ je její hodnost h(A)

rovna jejímu stupni, tj. platí:

h(A) = n.

Pøíklad 33. Která z následujííh mati je regulární?

a) A1 =

[

2 1

1 4

]

, b) A2 =

[

1 −2

−2 4

]

,

) A3 =





3 −2 1

−1 4 −3

3 −2 5





, d) A4 =





1 −2 3

−2 4 −1

3 −1 2





.

Ètverovou matii, která není regulární, nazýváme singulární.

7.4 Výpoèet inverzní matie

Nyní se vrátíme k násobení mati, jeho¾ vlastnostmi jsme se zabývali na

str. 27. Uká¾eme si, ¾e ke ka¾dé regulární ètverové matii existuje inverzní

matie, tj. inverzní prvek vzhledem k operai násobení mati.

Neh» A je ètverová matie stupnì n. Matie X tého¾ stupnì se nazývá

inverzní matií k matii A, jestli¾e platí

X · A = A ·X = I, (1)

kde I je jednotková matie stupnì n. Inverzní matii znaèíme

A−1.

K výpoètu inverzní matie mù¾eme vyu¾ít Gauss-Jordanovu eliminai, jak

ilustruje následujíí pøíklad 34.
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Pøíklad 34. Urèete neznámou matii X, která je øe¹ením rovnie

[

1 2

4 3

]

·X =

[

1 0

0 1

]

(2)

Øe¹ení: Neznámou matii X mù¾eme zapsat obenì takto:

X =

[

x1 x2
x3 x4

]

.

Potom lze rovnii (2) psát ve tvaru:

[

1 2

4 3

]

·
[

x1 x2
x3 x4

]

=

[

1 0

0 1

]

,

kterému odpovídají následujíí dvì soustavy, li¹íí-se jenom pravými stra-

nami:

x1 + 2x3 = 1

4x1 + 3x3 = 0

x2 + 2x4 = 0

4x2 + 3x4 = 1
.

Tyto soustavy øe¹íme najednou, pomoí Gaussovy-Jordanovy eliminae

jedné spoleèné þroz¹íøenéÿ matie:

[

1 2 1 0

4 3 0 1

]

∼ ... ∼







1 0 −3

5

2

5

0 1
4

5
−1

5






. (3)

Potom:

X =







−3

5

2

5
4

5
−1

5






.

Ze zadání pøíkladu je zøejmé, ¾e nalezená matie X je matie inverzní

k matii A.

ÚKOL: Ovìøte, zda pro nalezenou matixi X platí

A · A−1 = A−1 · A = I.
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Poznámka. Z postupu øe¹ení pøíkladu 34 vyplývá, ¾e inverzní matie exis-

tuje pouze k regulární matii, jinak by nebylo mo¾né dostat v levé èásti vý-

sledné dìlené matie ve vztahu (3) matii jednotkovou.Regulární matii

proto mù¾eme harakterizovat také jako ètverovou matie, k ní¾ existuje

matie inverzní. V opaèném pøípadì hovoøíme o matii singulární.

Zbývá vyøe¹it dvì otázky týkajíí se existene a výpoètu inverzní matie:

1) Pokud existuje inverzní matie, je jediná, nebo jih mù¾e být víe?

2) Je nutné pøi výpoètu inverzní matie postupnì pou¾ít obì poøadí ná-

sobení uvedená v de�nièním vztahu (1), nebo staèí jenom jedno z nih?

Ad 1) Jednoznaènost existene inverzní matie

Nabízí se otázka, zda mù¾e k dané regulární matii existovat víe navzájem

rùznýh inverzníh mati. Odpovìdí je, ¾e ne. Platí toto tvrzení: þPokud k

matii A existuje inverzní matie, je jediná.ÿ

Jeho dùkaz provedeme sporem. Pøedpokládejme, ¾e existují dvì matie B

a C, které splòují de�nii inverzní matie k A, tj. AB = BA = I a

AC = CA = I. Potom ale B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C, o¾

je spor. Pøedpoklad tedy není správný, existuje jediná inverzní matie k A

(pokud existuje).

Ad 2) Výpoèet inverzní matie

Pøi výpoètu inverzní matie k A budeme vyu¾ívat následujíí vlastnost:

þJestli¾e A je regulární matie a pro matii X platí buï AX = I nebo

XA = I, je X matií inverzní k A, tj. X = A−1.ÿ

Pøi dùkazu uvedené vlastnosti pøedpokládáme platnost vztahu AX = I

a sna¾íme se dokázat platnost vztahu XA = I. Pøitom je¹tì vyu¾ijeme

de�nii inverzní matie. PlatíXA = IXA = (A−1A)XA = A−1(AX)A =

A−1IA = A−1A = I.
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Poznatky získané øe¹ením pøíkladu 34 na str. 39 a vý¹e uvedené dùkazy

jednoznaènosti existene inverzní matie a postaèujíí podmínky pro urèení

inverzní matie zavr¹íme formulaí názvu pou¾ité metody a jejího shema-

tikého znázornìní:

Výpoèet inverzní matie u¾itím Gaussovy-Jordanovy elimi-

nae:

[

A I
]

∼ ... ∼
[

I A−1
]

. (4)

Pøíklad 35. Urèete inverzní matii k matii

M =





2 1 1

3 2 1

2 1 2



 .

Pro regulární matie A, B tého¾ stupnì platí:

(A · B)−1 = B−1 · A−1. (5)

ÚKOL: Uka¾te platnost vlastnosti (5) na pøíkladu mati:

A =

[

1 2

0 1

]

, B =

[

0 1

−1 0

]

.

Poznámka. Vlastnost podobná (5) platí i pro transponované matie,

tj.

(A · B)T = BT · AT . (6)

ÚKOL: Uka¾te platnost této vlastnosti na pøíkladu mati:

A =

[

3 −1 −1

1 2 1

]

, B =





−1 2

2 0

−3 4



 .
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7.5 Øe¹ení matiovýh rovni

Matiovými rovniemi budeme rozumìt rovnie ve tvarehAX = B,XA =

B nebo AXB = C, kde A,B,C,X jsou matie, pøitom A,B,C jsou dány,

zatímo X je neznámá. Ka¾dou takovouto rovnii mù¾eme øe¹it postupem,

který jsme pou¾ili na poèátku øe¹ení pøíkladu 34 (kde jsme vlastnì øe¹ili

matiovou rovnii ve tvaru AX = B) a který byl zalo¾en na reprezentai

neznámé matie X pomoí jejíh (neznámýh) prvkù x1, x2, ...xm+n (pro

matii X typu (m,n)) a následném øe¹ení soustavym+n lineárníh rovni

s tìmito prvky jako neznámými.

Nyní si uvedeme dal¹í dvì metody øe¹ení matiovýh rovni, obì zalo¾ené

na eliminai. První z nih spoèívá v pøímé aplikai eliminae k vyøe¹ení

rovnie, druhá pak vyu¾ívá eliminai k nalezení inverzní matie, která je

následnì pou¾ita k vyøe¹ení rovnie.

7.5.1 Øe¹ení matiovýh rovni eliminaí

a)Rovnie typu AX = B

Pou¾ijeme postup (3), kterým jsme na str. 39 získali k dané matii matii

inverzní (jeho symboliký zápis (4) je uveden na str. 41). K rovnii AX =

B pøiøadíme dìlenou matii [A|B], ke které Gauss-Jordanovou eliminaí

najdeme ekvivalentní matii ve tvaru [I|R]. Potom matie R je øe¹ením

dané rovnie, tj. X = R. Shematiky zapí¹eme tento postup takto:

AX = B →
[

A B
]

∼ ... ∼
[

I R
]

.

b)Rovnie typu XA = B

Abyhom mohli pou¾ít eliminai, pøevedeme øe¹ení této rovnie na úlohu

pøedhozího typu. Vyu¾ijeme k tomu známý vztah (viz str. 29, 41)

(A · B)T = BT · AT ,
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kde A,B jsou matie a operae þ·ÿ je násobení mati. Obì strany rovnie

XA = B proto nejprve transponujeme. Dostaneme tak rovnii ATXT =

BT
, kterou øe¹íme vý¹e uvedeným postupem pro rovnie typu AX = B.

Musíme dát ale pozor na to, ¾e získaná matie R na pravé stranì výsledné

dìlené matie [I|R] je transponovaná matie øe¹ení dané rovnie, tj. X =

RT
. Shematiky zapí¹eme uvedený postup takto:

XA = B → ATXT = BT →
[

AT BT
]

∼ ... ∼
[

I R
]

→ X = RT .

)Rovnie typu AXB = C eliminaí nepoèítáme.

7.5.2 Øe¹ení matiovýh rovni u¾itím inverzní matie

Nyní si uká¾eme, jak se dá k øe¹ení v¹eh tøí typù matiovýh rovni vý-

hodnì pou¾ít inverzní matie. Vyu¾ijeme pøi tom de�nièní vztah (1) (viz

str. 38) pro inverzní matii zapsaný ve tvaru

A · A−1 = A−1 · A = I. (7)

Inverzní matii poèítáme u¾itím eliminae, jak je uvedeno na str. 41. Na

str. 75 si uvedeme je¹tì jednu metodu výpoètu inverzní matie, u¾itím

tzv. adjungované matie. Ta se uká¾e jako velie efektivní pro výpoèet

inverzníh mati þmalýhÿ mati typu (2, 2).

a)Rovnie typu AX = B

U¾itím inverzní matie k matii A vyjádøíme z rovnii neznámou matii X .

Postupujeme (pøi odvození, k vlastnímu výpoètu potom pou¾ijeme jenom

výsledek tohoto odvození) tak, ¾e obì strany rovnie

AX = B (8)

vynásobíme zleva matií A−1
(smìr násobení je dùle¾itý a je tøeba ho

dodr¾et na obou stranáh, proto¾e, jak víme, násobení mati není komuta-

tivní). Dostaneme

A−1AX = A−1B, (9)
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o¾ se dá díky (7) pøepsat jako

IX = A−1B, (10)

tj.

X = A−1B. (11)

Výpoètem pravé strany vztahu (11) tak dostaneme øe¹ení rovnie (8)

b)Rovnie typu XA = B

Podstata postupu øe¹ení rovnie tohoto typu je stejná jeko u typu pøedho-

zího, akorát násobíme obì její strany matií A−1
zprava. Aplikaí analo-

gikýh úprav pak postupnì dostaneme rovnie

XA = B, (12)

XAA−1 = BA−1, (13)

XI = BA−1, (14)

X = BA−1, (15)

kde, stejnì jako v pøedhozím pøípadì, vyu¾ijeme pravou stranu výsledného

vztahu (15) k pøímému výpoètu øe¹ení rovnie (12).

)Rovnie typu AXB = C

Pøi øe¹ení rovnie tohoto typu uplatníme oba pøedhozí postupy najednou

tak, obì její strany násobíme nejprve matií A−1
zleva a potommatií B−1

zprava, pøitom provádíme stejné úpravy jako v obou pøípadeh. Postupnì

tak dostáváme rovnie

AXB = C, (16)

A−1AXBB−1 = A−1CB−1, (17)

IXI = A−1CB−1, (18)

X = A−1CB−1, (19)

kde, opìt, pravá strana výsledného vztahu (19) poslou¾í k pøímému výpoètu

øe¹ení rovnie (16).
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Pøíklad 36. Jsou dány matie A =

[

0 1

−1 3

]

, B =

[

1 2

−1 1

]

,

C =

[

2 4

4 11

]

. Najdìte neznámou matii X tak, aby platilo:

a) AX = B, b) XA = B, c) AXB = C.

Pøíklad 37. Øe¹te matiové rovnie

a)

[

1 2

2 3

]

·X =

[

7 −1

12 −1

]

, b)X ·
[

−2 0

1 1

]

=

[

3 3

−5 −1

]

,

)

[

1 2

2 3

]

·X
[

−2 0

1 1

]

=

[

9 3

13 5

]

.

7.6 Lineární závislost vektorù

De�nie 7.1 (Lineární závislost vektorù). Vektory ~v1, ~v2, ..., ~vn nazý-

váme lineárnì závislé právì tehdy, kdy¾ lze jeden z nih vyjádøit jako

lineární kombinai ostatníh, tj. kdy¾ existuje takové k ∈ {1, 2, ..., n},
pro které lze vektor ~vk zapsat takto:

~vk = c1~v1 + c1~v1 + ... + ck−1~vk−1 + ck+1~vk+1 + ... + cn~vn,

kde c1, c2, ..., cn ∈ R.

Uká¾eme si, ¾e Gaussova eliminae je efektivním nástrojem pro nalezení

takového mezi danými vektory, který je lineární kombinaí ostatníh. Tak

mù¾eme pomoí Gaussovy eliminae rozhodovat o lineární závislosti èi ne-

závislosti dané skupiny vektorù.

Pøíklad 38. Jsou dány vektory ~a = (1, 2, 1),~b = (2, 1, 3),~c = (3, 0, 5).

Rozhodnìte o jejih lineární závislosti.
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Øe¹ení: Vytvoøíme matii tak, ¾e dané vektory tvoøí její øádky. Jako ètvrtý

sloupe, který umístíme vnì matie, uvedeme jména vektorù. Potom Gaus-

sovou eliminaí pøejdeme od dané matie k matii v Gaussovì tvaru s ní

ekvivalentní. Jednotlivé kroky eliminae provádíme v¾dy s elými øádky,

ètvrté sloupe dílèíh mati tak slou¾í k þzaznamenáváníÿ tìhto krokù.

Výsledkem je následujíí posloupnost vzájemnì ekvivalentníh mati





1 2 1

2 1 3

3 0 5





~a
~b

~c

∼





1 2 1

0 −3 1

0 −6 2





~a
~b− 2~a

~c− 3~a

∼





1 2 1

0 −3 1

0 0 0





~a
~b− 2~a

~c− 3~a− 2(~b− 2~a)

.

Dùle¾itý je pro nás poslední øádek výsledné matie v Gaussovì tvaru. Tento

øádek je nulový, pøitom v þkontrolnímÿ (èi þzáznamovémÿ) sloupeèku je

výraz ~c− 3~a− 2(~b− 2~a). Po zjednodu¹ení uvedeného výrazu mù¾eme tuto

skuteènost interpretovat rovností

~a− 2~b + ~c = ~o,

ze které je patrné, ¾e kterýkoliv z vektorù ~a,~b,~c lze vyjádøit jako lineární

kombinai ostatníh. Napøíklad pro ~a platí ~a = 2~b−~c, vyjádøení zbývajííh

vektorù je nasnadì. Mù¾eme proto konstatovat, ¾e dané tøi vektory ~a,~b,~c

jsou lineárnì závislé.

Zku¹enost získanou øe¹ením pøíkladu 38 vyu¾ijeme k zefektivnìní metody

urèování lineární závislosti/nezávislosti danýh vektorù tak, abyhom ne-

museli k matii pøipojovat þzáznamovýÿ sloupeèek. Z výsledku je zøejmé,

¾e pokud jsou vektory lineárnì závislé, musí Gaussovou eliminaí vzniknout

alespoò jeden nulový øádek, tj. hodnost matie musí být men¹í, ne¾ je poèet

zkoumanýh vektorù (tj. poèet øádkù úvodní matie).

Postup vy¹etøování lineární závislosti dané skupiny vektorù mù¾eme tedy

formulovat takto: (i) Vektory zapí¹eme do matie jako její øádky. (ii)

Gaussovou eliminaí zjistíme hodnost této matie. (iii) Hodnost porov-

náme s poètem danýh vektorù. (iv) Pokud je hodnost men¹í ne¾ poèet

vektorù, jsou tyto vektory lineárnì závislé. Pokud je hodnost stejná
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jako poèet vektorù, jsou vektory lineárnì nezávislé. Situae, kdy hod-

nost matie je vìt¹í ne¾ poèet vektorù, nemù¾e nastat.

Otázkami lineární závislosti a nezávislosti vektorù se detailnì zabývá pøed-

mìt Lineární algebra a geometrie. Tam je ukázáno a dokázáno , ¾e pro

vy¹etøování lineární závislosti vektorù lze pou¾ít také matii, v ní¾ jsou

vektory organizovány do sloupù. Toto uspoøádání je mnohdy výhodnìj¹í

pro svou pøímou korespondeni k øe¹ení soustavy lineárníh rovni.

Øe¹ení pøíkladu 38 nám je¹tì ukazuje mo¾nost þalternativníÿ de�nie line-

ární závislosti pomoí nulového vektoru následujíím zpùsobem.

De�nie 7.2 (Lineární závislost vektorù). Vektory ~u1, ~u2, ..., ~un z vekto-

rového prostoru V nad tìlesem T se nazývají lineárnì závislé, právì

kdy¾ existuje aspoò jedna jejih netriviální lineární kombinae, která

je rovna nulovému vektoru, tj.

∃ a1, a2, ..., an ∈ T ;
n

∑

i=1

ai~ui = ~o ⇒ (a1 6= 0 ∨ a2 6= 0 ∨ ... ∨ an 6= 0).

Poznámka. Netriviální je taková lineární kombinae, její¾ alespoò jeden

koe�ient je rùzný od nuly. Pokud jsou v¹ehny koe�ienty rovny nule,

hovoøíme o triviální lineární kombinai.

Pøíklad 39. Zjistìte, který z vektorù ~a1 = (2, 2, 0, 0,−1), ~a2 = (1, 1, 5, 5, 1)

je lineární kombinaí vektorù ~a3 = (1, 1, 1, 1, 0), ~a4 = (1, 1,−1,−1,−1),

~a5 = (1,−1,−1, 0, 0).

Pøíklad 40. Zjistìte, zda jsou dané vektory lineárnì závislé nebo nezá-

vislé. Po zji¹tìní lineární závislosti urèete tu jejih lineární kombinai,

která je rovna nulovému vektoru.

a) ~a = (2, 5, 7), ~b = (6, 3, 4), ~c = (5,−2, 3),

b) ~a = (6, 4, 2), ~b = (−9, 6, 3), ~c = (−3, 6, 3).

) ~a = (−1, 0, 3), ~b = (4, 2, 0), ~c = (−5,−1, 9).
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d) ~a = (1, 3, 5), ~b = (2, 4, 6),

e) ~a = (3,−8, 1), ~b = (−6, 16,−2),

f) ~a = (3, 2, 7), ~b = (1, 1, 1), ~c = (2, 0, 3),

g) ~a = (3, 2, 0), ~b = (1, 1, 1), ~c = (5, 4, 2),

h) ~a = (1, 0, 0, 0), ~b = (2, 1, 0, 1), ~c = (3, 2, 1, 1),

i) ~a = (3, 0, 1, 0), ~b = (0, 3, 0, 1), ~c = (0, 1, 0, 3), ~d = (1, 0, 3, 0).
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7.7 Cvièení

1. Urèete hodnosti danýh mati:

a)





1 3 2 4

0 2 1 3

0 1 0 2





; {3}, b)











0 −3 4

1 −6 8

0 3 −4

0 −3
2

2











; {2}, )





1 −1 0

0 −2 1

2 4 −3





; {2},

d)











1 0 2 3

−2 1 0 −1

−1 1 2 2

−1 2 6 7











; {2}, e)











3 −1 5 2

1 −4 6 1

7 5 3 4

9 −14 28 7











; {2},

f)











1 −4 2 0

2 −3 −1 5

3 −7 1 −5

0 1 −1 −1











; {3}, g)















1 −2 3 4

5 1 1 −2

−2 −7 8 14

4 3 −2 −6

−3 −5 4 7















; {3},

h)











2 1 11 2

−1 0 4 1

5 4 56 11

6 −1 5 2











; {3}, i)











0 1 0 1 0

2 0 2 0 2

0 1 0 1 0

2 1 0 2 1











; {3},

j)















0 0 1 1 0

1 1 0 0 0

1 0 1 0 0

0 1 0 1 1

0 1 1 0 0















; {5}, k)















0 0 1 3 6 0

1 2 3 14 32 3

1 0 0 1 4 1

4 5 6 32 77 9

0 1 0 2 5 1















, {3}.
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2. Urèete inverzní matie k daným matiím:

a)





1 0 1

0 1 0

1 1 2





, b)





2 1 2

1 2 1

5 4 5





, )





−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2





,

d)





3 −1 2

4 −3 3

1 3 0





, e)





1 0 0

0 7 0

0 0 3





, f)





3 9 7

1 11 7

7 5 7





.

3. Dané soustavy øe¹te u¾itím inverzní matie:

a)

2x− 3y + z = 0

x + 2y − z = 3

2x + y + z = 12.

, b)

x + y − z = 3

x− z = 1

2y + z = 7.

4. Vypoètìte matii X z rovnie:

a)

[

2 1

1 0

]

·X =

[

3 2

1 1

]

, b) X ·
[

3 5

2 4

]

=

[

−1 5

−2 6

]

.

5. K daným matiím A, B vypoètìte A−1, B−1, B−1A−1
a (A · B)−1

a

souèiny B−1A−1
a (A · B)−1

vzájemnì porovnejte:

A =





1 2 0

0 1 3

0 0 1



 , B =





1 0 1

2 3 1

3 3 1



 .
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8 Determinant matie

Determinant urèujeme jenom u ètverovýh mati.

Pøíklad 41. Øe¹te soustavu rovni

x− y = 1 (20)

2x + 3y = 5. (21)

Øe¹ení: Soustavu øe¹íme napøíklad sèítaí metodou. Po odeètení dvojná-

sobku (22) od rovnie (23) dostaneme y = 3
5
. Dosazením do první rovnie

pak dostaneme x = 8
5.

Pøíklad 42. Øe¹te soustavu rovni

a11x + a12y = b1 (22)

a21x + a22y = b2. (23)

Øe¹ení: Za pøedpokladu, ¾e výraz a11a22 − a12a21 je rùzný od nuly, dostá-

váme toto øe¹ení:

x =
b1a22 − a12b2
a11a22 − a12a21

, y =
a11b2 − b1a21
a11a22 − a12a21

.

8.1 U¾ití determinantù pøi øe¹ení soustavy lineárníh rovni

Cramerovo pravidlo

Dané soustavì dvou rovni o dvou neznámýh pøiøadíme následujíí tøi

ètverové matie a u ka¾dé z nih vypoèítáme její determinant:

1. A =

[

a11 a12
a21 a22

]

. . . matie soustavy
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Pøi výpoètu determinantu této (i dal¹íh dvou) matie uplatníme tzv.

køí¾ové pravidlo, které usnadòuje výpoèet determinantu u mati dru-

hého øádu:

detA = a11 · a22 − a12 · a21

2. A1 =

[

b1 a12
b2 a22

]

. . . matie soustavy, u ní¾ je první sloupe na-

hrazen sloupovým vektorem pravýh stran rovni B =

[

b1
b2

]

.

detA1 = b1 · a22 − a12 · b2

3. A2 =

[

a11 b1
a21 b2

]

. . . matie soustavy, u ní¾ je druhý sloupe na-

hrazen sloupovým vektorem pravýh stran rovni B =

[

b1
b2

]

:

detA2 = a11 · b2 − a12 · b2

Øe¹ení dané soustavy lze potom, za pøedpokladu, ¾e detA 6= 0, zapsat ve

tvaru

x =
detA1

detA
, y =

detA2

detA
.

Aplikaí uvedeného postupu na Pøíklad 41 dostaneme výsledky, které od-

povídají jeho vý¹e uvedenému øe¹ení:

x =
detA1

detA
=

8

5
, y =

detA2

detA
=

3

5
.

52



Tato metoda není spojena jenom se soustavou dvou rovni o dvou nezná-

mýh. Lze ji pou¾ít pøi øe¹ení jakékoliv (regulární) soustavy n lineárníh

rovni o n neznámýh. Této metodì øe¹ení regulárníh soustav se øíká Cra-

merovo pravidlo. Obenì ji lze zapsat takto:

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
, ..., xn =

detAn

detA
; detA 6= 0.

Pøíklad 43. Vypoètìte obsah rovnobì¾níku, který je urèen vektory ~u =

(u1, u2), ~v = (v1, v2).

Pøíklad 44. Vypoètìte obsah rovnobì¾níku, který je urèen vektory ~u =

(4, 1), ~v = (2, 5).

8.2 Zápis determinantu

Uva¾ujme matii druhého øádu A =

[

a11 a12
a21 a22

]

, potom determinant ma-

tie A zapí¹eme ve tvaru

detA nebo

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22

∣

∣

∣

∣

.

V pøípadì matie øádu 2 pak ji¾ víme, ¾e detA = a11 · a22 − a12 · a21,

8.3 Výpoèet determinantu

Determinant je de�nován (Def.8.1) pro ètverové matie v¹eh øádù stejnì.

Pro matie øádù 1, 2, 3 a 4 se ale li¹í obvyklé zpùsoby jeho výpoètu. Nyní

se s nimi seznámíme.
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1. Matie øádu n = 1 :

A = [a11] , potom detA = a11.

2. Matie øádu n = 2 : KØÍ®OVÉ PRAVIDLO

A =

[

a11 a12
a21 a22

]

, potom detA = a11 · a22 − a12 · a21.

3. Matie øádu n = 3 : SARRUSOVO PRAVIDLO

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 ,

potom

detA = (a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32)−
−(a13 · a22 · a31 + a12 · a21 · a33 + a11 · a23 · a32).

Výpoèet determinantu matie 3. øádu si usnadníme uplatnìním následují-

ího shématikého postupu:

A =

a11 a12 a13 a11 a12
a21 a22 a23 a21 a22
a31 a32 a33 a31 a32

Nejprve násobíme prvky matie v následujííh tøeh liniíh rovnobì¾nýh

s hlavní diagonálou a tyto souèiny seèteme:

a 11 a12 a13 a11 a12
a21 a 22 a23 a21 a22
a31 a32 a 33 a31 a32

,

a11 a 12 a13 a11 a12
a21 a22 a 23 a21 a22
a31 a32 a33 a 31 a32

,

a11 a12 a 13 a11 a12
a21 a22 a23 a 21 a22
a31 a32 a33 a31 a 32
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Tak dostaneme výraz

(a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) (24)

Potom opakujeme stejný postup pro následujíí tøi smìry rovnobì¾né s

druhou diagonálou:

a11 a12 a 13 a11 a12
a21 a 22 a23 a21 a22
a 31 a32 a33 a31 a32

,

a11 a12 a13 a 11 a12
a21 a22 a 23 a21 a22
a31 a 32 a33 a31 a32

,

a11 a12 a13 a11 a 12

a21 a22 a23 a 21 a22
a31 a32 a 33 a31 a32

Výsledkem je výraz

(a13a22a31 + a11a23a32 + a12a21a33) (25)

Determinant matie A je potom roven rozdílu výrazù 24 a 25:

detA = (a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32)−(a13a22a31+a11a23a32+a12a21a33).

4. Matie øádu n > 3 : ROZVOJ DETERMINANTU

Rozvoji determinantu a jeho pou¾ití se zevrubnì vìnují kapitoly 8.8, 8.9.

Poznámka. Tato metoda výpoètu determinantu je pou¾itelná pro matii

jakéhokoliv øádu. Pro øády n ≤ 3 v¹ak vìt¹inou volíme speiální metody

uvedené vý¹e.

5. TROJÚHELNÍKOVÁ MATICE

Pro ètverové matie libovolného stupnì, které mají pod nebo nad hlavní

diagonálou samé nuly je determinant roven souèinu prvkù na hlavní diago-

nále.
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Pøíklad 45. Vypoètìte determinant matie

M =





2 3 0

0 −5 1

0 0 3



 .

Pøíklad 46. Vypoètìte determinanty tìhto mati:

A =

[

2 −1

−4 3

]

, B =





0 1 −2

−1 0 3

2 −3 0





, C =





1 2 3

2 5 8

3 8 10



 .

8.4 Permutae mno¾iny

Pøíklad 47. Vypoètìte následujíí determinanty. Hledejte spoleèné

rysy výrazù pro hodnoty determinantù mati 2. a 3. stupnì. Potom

se pokuste de�novat determinant.

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22

∣

∣

∣

∣

= ...,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ...

Poznatek z øe¹ení pøíkladu 47:

Determinant matie je tvoøen v¹emi takovými souèiny, ¾e z

ka¾dého øádku a z ka¾dého sloupe matie je v ka¾dém z nih

obsa¾en právì jeden prvek.

Tìhto souèinù je n! (n faktoriál), kde n je stupeò matie. Èást z nih je

uvedena znaménkem þ-ÿ, èást pak znaménkem þ+ÿ.

K vyslovení úplné de�nie determinantu zbývá u¾ jenom øíi, ¾e o tomto

znaménku rozhoduje poøadí, v jakém vybíráme èinitele pøíslu¹ného souèinu
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z jednotlivýh sloupù. Jedná se o znaménko permutae sloupo-

výh indexù.

Øe¹ení pøíkladu 47 mù¾eme zapsat takto:

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22

∣

∣

∣

∣

= (−1)0 · a11 · a22 + (−1)1 · a12 · a21,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (−1)0a11 · a22 · a33 + (−1)1a11 · a23 · a32 + (−1)1a12 · a21 · a33 +
+(−1)2a12 · a23 · a31 + (−1)2a13 · a21 · a32 + (−1)3a13 · a22 · a31,

kde exponenty u -1 vyjadøují poèet inverzí v odpovídajííh permutaíh

sloupovýh indexù. Znaménko moniny pak odpovídá znaménku tìhto

permutaí.

8.4.1 Permutae mno¾iny

Permutaí mno¾iny M rozumíme ka¾dé vzájemnì jednoznaèné zobrazení

mno¾iny M na sebe.

Uva¾ujme napøíklad mno¾inu M = {1, 2, 3}. Potom zobrazení f, pro které

platí f(1) = 3, f(2) = 1, f(3) = 2, je permutaí.

Permutae mno¾iny M pøedstavuje urèité uspoøádání jejíh prvkù. To

známe z kombinatoriky. Víme, ¾e poèet v¹eh permutaí n−prvkové mno¾iny

je roven n! = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · 2 · 1 (tj. n faktoriál).

Permutai obvykle znaèíme písmenem π. Symboliky ji mù¾eme zapsat

jako zobrazení

π : M → M.
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Konkrétní permutae mno¾iny M = {1, 2, 3} zapisujeme takto:

π1 =

(

1 2 3

1 2 3

)

, π2 =

(

1 2 3

3 1 2

)

, π3 =

(

1 2 3

2 3 1

)

, ...

Potom pro obrazy prvkù mno¾inyM platí napøíklad, ¾e π1(2) = 2, π2(1) =

3, π3(2) = 3 apod.

Poznámka. Mno¾ina v¹eh permutaí mno¾iny M spolu s operaí sklá-

dání permutaí (tj. skládání zobrazení, proto¾e permutae je zobrazení)

tvoøí grupu. Uka¾te to na pøíkladì. Je tato grupa komutativní?

Obenou permutai na mno¾inì M = {1, 2, 3, ..., n} zapí¹eme takto:

π =

(

1 2 3 ... n

r1 r2 r3 ... rn

)

, (26)

potom pro obraz prvku i mno¾iny M platí

π(i) = ri.

Inverze

Inverzí permutae π rozumíme dvojii obrazù rk, rl v matii (26), ní¾ je

vìt¹í èíslo pøed men¹ím, tj. rk > rl. Pøitom tato èísla nemusí být v zápise

permutae vedle sebe.

Pokud tedy v zápise permutae

π =

(

1 2 ... k ... l ... n

r1 r2 ... rk ... rl ... rn

)

je rk > rl, tvoøí tato dvì èísla jednu inverzi.
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Znaménko permutae

Znaménkem znπ ( nebo sgnπ) permutae π rozumíme hodnotu výrazu

(−1)k, kde k je poèet v¹eh inverzí permutae π. Zapisujeme

znπ = (−1)k.

Permutai o sudém poètu inverzí nazýváme sudou permutaí. Permu-

tai o lihém poètu inverzí pak nazýváme lihou permutaí. Hodnotu

funke znπ nazýváme paritou permutae. Sudá permutae má paritu +1,

lihá potom −1.

Pøíklady permutaí a urèení jejih znamének:

a) Permutae π1 na mno¾inì M = {1, 2, 3} :

π1 =

(

1 2 3

1 3 2

)

, k = 1, znπ1 = (−1)1 = −1.

b) Permutae π2 na mno¾inì M = {1, 2, 3, 4} :

π2 =

(

1 2 3 4

2 3 4 1

)

, k = 3, znπ2 = (−1)3 = −1.

) Permutae π3 na mno¾inì M = {1, 2, 3, 4} :

π3 =

(

1 2 3 4

3 4 1 2

)

, k = 4, znπ3 = (−1)4 = 1.

Pøíklad 48. Determinant matie druhého øádu:

∣

∣

∣

∣

a11 a12
a21 a22

∣

∣

∣

∣

= (−1)0 · a11 · a22 + (−1)1 · a12 · a21.

Jedna inverze v poøadí, proto znaménko minus.
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8.5 De�nie determinantu

De�nie 8.1 (DETERMINANT). Neh» A = (aij) je ètverová matie

n−tého øádu nad tìlesem T. Determinantem matie A rozumíme prvek

tìlesa T ve tvaru:

detA =
∑

π∈Sn
znπ · a1r1 · a2r2 · ... · anrn,

kde sèítáme pøes v¹ehny permutae π mno¾iny 1, 2, 3, ..., n. Mno¾ina

tìhto permutaí je oznaèena symbolem Sn.

Pøíklad 49.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (−1)0a11 · a22 · a33 + (−1)1a11 · a23 · a32 + (−1)1a12 · a21 · a33 +
+(−1)2a12 · a23 · a31 + (−1)2a13 · a21 · a32 + (−1)3a13 · a22 · a31,

8.6 Pravidla pro poèítání s determinanty

(vlastnosti determinantu)

Pro poèítání s determinanty platí následujíí pravidla. Tato pravidla se

bì¾nì uvádìjí ve formì vìty (nebo jednotlivýh vìt). Dùkaz pak vesmìs

vyhází z uvedené de�nie determinantu. My se zde spokojíme se seznamem

tìhto pravidel, doplnìným ilustraèními pøíklady.

1. Zamìníme-li vzájemnì dva øádky (sloupe), zmìní deter-

minant své znaménko.

∣

∣

∣

∣

2 3

1 2

∣

∣

∣

∣

= 1,

∣

∣

∣

∣

1 2

2 3

∣

∣

∣

∣

= −1.
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2. Jsou-li v¹ehny prvky jednoho øádku (sloupe) rovny nule,

je determinant roven nule.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

0 0 0

−3 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1·0·1+2·0·(−3)+3·0·1)−(3·0·(−3)+2·0·1+1·0·1) = 0

3. Obsahuje-li matie dva stejné øádky (sloupe), je její de-

terminant roven nule.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 2 3

4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (1 · 2 · 6 + 2 · 3 · 4 + 3 · 1 · 5)− (3 · 2 · 4 + 2 · 1 · 6 + 1 · 3 · 5) = 0

4. Je-li øádek (sloupe) lineární kombinaí ostatníh øádkù

(sloupù), je determinant roven nule.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 · k 2 · k 3 · k
4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (1 · 2 · k · 6 + 2 · 3 · k · 4 + 3 · 1 · k · 5)−
−(3 · 2 · k · 4 + 2 · 1 · k · 6 + 1 · 3 · k · 5)
= 1 · 2 · k · 6 + 2 · 3 · k · 4 + 3 · 1 · k · 5−
−3 · 2 · k · 4− 2 · 1 · k · 6− 1 · 3 · k · 5 = 0,

Poznámka. Z porovnání posledníh dvou pøíkladù plyne:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 · k 2 · k 3 · k
4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= k ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

1 2 3

4 5 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Jedná se o projev následujíí vlastnosti determinantù.

5. Násobíme-li prvky jednoho øádku (sloupe) nìjakým èís-

lem, násobí se tímto èíslem elý determinant.
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∣

∣

∣

∣

1 2

3 4

∣

∣

∣

∣

= −2,

∣

∣

∣

∣

13 26

3 4

∣

∣

∣

∣

= −26 = −2 · 13.

Dùsledky:

(i)

∣

∣

∣

∣

2 4

9 12

∣

∣

∣

∣

= 2 · 3 ·
∣

∣

∣

∣

1 2

3 4

∣

∣

∣

∣

= 2 · 3 · 2 ·
∣

∣

∣

∣

1 1

3 2

∣

∣

∣

∣

.

(ii) det (k ·A) = kn · detA, kde n je stupeò matie A.

6.Determinant se nezmìní, pøièteme-li k jednomu øádku (sloupi)

lineární kombinai ostatníh øádkù (sloupù).

Dùsledek:

Mo¾nost u¾ití Gaussovy eliminae pøi výpoètu determinantu.

Pøíklad 50. Výpoèet determinantu u¾itím eliminae k pøevedení ma-

tie na trojúhelníkový tvar:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

2 5 8

3 8 10

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

0 1 2

0 2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3

0 1 2

0 0 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · 1 · (−3) = −3.

Pøíklad 51. Výpoèet determinantu u¾itím eliminae k pøevedení ma-

tie na trojúhelníkový tvar:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 −1

−2 1 3

2 7 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1 3

0 1 −1

2 7 −8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1 3

0 1 −1

0 8 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1 3

0 1 −1

0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 6.
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7. Determinant matie transponované je stejný jako determi-

nant matie pùvodní.

detA = detAT

8. Determinant souèinu dvou mati je roven souèinu deter-

minantù jednotlivýh mati (Cauhyho vìta).

det (A · B) = detA · detB

Dùsledky:

(i) A · B 6= B ·A, ale
det (A · B) = det (B · A).

(ii) det (A · A−1) = detA · detA−1 ∧ det (A ·A−1) = detE = 1, po-

tom dostáváme vztah pro výpoèet determinantu inverzní matie detA−1 =
1

detA
, který uvádíme jako dal¹í vlastnost.

9. Determinant inverzní matie je roven pøevráené hodnotì

determinantu matie pùvodní

detA−1 =
1

detA
.

Poznámka. Pro ètverovou matii A stupnì n platí, ¾e následujíí tøi

tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) h(A) = n, (ii) detA 6= 0, (iii) A je regulární.
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8.7 Cvièení { vlastnosti determinantu

1.Napi¹te ètverovou matii 3. øádu takovou, ¾e:

a) její determinant je roven 0.

b) její determinant je roven 0, ale ¾ádné dva její prvky nejsou stejné.

2.Napi¹te ètverovou matii 3. øádu takovou, ¾e:

a) její determinant je roven 7.

b) její determinant je roven 7, ale ¾ádné dva její prvky nejsou stejné.

3.Bez pøímého výpoètu urèete hodnotu determinantu matieK =





1 2 3

4 5 6

7 8 9



 .

Výsledek zdùvodnìte.

4.K dané matii A =





2 1 3

0 5 1

4 3 2





napi¹te matii B, pro její¾ determinant

platí:

a) detB = 8 detA.

b) detB = − detA.

5.Vypoètìte determinant matie M =





−3 1 0

5 0 4

1 3 2





. Potom, bez pøímého

výpoètu urèete determinanty mati:

a)N =





−3 1 0

10 0 8

1 3 2





, b)P =





−3 1 0

10 0 24

1 3 6





,
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)Q =





5 0 8

−3 1 0

7 21 28





, d)R =





5 15 10

50 0 40

−15 5 0





.
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8.8 Vìta o rozvoji determinantu

Pøíklad 52. Uka¾te, ¾e platí

∣

∣

∣

∣

2 3

7 5

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2 0

7 5

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

0 3

7 5

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

1 0

7 5

∣

∣

∣

∣

+ 3

∣

∣

∣

∣

0 1

7 5

∣

∣

∣

∣

= 2

∣

∣

∣

∣

1 0

7 5

∣

∣

∣

∣

− 3

∣

∣

∣

∣

1 0

7 5

∣

∣

∣

∣

.

Potom ovìøte, zda analogiký þrozkladÿ daného determinantu, ov¹em

pro jiný øádek nebo sloupe, vede ke stejnému výsledku.

Pøíklad 53. Podle vzoru pøíkladu 52 dokonèete rozklady:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2

2 3 −5

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

2 3 −5

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 3 0

2 3 −5

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 2

2 3 −5

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= . . .

b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2

2 3 −5

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2

2 0 0

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2

0 3 0

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 2

0 0 −5

0 4 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= . . .

De�nie 8.2 (Algebraiký doplnìk prvku matie). Neh» A je ètverová

matie øádu n. Determinant matie, která vznikne z A vyneháním

i−tého øádku a j−tého sloupe nazveme subdeterminantem a zna-

èíme Mij. Èíslo

Aij = (−1)i+j ·Mij

nazveme algebraikým doplòkem prvku aij.

De�nie 8.3 (Rozvoj determinantu). Je-li ètverová matie øádu n ≥
2, pro ka¾dé i = 1, 2, ..., n de�nujeme rozvoj matie A podle i−tého

øádku jako výraz

ai1 · Ai1 + ai2 · Ai2 + ... + ain ·Ain

a pro ka¾dé j = 1, 2, ..., n de�nujeme rozvoj matie A podle j−tého

sloupe

a1j · A1j + a2j ·A2j + ... + anj ·Anj.
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Hodnoty tìhto rozvojù jsou nezávislé na volbì øádku nebo sloupe a

jsou ve v¹eh pøípadeh rovny hodnotì determinantu matie A.

Vìta 8.1 (O rozvoji determinantu - podle i−tého øádku). Neh» A = (aij)

je ètverová matie stupnì n. Potom

n
∑

k=1

aik · Ajk = δij · detA,

kde δij je tzv. Kronekerovo delta, pro které platí: δij = 1 pro i = j a

δij = 0 pro i 6= j.

Vìta 8.2 (O rozvoji determinantu 2 - podle i−tého sloupe). Neh» A =

(aij) je ètverová matie stupnì n. Potom

n
∑

k=1

aki · Akj = δij · detA,

kde δij je tzv. Kronekerovo delta, pro které platí: δij = 1 pro i = j a

δij = 0 pro i 6= j.

Dùkaz. - naznaèení dùkazu vìty o rozvoji podle i−øádku na pøíkladu ma-

tie 3. øádu a jejího rozvoje podle druhého øádku.

detA =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 0 0

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
0 a22 0

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
0 0 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= a21

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
1 0 0

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
0 1 0

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a23

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
0 0 1

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
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= a21 · (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

a11 a12 a13
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a22 · (−1)2 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

a12 a11 a13
a32 a31 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ a23 · (−1)3 ·
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

a13 a11 a12
a33 a31 a32

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= a21 ·(−1)3 ·
∣

∣

∣

∣

a12 a13
a32 a33

∣

∣

∣

∣

+a22 ·(−1)4 ·
∣

∣

∣

∣

a11 a13
a31 a33

∣

∣

∣

∣

+a23 ·(−1)5 ·
∣

∣

∣

∣

a11 a12
a31 a32

∣

∣

∣

∣

=

= a21A21 + a22A22 + a23A23.

Poznámka. Z uvedenýh vìt plynou následujíí vztahy, které pro nás

budou zanedlouho dùle¾ité:

a11A12 + a21A22 + ... + an1An2 = 0, pro i 6= j, (27)

a12A12 + a22A22 + ... + an2An2 = detA, pro i = j. (28)

8.9 Výpoèet determinantu matie stupnì n > 3

Vyu¾íváme tyto dvì metody:

1. Rozvoj determinantu podle øádku (sloupe).

2. Pøevedení matie na trojúhelníkový tvar u¾itím Gaussovy eliminae (pøi

respektování vlivu úprav matie na hodnotu determinantu).

Poznámka. Vìt¹inou uvedené metody kombinujeme. Nejprve vhodnou

manipulaí s øádky (sloupi) zajistíme sloupe (øádek) s jediným nenulo-

vým prvkem (aby mìl pøíslu¹ný rozvoj jenom jeden èlen). Potom podle nìj

provedeme rozvoj.
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Upozornìní: Je tøeba neustále myslet na to, jak pøíslu¹ná manipulae

s øádky (sloupi) mìní hodnotu (tøeba jenom znaménko) determinantu

matie.

Pøíklad 54. Vypoètìte determinant

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2 1 4

2 −4 0 0

3 −4 2 5

0 2 −4 −9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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8.10 Cvièení

1. Vypoètìte determinanty následujííh mati. O správnosti výsledku se

pøesvìdète u¾itím nìjakého poèítaèového programu, napøíklad wxMaxima,

Maple nebo Derive.

a)

[

2 −1

−4 3

]

, b)





0 1 −2

−1 0 3

2 −3 0





, )





1 2 3

2 5 8

3 8 10





, d)





−1 2 1

1 3 2

−4 1 2





,

e)





0 1 −1

−2 1 3

2 7 −8





, f)











5 −1 0 2

0 3 −1 5

0 0 −4 2

0 0 0 3











, g)











1 −2 1 4

2 −4 0 0

3 −4 2 5

0 2 −4 −9











,

h)





2 1 −1

0 4 3

3 2 −2





, i)





2 4 −3

−2 1 0

5 −2 4





, j)





4 0 0

−2 cos x − sinx

5 sinx cosx





,

k)





2 3 1

−1 2 4

1 −2 3





, l)











1 0 2 0

3 0 −1 0

4 1 5 1

−3 −1 0 −2











, m)











1 0 −1 2

2 3 2 −2

2 4 2 1

3 1 5 −3











,

n)











3 0 4 0

0 2 0 1

5 0 6 0

0 7 0 8











o)















−4 1 1 1 1

1 −4 1 1 1

1 1 −4 1 1

1 1 1 −4 1

1 1 1 1 −4















p)



















x y 0 0 0 0

0 x y 0 0 0

0 0 x y 0 0

0 0 0 x y 0

0 0 0 0 x y

y 0 0 0 0 x



















.
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2. Vypoètìte determinanty mati (matie øádu vy¹¹ího ne¾ 3 øe¹te rozvo-

jem i eliminaí):

a)

[

1 2

2 2

]

, b)





−2 0 0

0 −2 0

0 0 −2





, )





1 1 −1

−4 −5 6

−3 −3 4





,

d)















1 −2 1 4 −5

1 1 −2 3 −3

2 −1 −1 2 2

5 −1 0 5 5

2 2 0 4 −1















, e)





−2 5 7

4 1 0

3 1 1





, f)











4 3 2 1

2 1 2 3

1 2 3 4

3 2 1 2











.

g)











1 −2 1 4

2 −4 0 0

3 −4 2 5

0 2 −4 −9











, h)











1 2 3 4

−2 1 −4 3

3 −4 −1 2

4 3 −2 −1











, i)











3 2 0 5

1 2 −1 4

2 −7 6 0

−8 0 8 9











.

3. Pokuste se ukázat, ¾e platí vztahy

det

(

A 0

0 B

)

= detA detB, det

(

A C

0 B

)

= detA detB

a s jejih pomoí vypoètìte determinanty mati:

a)





3 2 −2

0 4 −5

0 3 7





, b)











1 2 −2 5

−3 1 0 −5

0 0 1 3

0 0 2 −2











, )











5 −1 0 0

2 5 0 0

2 4 4 −2

3 −2 9 −5











.

4. Urèete, pro která x je daná matie regulární:

a)

[

x 4

3 x + 1

]

, b)

[

x x

x 5

]

, )





x 1 3

0 x 2

2 1 4





, d)





1 0 x

2 1 1

x 0 x





.
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5. Vypoèítejte determinanty:

a)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 2

2 1 3

0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 −2 1

−5 3 4

2 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, )

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 1 1

1 3 1 1

1 1 3 1

1 1 1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, d)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 4 −3 −1 2

−5 6 5 2 3

4 −9 −3 7 −5

−1 −4 1 1 −2

−3 7 5 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

6. Pro matii A =











1 1 −1 0

2 0 4 2

1 2 0 0

−1 1 2 1











urèete následujíí hodnoty:

a) det (A), b) det (A−1), ) det (AT ), d) det (5A).

7. Vypoèítejte, pro která x je daná matie A regulární / singulární:

A =











7 0 1 2

0 x −1 x

0 2 3 1

0 1 x 1











.
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9 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo pøedstavuje metodu øe¹ení regulárníh soustav lineár-

níh rovni pomoí determinantù.

Vìta 9.1 (Cramerovo pravidlo). Neh» A · x = b je soustava lineárníh

rovni, kde A je regulární matie stupnì n. Pro ka¾dé j = 1, 2, ..., n

oznaème Aj matii, která vznikne z matie A nahrazením j−tého

sloupe sloupovým vektorem b pravýh stran rovni dané soustavy.

Potom pro ka¾dé j = 1, 2, ..., n platí:

xj =
detAj

detA
.

Dùkaz. Nejprve si pøipomeòme vìtu o rozvoji determinantu podle sloupe.

Plynou z ní tyto vztahy:

a1jA1k + a2jA2k + ... + anjAnk = 0, pro k 6= j, (29)

a1jA1j + a2jA2j + ... + anjAnj = detA. (30)

Uva¾ujme soustavu n lineárníh rovni o n neznámýh:

a11x1 + a12x2 + ... + a1jxj + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2jxj + ... + a2nxn = b2

......

ai1x1 + ai2x2 + ... + aijxj + ... + ainxn = bi

......

a21x1 + a22x2 + ... + a2jxj + ... + a2nxn = b2

Obì strany ka¾dé rovnie vynásobíme algebraikým doplòkem Aij koe�i-

entu aij jejího j−tého èlenu aijxj:
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a11x1 + a12x2 + ... + a1jxj + ... + a1nxn = b1 / · A1j

a21x1 + a22x2 + ... + a2jxj + ... + a2nxn = b2 / · A2j

......

ai1x1 + ai2x2 + ... + aijxj + ... + ainxn = bi / ·Aij

......

an1x1 + an2x2 + ... + anjxj + ... + annxn = bn / ·Anj

Nakone v¹ehny rovnie seèteme. Po aplikai vztahù (29), (30) na levou

stranu tohoto souètu dostaneme postupnì:

a1jA1jxj + a2jA2jxj + ... + anjAnjxj = b1A1j + b2A2j + ... + bnAnj

xj detA = detAj,

kde Aj je matie, která vznikne z matie A nahrazením jejího j−tého

sloupe sloupovým vektorem b pravýh stran rovni soustavy.

Pøíklad 55. Je dána soustava ètyø rovni o ètyøeh neznámýh:

4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = −5

2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5

3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 1

U¾itím Cramerova pravidla urèete hodnotu neznámé x3.
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10 Inverzní matie

Pøíklad 56. Øe¹te matiovou rovnii

[

1 2

3 4

]

·X ·
[

2 1

1 3

]

=

[

1 5

7 1

]

Návod:

A ·X · B = C

X = A−1 · C · B−1

10.1 Výpoèet inverzní matie u¾itím eliminae

Metoda výpoètu inverzní matie u¾itím Gaussovy-Jordanovy eliminae je

podrobnì popsána na stranì 39

10.2 Výpoèet inverzní matie u¾itím adjungované matie

De�nie 10.1 (Adjungovaná matie). Adjungovanou matií k matii

A rozumíme transponovanou matii doplòkù prvkù matie A. Matii

doplòkù dostaneme tak, ¾e v matii A nahradíme ka¾dý prvek jeho

algebraikým doplòkem.

Poznámka. Adjungovanou matii k matii A znaèíme nejèastìji jedním

z tìhto zpùsobù:

A, AA, adjA.

Pøíklad 57. Adjungovaná matie k matii A tøetího øádu:

A =





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 −→ A =





A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33



 .
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Vìta 10.1. Neh» A je regulární matie. Potom pro inverzní matii

A−1
k matii A platí tento vztah:

A−1 =
A

detA
. (31)

10.3 Cvièení

1. Øe¹te u¾itím Cramerova pravidla:

a)

3x− y = 5

x + y = 3,

b)

x− 2y = 3

3x− 6y = 9,

)

2x + 4y = 5

x + 2y = 6,

d)

2x + y = 5

x− 2y = 1.

2. Doka¾te platnost vztahu (31). Nejprve pro matii tøetího øádu, potom

obenì.

3. Pokuste se formulovat algoritmus pro ryhlý výpoèet adjungované

matie pro matii druhého øádu.

4. Doøe¹te pøíklad 56.

5. Vypoètìte matii X :

a)

[

2 1

1 0

]

X =

[

3 2

1 1

]

, b) X

[

3 5

2 4

]

=

[

−1 5

−2 6

]

,

) X

[

4 5

2 4

]

=

[

14 19

32 43

]

, d)





2 0 1

5 3 1

4 2 0



X =





10 10 13

19 19 40

12 10 26





.

e)

[

2 −3

3 −2

]

X

[

1 1

3 4

]

=

[

4 9

6 11

]

, f)

[

1 1

3 −2

]

X

[

1 1

−4 0

]

=

[

12 4

1 −3

]

.
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11 Øe¹ení soustav lineárníh rovni

11.1 Lineární rovnie

Lineární rovnií o n neznámýh x1, x2, ..., xn s reálnými koe�-

ienty rozumíme rovnii ve tvaru

a1x1 + a2x2 + ... + anxn = b, (32)

kde koe�ienty a1, a2, ..., an, b jsou reálná èísla.

Oznaèení þlineárníÿ vyjadøuje skuteènost, ¾e ka¾dá z neznámýh x1, x2, ..., xn
se v rovnii vyskytuje nejvý¹e v první moninì. Pokud by nejvy¹¹í mo-

ninou, v ní¾ se v rovnii vyskytuje promìnná, byla monina druhá, resp.

tøetí, hovoøili byhom o rovnii kvadratiké, resp. kubiké (pøípadnì o rov-

nii druhého, resp. tøetího stupnì).

V pøípadì rovni o jedné, dvou èi tøeh neznámýh pou¾íváme pro oznaèení

neznámýh a koe�ientù èasto i jiné symboly ne¾ v (32), napø. neznámé

oznaèujeme x, y a z a koe�ienty a, b, c a d:

ax = b, ax + by = c, ax + by + cz = d.

11.2 Soustava lineárníh rovni

Budeme uva¾ovat soustavu m lineárníh rovni o n neznámýh s reálnými

koe�ienty (obenì s koe�ienty z tìlesa

1 T ; potom hovoøíme o soustavì m

lineárníh rovni o n neznámýh nad tìlesem T ):

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

......

am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

(33)

1

þTìlesemÿ zde rozumíme algebraikou strukturu (ji¾ znáte algebraikou strukturu zvanou þgrupaÿ). V kurzu

lineární algebry a geometrie budeme praovat výhradnì s tìlesem reálnýh èísel R. De�nie této algebraiké struktury

je uvedena v kapitole vìnované vektorovému prostoru.
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Se soustavou (33) jsou spojeny následujíí dvì matie.

Matie soustavy A:

A =











a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...

am1 am2 ... amn











Roz¹íøená matie soustavy A∗
:

A∗ =











a11 a12 ... a1n b1
a21 a22 ... a2n b2
... ... ... ...

am1 am2 ... amn bm











Poznámka. Pro oznaèení roz¹íøené matie pou¾íváme i jiné symboly ne¾

A∗. Napøíklad Aroz.

11.3 Matiový zápis soustavy

U¾itím násobení mati mù¾eme soustavu (33) zapsat ve tvaru

A · ~x = ~b,

kde A je matie soustavy, ~x =











x1
x2
.

.

.

xn











je vektor neznámýh a

~b =











b1
b2
.

.

.

bm











je

vektor pravýh stran rovni soustavy.

Vektory ~x a

~b mù¾eme hápat také jako matie. Pak pou¾ijeme zápis

A ·X = B,
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kde X = ~x a B = ~b.

Èasto je výhodné hledìt na soustavu (33) jako na rovnost lineární kom-

binae sloupovýh vektorù matie A vektoru

~b:

x1 ·











a11
a21
.

.

.

am1











+ x2 ·











a12
a22
.

.

.

am2











+ ... + xn ·











a1n
a2n
.

.

.

amn











=











b1
b2
.

.

.

bm











, (34)

o¾ struènìji zapí¹eme ve tvaru:

x1 · a1 + x2 · a2 + ... + xn · an = ~b.

Podle vektoru pravýh stran

~b rozli¹ujeme dva typy soustavy lineárníh

rovni (33):

1) Pro

~b = ~o = (0, 0, ..., 0) hovoøíme o homogenní soustavì, symbo-

liky ji zapí¹eme

A · ~x = ~o (nebo A ·X = O).

2) Pro

~b 6= ~o hovoøíme o nehomogenní soustavì, kterou symboliky

zapí¹eme

A · ~x = ~b; ~b 6= ~o (nebo A ·X = B; B 6= O).
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11.4 Øe¹itelnost soustavy - Frobeniova vìta

Zajímá nás, jak poznáme, zda má soustava øe¹ení a kolik rùznýh øe¹ení

mù¾e mít.

Pøíklad 58. Rozhodnìte o poètu øe¹ení danýh soustav. Potom je vy-

øe¹te a jejih øe¹ení geometriky interpretujte.

a)

x + 3y + z = 5

2x + y + z = 2

x + y + 5z = −7,

b)

4x + 3y + 2z = 1

x + 3y + 5z = 1

3x + 6y + 9z = 2,

)

x + y − 3z = −1

2x + 3y − 2z = 1

x + 2y + z = 3.

Øe¹ení:

Provedeme Gaussovu eliminai roz¹íøené matie ka¾dé z danýh soustav:

ad a)





1 3 1 5

2 1 1 2

1 1 5 −7



 ∼ · · · ∼





1 3 1 5

0 1 −2 6

0 0 1 −2



 −→
x + 3y + z = 5

y − 2z = 6

z = −2

h(A) = h(A∗) = n (poet neznmch), soustava má jediné øe¹ení (je regulární)

Obrázek 6: Øe¹ení pøíkladu 1.1 a - tøi roviny s jedním spoleèným bodem
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Øe¹ení urèíme napøíklad Gaussovou-Jordanovou eliminaí (mù¾eme v¹ak

pou¾ít také Cramerovo pravidlo, inverzní matii èi pøímé øe¹ení soustavy):





1 3 1 5

2 1 1 2

1 1 5 −7



 ∼ · · · ∼





1 3 1 5

0 1 −2 6

0 0 1 −2



 ∼ · · · ∼





1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 −2





Øe¹ením soustavy je uspoøádaná trojie X = [1, 2,−2]. Geometriky toto

øe¹ení interpretujeme jako bod, který je spoleèný tøem rovinám odpovída-

jíím daným rovniím, viz Obr. 6.

ad b)





4 3 2 1

1 3 5 1

3 6 9 2



 ∼ · · · ∼
[

1 3 5 1

0 3 6 1

]

−→ x + 3y + 5z = 1 (35)

3y + 6z = 1

h(A) = h(A∗) < n (poet neznmch), soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení

Obrázek 7: Øe¹ení pøíkladu 1.1 b - tøi roviny se spoleènou pøímkou

Øe¹ení urèíme ze soustavy (35), která odpovídá matii v Gaussovì tvaru

ekvivalentní s roz¹íøenou matií dané soustavy:

x + 3y + 5z = 1

3y + 6z = 1
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Neznámé x, y, které odpovídají prvním nenulovým prvkùm ka¾dého øádku

matie v Gaussovì tvaru zùstanou neznámými (tzv. þzákladníÿ neznámé),

zatímo neznámou z nahradíme reálným parametrem t (nejsme shopni

urèit hodnoty víe neznámýh ne¾ je poèet nezávislýh rovni, proto tuto

tøetí neznámou uva¾ujeme jako þvolnouÿ):

z = t; t ∈ R

x + 3y = 1− 5t

3y = 1− 6t

Øe¹ením soustavy je mno¾ina v¹eh uspoøádanýh troji M = {[t, 1
3
−

2t, t]; t ∈ R}. Geometriky toto øe¹ení interpretujeme jako pøímku, která

je spoleèná v¹em tøem rovinám odpovídajíím daným rovniím, viz Obr. 7.

ad )





1 1 −3 1

2 3 −2 1

1 2 1 3



 ∼ · · · ∼





1 1 −3 1

0 1 4 −1

0 0 0 3



 −→
x + y − 3z = 1

y + 4z = −1

0 = 3

h(A) < h(A∗), soustava nemá øe¹ení

Obrázek 8: Øe¹ení pøíkladu 1.1  - tøi roviny nemají spoleèný prùnik
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Mno¾ina øe¹ení dané soustavy je prázdná: M = ∅. Geometriky lze tento

závìr interpretovat tak, ¾e roviny odpovídajíí daným rovniím nemají

(v¹ehny tøi) ¾ádný spoleèný bod, viz Obr. 8.

Vìta 11.1 (Frobeniova vìta). Soustava m lineárníh rovni o n nezná-

mýh nad tìlesem T má aspoò jedno øe¹ení právì tehdy, kdy¾ hodnost

matie této soustavy je rovna hodnosti roz¹íøené matie soustavy, tj.

h(A) = h(A∗).

Dùkaz. Frobeniova vìta má formu ekvivalene. Mù¾eme ji shematiky vy-

jádøit takto:

aspo jedno een ⇔ h(A) = h(A∗).

Dokazujeme tedy pøíslu¹né dvì implikae:

(1) aspo jedno een ⇒ h(A) = h(A∗)

aspo jedno een ⇒ ex. x1, x2, ..., xn tak, ¾e x1·a1+x2·a2+...+xn·an = b ⇒
b je lineární kombinaí vektorù a1, a2, ..., an. Potom se jeho pøidáním k

matii tvoøené vektory a1, a2, ..., an nemù¾e zvý¹it její hodnost, tj. h(A) =

h(A∗). Symboliky zapsáno: [a1, a2, ..., an] = [a1, a2, ..., an, b] ⇒ h(A) =

h(A∗).2

(2) h(A) = h(A∗) ⇒ aspo jedno een

h(A) = h(A∗) ⇒ b je lineární kombinaí vektorù a1, a2, ..., an ⇒ existuje

øe¹ení x1, x2, ..., xn

2

Zápisem [~u1, ~u2, ..., ~un] rozumíme tzv. lineární obal mno¾iny vektorù ~u1, ~u2, ..., ~un, o¾ je mno¾ina v¹eh line-

árníh kombinaí tìhto vektorù. Víe v partiíh vìnovanýh pojmu þVektorový prostorÿ.

83



Poznámka. Øe¹ení soustavy lineárníh rovni mù¾e dopadnout trojím

zpùsobem. Buï má právì jedno øe¹ení, nebo má nekoneènì mnoho øe¹ení

a nebo øe¹ení nemá. Jiná mo¾nost není. Jak to dopadne, poznáme u¾ pøi

ovìøování platnosti Frobeniovy podmínky takto:

(i) h(A) = h(A∗) = n . . . soustava má právì jedno øe¹ení (tj. jednu uspoøá-

danou n−tii),

(ii) h(A) = h(A∗) < n . . . soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení (tj. neko-

neènì mnoho uspoøádanýh n−ti, které tvoøí nìjaký þpodprostorÿ, napø.

pøímku nebo rovinu),

(iii) h(A) 6= h(A∗) . . . soustava nemá øe¹ení.

Pøíklad 59. Rozhodnìte o øe¹itelnosti danýh soustav. U ka¾dé z nih

rozhodnìte, zda má právì jedno øe¹ení, nekoneènì mnoho øe¹ení, èi

zda nemá ¾ádné øe¹ení. Své tvrzení zdùvodnìte.

a)

2x− y + z = 1

x + 2y − z = 3

4x + 3y − z = 7,

b)

3x + y − z = 1

x− y + 2z = 0

x + 3y − 5z = 2,

)

x + y − z = 2

2x− y + 3z = 1

−x + y + 2z = 4.

11.5 Vztah mezi øe¹ením nehomogenní a pøíslu¹né homo-

genní soustavy lineárníh rovni

Mno¾iny øe¹ení nehomogenní soustavy lineárníh rovni a k ní pøíslu¹né

homogenní soustavy spolu úze souvisí. Zajímá nás povaha tohoto vztahu,

a jak ho mù¾eme vyu¾ít pøi øe¹ení nehomogenníh soustav.

Pøíklad 60. Øe¹te dané dané dvojie homogenníh a nehomogenníh

soustav lineárníh rovni.

a) x + 2y = 0, x + 2y = 5,
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b)

−x + 2y + z = 0

x + y + 2z = 0,

−x + 2y + z = 7

x + y + 2z = 11.

Øe¹ení:

ad a)

Øe¹ení homogenní soustavy: W = {[−2t, t]; t ∈ R} = {t(−2, 1); t ∈ R}.

Øe¹ení nehomogenní soustavy:

M = {[5− 2t, t]; t ∈ R} = {[5, 0] + t(−2, 1); t ∈ R}.

ad b)

Øe¹ení homogenní soustavy:W = {[−t,−t, t]; t ∈ R} = {t(−1,−1, 1); t ∈
R}.

Øe¹ení nehomogenní soustavy:

M = {[5− t, 6− t, t]; t ∈ R} = {[5, 6, 0] + t(−1,−1, 1); t ∈ R}.

Vìta 11.2 (Øe¹ení nehomogenní soustavy). Neh» R je libovolné øe¹ení

nehomogenní soustavy AX = B a WA je vektorový prostor v¹eh øe¹ení

odpovídajíí homogenní soustavy AX = O. Pak pro mno¾inu M v¹eh

øe¹ení soustavy AX = B platí:

M = {R + ~u; ~u ∈ WA}.

Dùkaz. (1) {R+~u} ⊆ M ; A(R+~u) = AR+A~u = AR+~o = AR = B

(2) M ⊆ {R + ~u}; AQ = B, AR = B ⇒ A(Q − R) = O ⇒ existuje

~u = Q− R ∈ WA tak, ¾e AQ = A(R + ~u) = B.
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Poznámka. Vìta 11.4 nám jinými slovy øíká, ¾e v¹ehna øe¹ení ne-

homogenní soustavy lineárníh rovni jsou urèena souètem

jednoho konkrétního øe¹ení R této soustavy a v¹eh øe¹ení ~u

pøíslu¹né homogenní soustavy.

Závìr: Pøi øe¹ení nehomogenní soustavy lineárníh rovni s nekoneènì

mnoha øe¹eními (tj. h(A) = h(A∗) < n) mù¾eme postupovat takto:

1. Vyøe¹íme pøíslu¹nou homogenní soustavu rovni. Její obené øe¹ení ozna-

ème ~x.

2. Najdeme jedno konkrétní øe¹ení dané nehomogenní soustavy. Oznaème

ho R.

3. Mno¾inu M v¹eh øe¹ení dané nehomogenní soustavy vyjádøíme jako

souèet jejího jednoho konkrétního øe¹ení a obeného øe¹ení pøíslu¹né homo-

genní soustavy:

M = R + ~x

Poznámka. Mno¾ina v¹eh øe¹ení nehomogenní soustavy tvoøí tzv. bo-

dový prostor (tj. je to mno¾ina bodù, také mù¾eme øíi þmno¾ina místÿ),

zatímo mno¾ina v¹eh øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy tvoøí tzv. vek-

torový prostor (tj. je to mno¾ina vektorù, také mù¾eme øíi þmno¾ina

smìrùÿ).

Prvky bodového prostoru (de�nie bude uvedena pozdìji, viz Peh:

AGLÚ/str. 14 - Def. 2.1) nazýváme body. Ka¾dý bod, který je øe¹ením ne-

homogenní soustavy, se dá vyjádøit jako souèet jednoho konkrétního bodu

a lineární kombinae vektorù (které jsou øe¹ením pøíslu¹né homogenní sou-

stavy).

Prvky vektorového prostoru (de�nie bude uvedena pozdìji, viz Peh:

AGLÚ/str. 8 - Def. 1.1) nazýváme vektory. Ka¾dý vektor se dá vyjádøit

jako lineární kombinae skupiny vektorù z tého¾ prostoru, kterou nazýváme

systém (mno¾ina) generátorù daného vektorového prostoru.
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Dimenze vektorového prostoru je èíslo, které udává poèet lineárnì

nezávislýh vektorù, jejih¾ lineární kombinaí mohu vytvoøit ka¾dý vektor

uva¾ovaného prostoru. Systém generátorù v.p., který je tvoøen lineárnì

nezávislými vektory se nazývá báze vektorového prostoru. Dimenze je tak

rovna poètu vektorù báze daného vektorového prostoru. Bod (poèátek) má

dimenzi 0, pøímka dimenzi 1, rovina dimenzi 2 a prostor má dimenzi 3.

11.6 Homogenní soustava m lineárníh rovni o n neznámýh

Homogenní soustavou rozumíme soustavu lineárníh rovni, které mají na

pravýh stranáh výhradnì nuly (tj. v¹ehny rovnie v soustavì jsou ho-

mogenní). Pro takovou soustavu je v¾dy splnìna Frobeniova podmínka.

Homogenní soustava má tedy v¾dy øe¹ení - tzv. þtriviální øe¹eníÿ, které

spoèívá v tom, ¾e za v¹ehny neznámé dosadíme nuly (triviálním øe¹ením

je tedy uspoøádaná n−tie tvoøená samými nulami, té¾ mù¾eme øíi nulový

vektor).

Pokud je matie homogenní soustavy regulární, tj. h(A) = n, má soustava

jenom triviální øe¹ení.

Pokud je matie soustavy singulární, tj. h(A) < n, má homogenní soustava

nekoneènì mnoho øe¹ení a triviální øe¹ení je jenom jedním z nih. Tímto

pøípadem homogenní soustavy se teï budeme zabývat.

Pøíklad 61. Øe¹te homogenní soustavu

x1 + x2 + x3 + x4 = 0

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 = 0

x1 + 4x2 + 7x3 + 10x4 = 0

(36)

Øe¹ení: Mno¾ina øe¹ení dané homogenní soustavy:

WA = {(s + 2t,−2s− 3t, s, t); s, t ∈ R},
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Mno¾ina WA je podprostorem vektorového prostoru R4. Mù¾eme ji zapsat

jako lineární obal (tj. mno¾inu v¹eh lineárníh kombinaí) dvou nezávislýh

vektorù:

WA = [{(1,−2, 1, 0), (2,−3, 0, 1)}] ⊆⊆ R
4.

Dimenze WA je potom

dimWA = 2.

Vìta 11.3. Neh» je dána homogenní soustavam lineárníh rovni o n

neznámýh nad tìlesem R a neh» matie A této soustavy má hodnost

h(A). Potom mno¾ina WA v¹eh øe¹ení této soustavy je podprostor

aritmetikého vektorového prostoru R
n
a má dimenzi n− h(A), tj.

dimWA = n− h(A).

K dùkazu této vìty nemáme zatím vytvoøeny potøebné teoretiké základy.

Vrátíme se k nìmu pozdìji.

11.6.1 Vytvoøení báze vektorového prostoru v¹eh øe¹ení ho-

mogenní soustavy

Vra»me se k øe¹ení pøíkladu 61. Vidìli jsme, ¾e si ho mù¾eme zapsat tvaru

WA = [{(1,−2, 1, 0), (2,−3, 0, 1)}] .

V této kapitole si na pøíkladeh uká¾eme, jak se dají pøímo najít vektory

báze podprostoru WA.

Postup øe¹ení Pøíkladu 61:

1. Urèíme tzv. základní neznámé

Provedeme Gaussovu eliminai matie soustavy:
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1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 5 7

1 4 7 10











∼











1 1 1 1

0 1 2 3

0 2 4 6

0 3 6 9











∼











1 1 1 1

0 1 2 3

0 0 0 0

0 0 0 0











∼
[

1 1 1 1

0 1 2 3

]

Soustava odpovídajíí výsledné matii v Gaussovì tvaru má tvar

x1 + x2 + x3 + x4 = 0

x2 + 2x3 + 3x4 = 0.
(37)

Neznámé, které odpovídají prvním nenulovým prvkùm na ka¾dém øádku

matie v Gaussovì tvaru (viz podtr¾ení), nazveme základní neznámé.

V na¹em pøípadì se jedná o x1 a x2. Vzhledem k tìmto neznámým pak

øe¹íme soustavu, kdy¾ zbývajíí neznámé ("nezákladní" nebo té¾ "volné"

neznámé) nahradíme reálnými parametry. V na¹em konkrétním pøípadì

tedy

zkladn nezn. : x1, x2; voln nezn. : x3 = s, x4 = t; s, t ∈ R.

2. Vypoèítáme dimenzi prostoru øe¹ení WA

dimWA = n− h(A) = 4− 2 = 2

3. Hledáme dvì nezávislá øe¹ení

~b1, ~b2 tvoøíí bázi WA

Vektory

~b1, ~b2 nejprve volíme takto:

~b1 = (x1, x2, 1, 0), ~b2 = (y1, y2, 0, 1).

Potom je dosadíme do soustavy (37) a dopoèítáme pøíslu¹né hodnoty x1,

x2, y1, y2 :
~b1 = (1,−2, 1, 0), ~b2 = (2,−3, 0, 1).

Obené øe¹ení ~x homogenní soustavy (61) pak mù¾eme zapsat jako lineární

kombinai vektorù

~b1, ~b2 :

~x = s(1,−2, 1, 0) + t(2,−3, 0, 1); s, t ∈ R.
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Pøíklad 62. Øe¹te následujíí homogenní soustavu lineárníh rovni

a urèete bázi vektorového prostoru v¹eh øe¹ení této soustavy:

x1 − 2x2 − x3 + 2x4 + 5x5 = 0

3x1 − 6x2 − 2x3 + x4 + 3x5 = 0

−2x1 + 4x2 + x3 + x4 + 2x5 = 0

(38)

Øe¹ení:

WA = [{(2, 1, 0, 0, 0), (3, 0, 5, 1, 0), (7, 0, 12, 0, 1)}]

Obené øe¹ení mù¾eme zapsat ve tvaru

~x = r(2, 1, 0, 0, 0) + s(3, 0, 5, 1, 0) + t(7, 0, 12, 0, 1); r, s, t ∈ R. (39)

Poznámka. Z tvrzení vìty 11.3 plynou jasné závìry o poètu øe¹ení homo-

genní soustavy lineárníh rovni. Je zøejmé, ¾e hodnost matie A je v¾dy

men¹í nebo rovna dimenzi n prostoru neznámýh (poètu neznámýh). Uva-

¾ujme nejprve h(A) = n. Po dosazení do vztahu dimWA = n− h(A) do-

staneme pro dimenzi prostoru øe¹ení soustavy dimWA = 0. Jedná se tedy

o triviální podprostor obsahujíí jediné - triviální (nulové) øe¹ení sou-

stavy. Pro h(A) < n pak dostaneme dimWA 6= 0. Prostor øe¹ení obsahuje

tedy nekoneènì mnoho prvkù - soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení

soustavy.

11.7 Nehomogenní soustava m lineárníh rovni o n nezná-

mýh

Zajímají nás zde hlavnì neregulární soustavy, tj. soustavy, které mají neko-

neènì mnoho øe¹ení. Ji¾ víme, jak spolu souvisí øe¹ení takové nehomogenní

soustavy s øe¹ením jí odpovídajíí soustavy homogenní (viz Vìta 11.4).

Pokraèujeme pøíkladem soustavy, která se, a¾ na pravé strany, shoduje s

homogenní soustavou (38) z pøíkladu 62.
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Pøíklad 63. Øe¹te následujíí soustavu lineárníh rovni:

x1 − 2x2 − x3 + 2x4 + 5x5 = 8

3x1 − 6x2 − 2x3 + x4 + 3x5 = 2

−2x1 + 4x2 + x3 + x4 + 2x5 = 6

(40)

Øe¹ení: Øe¹ení

M = {(−14 + 2k + 3l + 7m, k,−22 + 5l + 12m, l,m)}

mù¾eme pøepsat do tvaru, v nìm¾ je patrné øe¹ení (39) pøíslu¹né homo-

genní soustavy (38):

M = {(−14, 0,−22, 0, 0)+k(2, 1, 0, 0, 0)+l(3, 0, 5, 1, 0)+m(7, 0, 12, 0, 1)}

Vìta 11.4 (Øe¹ení nehomogenní soustavy). Neh» ~v je libovolné øe¹ení

nehomogenní soustavy A~x = ~b a WA je vektorový prostor v¹eh øe¹ení

odpovídajíí homogenní soustavy A~x = ~o. Pak pro mno¾inu M v¹eh

øe¹ení soustavy A~x = ~b platí:

M = {~v + ~u; ~u ∈ WA}.

Poznámka. Vìta 11.4 nám jinými slovy øíká, ¾e v¹ehna øe¹ení neho-

mogenní soustavy lineárníh rovni jsou urèena souètem jed-

noho konkrétního øe¹ení této soustavy a v¹eh øe¹ení pøíslu-

¹né homogenní soustavy.

Dùkaz. (1) {~v + ~u} ⊆ M ; A(~v + ~u) = A~v + A~u = A~v + ~o = A~v = ~b

(2) M ⊆ {~v + ~u}; A~w = ~b, A~v = ~b ⇒ A(~w − ~v) = ~o ⇒ existuje

~u = ~w − ~v ∈ WA tak, ¾e A~w = A(~v + ~u) = ~b.

Závìr: Pøi øe¹ení nehomogenní soustavy lineárníh rovni s nekoneènì

mnoha øe¹eními (tj. h(A) = h(A∗) < n) mù¾eme postupovat takto:
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1. Vyøe¹íme pøíslu¹nou homogenní soustavu rovni. Její obené øe¹ení ozna-

ème ~x.

2. Najdeme jedno konkrétní øe¹ení dané nehomogenní soustavy. Oznaème

ho ~v.

3. Mno¾inu M v¹eh øe¹ení dané nehomogenní soustavy vyjádøíme jako

souèet jejího jednoho konkrétního øe¹ení a obeného øe¹ení pøíslu¹né homo-

genní soustavy:

M = ~v + ~x

Poznámka. Mno¾ina v¹eh øe¹ení nehomogenní soustavy netvoøí vek-

torový prostor (neobsahuje nulový vektor). Jedná se o tzv. lineární

mno¾inu. Pozdìji si uká¾eme, ¾e se jedná o a�nní bodový podprostor.

12 Øe¹ení regulárníh soustav

Soustavu

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

......

am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm

(41)

nazýváme regulární, jestli¾e je regulární její matie soustavy

A =











a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ...

am1 am2 ... amn











.

To znamená, kdy¾ je matie A ètverová øádu n (tj. m=n, neznámýh

je stejný poèet jako rovni) a její hodnost je rovnì¾ n (nebo je splnìna

ekvivalentní podmínka detA 6= 0). Sloupové (øádkové) vektory regulární
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matie jsou tedy lineárnì nezávislé a tvoøí bázi vektorového prostoru Vn

dimenze n :

Vn = [{a1, a2, ..., an}] = [{a1, a2, ..., an}].
Pøipomeòme si, ¾e soustavu (41) mù¾eme zapsat pomoí lineární kombinae

sloupovýh vektorù matie A :

x1 ·











a11
a21
.

.

.

an1











+ x2 ·











a12
a22
.

.

.

an2











+ ... + xn ·











a1n
a2n
.

.

.

ann











=











b1
b2
.

.

.

bn











. (42)

Proto¾e

~b ∈ Vn a mno¾ina sloupovýh vektorù {a1, a2, ..., an} je bází Vn,

je zøejmé, ¾e existuje jediná n−tie (x1, x2, ..., xn) taková aby rovnost (42)

platila. Regulární soustava (41) má tedy skuteènì právì jedno øe¹ení ve

tvaru (x1, x2, ..., xn).

Pøíklad 64. Øe¹te následujíí soustavu v R
4.

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1

3x1 − x2 − x3 − 2x4 = −4

2x1 + 3x2 − x3 − x4 = −6

x1 + 2x2 − 3x3 − x4 = −4

12.1 Gaussova a Gaussova-Jordanova eliminae

Pou¾ijeme ekvivalentní úpravy k pøevedení matie na nále¾itý tvar. Sou-

stava odpovídajíí výsledné matii má stejné øe¹ení jako matie pùvodní a

pøitom je jednodu¹¹í.











1 1 2 3 1

3 −1 −1 −2 −4

2 3 −1 −1 −6

1 2 −3 −1 −4











∼











1 1 2 3 1

0 −4 −7 −11 −7

0 0 27 39 39

0 0 0 1 1











∼











1 0 0 0 −1

0 1 0 0 −1

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1
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Øe¹ení soustavy: X = (−1,−1, 0, 1).

12.2 Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo a jeho dùkaz najdete na stranì 73

A =











1 1 2 3

3 −1 −1 −2

2 3 −1 −1

1 2 −3 −1











,

A1 =











1 1 2 3

−4 −1 −1 −2

−6 3 −1 −1

−4 2 −3 −1











, A2 =











1 1 2 3

3 −4 −1 −2

2 −6 −1 −1

1 −4 −3 −1











,

A3 =











1 1 1 3

3 −1 −4 −2

2 3 −6 −1

1 2 −4 −1











, A4 =











1 1 2 1

3 −1 −1 −4

2 3 −1 −6

1 2 −3 −4











.

Spoèítáme pøíslu¹né determinanty:

detA = 81, detA1 = −81, detA2 = −81, detA3 = 0, detA4 = 81.

a dle Cramerova pravidla urèíme øe¹ení soustavy:

x1 =
−81

81
= −1, x2 =

−81

81
= −1, x3 =

0

81
= 0, x4 =

81

81
= 1.
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12.3 U¾ití inverzní matie

Øe¹enou soustavu mù¾eme zapsat matiovì ve tvaru

A ·X = B,

kde A je matie soustavy, B je matie pravýh stran a X je matie nezná-

mýh. Potom pro X platí

X = A−1 · B,

kde A−1
je inverzní matie k matii A,

A−1 =























5

27

7

27
0

1

27
−1

27

−5

27

1

3

−2

27
−2

27

−1

27

1

3

−13

27
1

3
0

−1

3

1

3























Po vynásobení dostaneme:

X = A−1 · B = (−1,−1, 0, 1).
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12.4 Cvièení { Soustavy lineárníh rovni

1. Øe¹te dané soustavy. Nejprve ovìøte platnost Frobeniovy podmínky.

U ka¾dé soustavy urèete dimenzi prostoru jejíh øe¹ení a bázi (vektorového)

prostoru øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy. Pokuste o geometrikou in-

terpretai øe¹ení soustav.

(a) x− 2y = 1

3x + 2y = −3

(b) 2x + y + 3z = 1

x + 4y − 2z = −3

{[−1
2
,−3

4
]} {[1− 2t,−1 + t, t]}

() x + y − 2z = −3

2x− y + 3z = 7

x− 2y + 5z = 1

(d) x− 2y + z = 6

2x + y − 3z = −3

x− 3y + 3z = 10

{} {[1,−2, 1]}

(e) x− 2y + 2z − w = 3

3x + y + 6z + 11w = 16

2x− y + 4z + w = 9

(f) 3x− 2y + z = 4

x + 3y − 4z = −3

2x− 3y + 5z = 7

x− 8y + 9z = 10

{[5− 2t, 1, t, 0]} {[1, 0, 1]}

(g) 2x− 6y + 4z = 2

−x + 3y − 2z = −1

(h) 2x + 2y + 3z = 1

y + 2z = 3

4x + 5y + 7z = 15

{[1 + 3s− 2t, s, t]} {[−15
2
, 23,−10]}
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(i) x + 2y = 0 (j) x + 2y = 3

{[−2t, t]} {[3− 2t, t]}

(k) x− 3y + 2z = 0 (l) x− 3y + 2z = 3

{[3s− 2t, s, t]} {[3 + 3s− 2t, s, t]}

(m) −x + 2y + z = 0

x + y + 2z = 0

(n) −x + 2y + z = 7

x + y + 2z = 12

{[−t,−t, t]} {[173 − t, 193 − t, t]}
(o) −x1 + x2 − 3x3 = −1

2x1 + x2 − 2x3 = 1

x1 + x2 + x3 = 3

x1 + 2x2 − 3x3 = 1

(p) 2x1 − x2 + 3x3 − x4 + x5 = 1

−x1 + 2x2 − x3 + 2x4 − 2x5 = 2

x1 + x2 + 2x3 + x4 − x5 = 4

{} {}

2. Øe¹te soustavy lineárníh rovni, které jsou dány následujíími roz¹íøe-

nými matiemi. U ka¾dé soustavy urèete dimenzi prostoru jejíh øe¹ení a

bázi (vektorového) prostoru øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy.

(a)





4 3 2 1

1 3 5 1

3 6 9 2





, (b)





1 2 3 −1

−3 −6 −7 7

2 4 7 0





, ()











1 −2 3 −4 4

0 1 −1 1 −3

1 3 0 −3 1

0 −7 3 1 −3











,

(d)











1 3 2 2

2 −1 3 7

3 −5 4 12

1 17 4 −4











, (e)











1 2 −1 3 1

−3 −6 5 −10 −1

2 4 0 5 4

1 2 1 2 3











, (f)











1 −2 4 −5 1

2 −3 5 −7 3

2 −2 2 −3 7

3 −4 6 −10 2











,
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(g)

[

2 −6 4 2

−1 3 −2 −1

]

, (h)





1 1 1 9 8

0 1 2 8 7

−3 0 1 −7 9





, (i)





2 0 1 −1

1 4 −3 2

3 −4 5 3





,

(j)





3 1 0 −2

1 −2 1 3

2 1 −3 1





.

ØE©ENÍ: (a) {[t, 1
3
−2t, t]}, (b) {[−7−2t, t, 2]}, () {[−8, 4+ t, 8+2t, 1+

t]}, (d) {[−3 − 11t,−1 − t, 4 + 7t]}, (e) {[2 − 2s − 5t, s, 1 + t, 2t]}, (f)
{[2t,−8+3t, t, 3]}, (g) {[1+3s−2t, s, t]}, (h) {[−5−3t, 19−4t,−6−2t, t]},
(i) ∅, (j) {[−1,−2, 0]}.

3. Urèete mno¾iny bodù, které jsou spoleèné rovinám α, β, γ, které jsou

dány obenými rovniemi:

a)

α : 3x + y − z − 7 = 0

β : x + 2y − 5z − 15 = 0

γ : 3x + 5y + 2z − 9 = 0,

b)

α : x + y + z − 5 = 0

β : 3x− 2y + z − 3 = 0

γ : 4x− y + 2z − 10 = 0,

)

α : x + 2y + z − 1 = 0

β : 3x− z − 6 = 0

γ : 7x− 4y − 5z − 16 = 0,

d)

α : x− 2y + z − 1 = 0

β : 2x− 4y + 2z − 2 = 0

γ : − 5x + 10y − 5z + 5 = 0.

4. Øe¹te dané soustavy lineárníh rovni:

a)

x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1

3x1 − x2 − x3 − 2x4 = −4

2x1 + 3x2 − x3 − x4 = −6

x1 + 2x2 − 3x3 − x4 = −4

b)

x2 − 3x3 + 4x4 = −5

x1 − 2x3 + 3x4 = −4

3x1 + 2x2 − 5x4 = 12

4x1 + 3x2 − 5x3 = 5
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)

5x− 2y + z = 4

−x + 3y − 2z = −1

3x− 2y + 3z = 8

d)

4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 = −5

2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 1

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 5

3x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 1

e)

2x1 − 3x2 + 6x3 − x4 = 1

x1 + 2x2 − x3 = 0

x1 + 3x2 − x3 − x4 = −2

9x1 − x2 + 15x3 − 5x4 = 1

f)

x1 + 7x2 + 5x3 + 2x4 = 4

x1 − 2x2 − x3 − x4 = 5

3x1 − 2x2 + x3 − x4 = 13

2x1 + 9x2 + 8x3 + 3x4 = 7

x1 + 5x2 + 3x3 + x4 = 5

g)

x1 − 4x2 + 2x3 = 1

2x1 − 3x2 − x3 + 5x4 = −7

3x1 − 7x2 + x3 − 5x4 = −6

x2 − x3 − x4 = −1

h)

3x1 − 2x2 + 5x3 − 6x4 = 0

7x1 + x2 − 3x3 − 4x4 = 1

6x1 + 5x2 − 13x3 + 3x4 = 1

2x1 − 13x2 + 40x3 − 16x4 = 13

i)

x1 + 3x2 + 5x3 + 7x4 = 12

3x1 + 5x2 + 7x3 + x4 = 0

5x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 4

7x1 + x2 + 3x3 + 5x4 = 16

j)

x1 − x2 − x3 + 2x4 − 3x5 = −3

4x1 + 3x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 = −2

x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 − x5 = −1

2x1 − x2 + 3x3 − 4x4 + 2x5 = 8

3x1 + x2 − x3 + 2x4 − x5 = 3

ØE©ENÍ:

(a) [−1,−1, 0, 1]; (b) [1, 2, 1,−1]; () [1, 2, 3]; (d) [−2, 2,−3, 3]; (e) ∅; (f)
[4 − t, 23, t,−2t − 7

3]; (g) [−1017
175 + 2t,−283

175 + t, t,− 8
175]; (h) [1, 1, 1, 1]; (i)

[1,−1, 0, 2]; (j) [2, 0,−2,−2, 1]
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