1 LINEARNI ALGEBRA

1 Linearni algebra

Slovo ALGEBRA pochazi z arabského ,al-jabr, coz znamena ,nahra-
zeni”. Toto slovo se objevilo v nazvu knihy

Hisab al-dzZebr val-muqgabala
(,Véda o redukci a vzajemném ruseni®)

islamského matematika

Muhammada 1bn Musa al-Chvarizmiho
(7907 - 8507, Chiva, Bagdad),

kterd je povazovana za viibec prvni knihu o algebre.

Pivodné se jednalo o nauku o feSeni rovnic. Dnesni algebra je daleko
abstraktnéjsi. Zabyva se studiem operaci na mnozinach rtznych prvki
a vlastnostmi struktur, které takto vznikaji. Znamymi predstaviteli
téchto struktur jsou grupa a téleso.

Zékladnim rysem algebry je oznaceni studovanych objektu pis-
meny. Tento formalismus navrhl [René Descartes (1596 - 1650). Pis-
mena ze zaCatku abecedy (a, b, ¢, ...) méla reprezentovat libovolna ¢isla
- parametry. Pismena z konce abecedy (p, q,7, s,t, ..., z,y, z) pak méla
predstavovat proménné hodnoty konkrétnich velic¢in (tlak, teplota, ...,
soutradnice).

Linearni algebra se zabyva vektory, maticemi, soustavami linedrnich
rovnic a vektorovymi prostory.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Al-Khwarizmi.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Descartes.html

2 MATICE

2 Matice

Matice vznikly v souvislosti s FeSenim soustav linearnich rovnic. Po-
jem ,matice” (angl. matrix) zavedl v roce 1850 anglicky matematik
James Joseph Sylvester (1814-1897). Metoda TeSeni soustav odpovida-
jici pouziti matic vSak byla zndma jiz dlouho pred tim®.

Na Teseni soustavy linearnich rovnic vede naptiklad tloha nalezeni ko-
eficientl tzv. linedrni kombinace vektori. Pojem vektor znate ze stfedni
skoly - z fyziky, kde jste ho pouzivali pro znazornéni velikosti a sméru
vektorové veli¢iny (tzv. fyzikdlni vektor), a z geometrie, kde jste vektor
pouzivali k vyjadieni sméru a velikosti posunuti v tomto sméru, napt. pfi
zapisu parametrickych rovnic piimky (tzv. geometricky vektor). Pro ilu-
straci pojmu lznedrni kombinace nyni pouzijeme tzv. aritmeticky vek-
tor, tj. vektor jako usporadanou n—tici realnych ¢isel. Pozdéji budeme
vyuzivat skutecnosti, ze pri zavedeni souradnicového systému existuje
vzajemné jednoznacna korespondence mezi geometrickymi a aritmetic-
kymi vektory.

Aritmetické vektory mizeme nasobit redlnym ¢islem (tak, ze timto ¢is-
lem vynasobime kazdy prvek vektoru), vektory se stejnym poctem prvki
pak miiZzeme scitat (tak, ze séitdme sobé odpovidajici prvky). Kombi-
nace téchto dvou operaci s vektory se nazyva linedrni kombinace vek-
tort. Mame-li napriklad tii vektory a, Z;, ¢ o stejném poctu prvki, potom
vyraz kd+ b+ mc, kde k, [, m € R, nazyvame linedarni kombinace vek-
toru da, g, c s koeficienty k, [, m. Vysledkem linearni kombinace vektort
je opét vektor.

Priklad 1. Vytvorte linearni kombinaci ka + Ib + mé pro vektory
a=(-2,1,5),b = (2,0,3),¢ = (1,-3,9) a koeficienty k = —3,1 =
2,m = 4.

Thttps: / /en.wikipedia.org /wiki/Matrix_(mathematics)



http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Sylvester.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_(mathematics)
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Priklad 2. Urcete koeficienty x,y, z € R, pro které plati nasledujici
rovnost: x(2,0, —1) +y(1,3,5) + 2(0,4,3) = (3,9,2).

Reseni: Uloha vede na feSeni soustavy linearnich rovnice

20 +y=3
y+4z=9
—x + 5y + 3z = 2,

kterou si mizeme schematicky zapsat pomoci tzv. rozsirené matice sou-
stavy

2 10|3

0 3 419

—1 5 3|2
Tu potom upravime uzitim tzv. Gaussovy eliminace. Této metodé se
budeme detailné vénovat pozdéji (viz str. R4)). Zde si pouze uvedeme
jednu z moznych posloupnosti vzajemné ekvivalentnich matic, které ve-
dou k prislusné matici v Gaussove tvaru. Zvidavy ctenar si pak sam
muze promyslet jednotlivé tpravy odpovidajici uvedenym maticim.

2 10|3] —1 5 3|2 —1 5 3|2

0 349 ~1 0 349~ 0 3 49|~
-1 5 3(2 2 103 0 11 6|7
[ -1 5 3 2 —1 5 3|2

0 3 4 9 ~ 1 0 349
0 0 —26|—78 0 013

Piiklad 3. Reste v R® soustavu linedrnich rovnic:

T+2y+2=2
204+ 6y+2="7
rH+y+4z=3

3
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Matice
121 2 1212
A=|261|,B=|7|,C=|261T7],
114 3 1143
2 103
D=]-1, V2 5 —014],E=]| 0 349
—1532

Definice 2.1 (Matice). Matice je obdélnikové nebo ctvercové uspo-
radant prvku do radku a sloupci.

Typ matice
Matice A je typu (3,3), matice B je typu (3, 1), matice C' a F jsou typu
(3,4) a matice D je typu (1,4).

Typ matice zapisujeme bud ve tvaru (m, n) nebo ve tvaru m x n (Cteme
,m krat n*). Je-li potfeba informovat o typu matice, zapisujeme A 3),
B3 1), C34) nebo Asxs, Bsx1, C3x4.

Matice A je prikladem tzv. ¢tvercové matice. Konkrétné se jedné o
¢tvercovou matici fadu 3 (nebo 3. fadu, nebo 3. stupné).

Prvek matice
Jeho umisténi v matici je udano ¢islem radku (index i) a ¢islem sloupce
(index 7).

Prvek matice A znacime a;;, prvek matice M potom my;.

Priklad 4. Je ddna matice
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Urcete hodnoty prvki msy, mag, mio této matice.

Prvkem matice miize byt ¢islo, funkce nebo klidné zase matice.

Zapis matice
K zapisu matic budeme pouzivat hranaté nebo kulaté zavorky:

L

Rovnymi zavorkami pak budeme znacit determinant matice:

Symbolicky zapis matice
Matice oznacujeme velkymi pismeny, napt. A, B, M, N, ..., jejich prvky
potom odpovidajicimi malymi pismeny a;j, b, mj, nij, ...

aip a2 ... Qip

o1 Q922 ... A9y
A= [CLZ']'] =

Am1 Am2 Amn

cos — sin 1+2 1—1 1
Prikl ic:
fiklady matic [sinoz cos ] [3+4z' 2—3@]’ [3]

[1,3,8], [5].

Obdélnikova matice m#n
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Ctvercova matice m=n
Ctvercova matice typu (n,n) se nazyva ¢tvercova matice n—tého
radu.

RAdky a sloupce matice
Prvky matice jsou organizovany do radki (fadkovych vektori) a sloupci
(sloupcovych vektort).

i—ty Tadek (fadkovy vektor): (a;1, aio, ..., Gin) = a;

j—ty sloupec (sloupcovy vektor): (ayj, asj, ..., amj) = @

Priklad 5.

1 2 314
A=10 -2 31
4 0 01
Transponovana matice k matici A: AT

AT = [ay]" = [a;].

Priklad 6.

1 2 34 ;_0281
A=10 -231/|, AT =

4 0 01 530

4 1 1

Hlavni diagonala matice
- je tvorena prvky se stejnym c¢islem radku a sloupce, tj. prvky a;.

Diagonalni matice
- vSechny prvky mimo hlavni diagonalu jsou rovny nule
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Priklad 7.

o O
S = O
w O O

Poznamka. Vétsinou se pod pojmem diagonalni matice rozumi matice
¢tvercova. Nékdy se vsak tento pojem zobecniuje i na obdélnikové matice.

Jednotkova matice
- diagonalni matice se vSemi prvky na hlavni diagondle rovnymi jedné,

Priklad 8.

~
I
o O =
o = O
_ O O

Poznamka. Jednotkova matice je ¢tvercova. Je-li tfeba, zapisujeme
Iy ny n€DO Iy, naPL. I3y3.

Trojihelnikova matice

horni: dolni:

S GCEN V)
ot w O
_ O O
S O =
S W ot
o W

Poznamka. Trojihelnikova matice je ¢tvercova.

Symetricka matice: aij = aj, tj. A=A



2 MATICE

Priklad 9.

I 2 0
2 0 -1
0 —1 =2

Poznamka. Symetrickd matice je ¢tvercova.

Piiklad 10. Zdpis kuZelosecky x* + 6xy + 9y* + 2y — 1 = 0 pomoct
(symetrické) matice:

13 0 T
lzy1]-139 1 y | =0
01 —1 1
Antisymetricka matice: ajj =—aj, tj. Al=-A
Priklad 11.
0 2 0 0 1 =3
20 -1, ~1 0 2
0 1 0 3 =2 0

Priklad 12. Matice otoceni kolem pocdtku o uhel o:

CosS @ — SIN «
sinae cosa |

Nulova matice: a;; = 0

Priklad 13.

0 0
00

o o o
S
w
X
[\]
|

o o o

o o o
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2.1 Cviceni - Uziti matic pfi reSeni soustav linearnich rovnic

Linearni kombinace vektoru

1. Vytvofﬁe uvedenou lineéj"ni kombinaci s danymi vektory a koeficienty.
a) kd+ b, @=(1,3,0),b=(—2,0,4):k=1,1=5,

b) ki@ + b+ mé& @ = (2,10),b = (—1,5),& = (9,=7):k = 4,1 =
3,m = —2,

c) ki +1b+mé& @@= (4,3,-2),b=(0,2,-1),¢ = (3,1, —7);k =
2,l=—-3,m =5,

d) kd+1b+mé& d=(1,0,2),b=(0,1),6=(3,1,0:k=7,1=4,m =
2.

2. Urcete koeficienty prislusné linearni kombinace tak, aby platila uve-
dena rovnost.

a) zd+yb=0. a=(1,
b) kd + Ib+mé = d.
(1,2,1).

6),0 = (0,0) (nulovy vektor),

)75: (_27
1),b = (0,1,—1),é = (1,1,0),d =

= (1,0,

SIS

Soustavy linearnich rovnic

1. Reste dané soustavy v R? (R?)

(a) x+y =5 (b)) z+y =5 () v+2y = 5 (d)2r+3y = 1
2c0+y = 6 20+2y =6 20+4+4y = 10 3z —-Hy = 2

€ z+2y—2=3 () w+y=1 (8 s+2—2z=>5

2et+y+z =
(h) r+z =3 (i) z—y+52 =2 () 22+y+z =9
2r+y+z =3 dr+3y—2z = 3 rT—y+z =

3r—y+2z = 8 8r+06y—22 =7 r—4y+2z = =3
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Ulohy na dalsi procviceni

2. Reste dané soustavy v R? (R3, RY)

(a) 2x—6y =4 (b)) 2-3y=1 () p+qg—r =0

—xr+3y = 2 br — 15y = 5 2p—q+3r = 3
—p—q =6
(d) 2u—v+2w = 2 (e) bx; + 329 — 23 = ) r4+z—2w = —3
—u—v+3w =1 31 +2x9—2x3 =5 20—y+2z—w = —5>
3u—2w = 1 rT1+xo+x3 = —1 —6y—4z4+2w = 2

r+3y+2z—w =1

(g) 3141, = 1 (h) 20 +2y+32 = 1
r1+3r9+x3 = 1 y+2z = 3
To+3x3+x4 = 1 dor +5y+ 7z = 15

r3+3ry = 1

10



2.1 Cviceni - Uziti matic pri FeSeni soustav linearnich rovnic 2 MATICE

Domaci ukol

Priklad 1: Reste dané soustavy v R? (R3, RY)

(a) xT—y =17 (b) 6ut+v =5 () x+2y =3

r+2y = 3 3u—2v = 95

(d) r—y =3 (€ ptqg—r =0 (f) 2u—v+2w = 2
r+2y =9 2p—q+3r = 3 —u—v+3w =
20 — 3y = 4 —p—q = 6 u—2w =1

Priklad 2: Urcete hodnoty koeficientii a, b a ¢ tak, aby soustava rovnic
ar+by+cz=3,ar—y+cz=1 v+ by — cz =2 mélaTeSeni z = 1,
y=2z=—1.

Priklad 3: Jaka mnozstvi 20% a 60% alkoholu musime smisit, abychom
dostali 50 litrt 30% alkoholu?

Priklad 4: Vylet lodi po proudu feky do mista vzdaleného 75 km trva 3
hodiny, zpatecni cesta proti proudu pak trva 5 hodin. Urcete priimérnou
rychlost lodi vzhledem ke klidné vodé a primeérnou rychlost vody tekouci
v Tece.

11



3 ALGEBRAICKE OPERACE S MATICEMI

3 Algebraické operace s maticemi

3.1 Rovnost matic
A=B
Dvé matice se rovnaji, jsou-li téhoz typu a rovnaji-li se jejich vzajemné

si odpovidajici prvky, tj. a;; = by;.

Priklad 14.

1 2 1 2
341 =134],
5 6 | 5 6 |
1 2 _ -

1 2
34#34’
56 - -
1 2 (1 2
34 #|43
5 6 | 5 6

3.2 Sdéitani matic
A+ B

Odcitani matic A — B definujeme pomoci $¢itani a opacné matice k B:
A—B=A+(-B).

Scitat (odcitat) miizeme pouze matice téhoz typu. Vysledkem je matice,
jejiz prvky jsou souctem (rozdilem) vzajemné si odpovidajicich prvki
danych matic.

12



3.2 Scitani matic 3 ALGEBRAICKE OPERACE S MATICEMI

Priklad 15. Sc¢itani a odcitani matic:

a) 123 N 011] [134
011 111 122}/

2 3 1 87 1 =5
by{10|l—-101|=1]1-1]1,
59 2 10 3 —1

123 0 1]
c)[011]+[1 1 NELZE,

2 3 180
d)[lol—LQ 10] NELZE.

Vlastnosti operace séitani matic na mnoZiné matic typu
(m,n):

i) neomezené definovana,

ii) komutativni
A+B=B+ A,

iii) asociativni
(A+B)+C=A+(B+C),
iv) s neutralnim prvkem (nulova matice)
A+0=0+A=A.
v) s inverznimi prvky (opacné matice)
A+ (=A)=0.
Mnozina M, ,y matic typu (m,n) tvoif spolu s operaci s¢itani matic
komutativni grupu, zapisujeme (M, ), +).

13
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3.3 Nasobeni matice realnym cislem

k-A keR

Cislem k nasobime kazdy prvek matice:

ail a1z a3 ]fau /€CL12 ka13
A= 21 A929 A93 , k € R, potomk-A: ](70,21 ]{70,22 kagg
asy Gsz as3 kasy kass kass

Priklad 16.

3 1 6 2
5 35 10 17 2
a)2| 5 7= 10 14|, b)[ ]—5[ ]
59 16 18 15 20 80 3 4 16
Priklad 17. Vypoctéte:
I 1 =2
-3 0 3 1
-5 1 0

Vlastnosti operace nasobeni matice realnym cislem (ska-
larni nasobeni matice):
i) neomezené definovana,

ii) komutativni
kA = Ak,
iii) asociativni
k(lA) = (kl)A,

iv) distributivni

k(A+ B)=kA+ kB,

14



3.3 Nasobeni realnym cislem 3 ALGEBRAICKE OPERACE S MATICEMI

(k+1)A=KA+IA,

v) s jednotkovym prvkem (skalarem)
1A = A,
vi) nasobeni —1 (vznikne matice opacnd):
(1A =—A,
vii) ndsobeni 0 (vznikne matice nulova):

0A = Oppn).

Priklad 18. Vypoctete hodnotu vyrazu (vysledkem je matice) 2A +

. . .. |68 | -111
3B, jsou-li dany matice: A = [ 10 1], B = [ i 6]'

Priklad 19. Zjednoduste vyraz: 2 [ L2 ] +3 [ 2 01 ] —5 [ —2 7] :

3 4 0 — 2 1

13 5 11 21

Piiklad 20. Pro A= | 20 0|, B=1]23|,C=]| 41
—20 13 42 —3 4

urcete A+ 2(B — 2C)

Priklad 21. Pro A = [
X+A=0.

3 5 . ) - -
9 4 urcete nezndmou matict X v rovnict

15



