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Obrazek 1.26: Primeérova rovina valcové plochy

Véta: Je-li definovina prumeérovd rovina sdruZend s asymptotickym smérem,
potom je s timto smérem rovnobéznd.

Dukaz: Je-li asymptoticky smér dan vektorem u = (u, v, w), potom pro nor-
malovy vektor primérové roviny sdruzené se smérem u

(a11u + a12v + a13w)x + (ag21u + a9V + azsw)y + (ag1u + asav + agsw)z+
a1t + a42v + agzw =0
(1.80)
podle (1.11) plati

(a11u + a12v 4+ ajsw)u + (ag1u + azv + aszw)v + (ag1u + asev + agzw)w =
a11u2 + a22v2 + a33w2 + 2a12uv + 2a13uw + 2a03vw = 0.

(1.81)
Ze vztahu (1.81) plyne, Ze priumérova rovina (1.80) je rovnobézna s asympto-
tickym smérem u. Véta je dokazéana. |

1.10 Hlavni sméry

Uvazujme kvadriku

a11x2+a22y2—1—(133,22+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+a44 =0

(1.82)
Ke kazdému neasymptotickému sméru u = (u,v,w) kvadriky (1.82) umime
podle predchozi kapitoly prifadit primérovou rovinu, sdruzenou s timto smeé-
rem. Rovnice této roviny je

(auu + a1ov + algw)az + (aglu —+ a9V + aggw)y + (a31u + azav + a33w)z+
a1t + a2V + ag3w = 0.
(1.83)
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Nasi snahou nyni bude najit takovy smér u, ktery bude kolmyg na pramérovou
rovinu (1.83) sdruZenou s timto smérem. Takovy smér nazveme smérem hlav-
nim. Nejprve definice:

Definice: Smér, ktery je kolmy k primeérové roviné s nim sdruZené, se nazjvd
hlavni smér kvadriky.

Piiklad: Hlavni sméry a hlavni roviny kvadriky

2 + 4y? + 1622 — 144 = 0.

y 5 10

Obrézek 1.28: Hlavni smér 4 = (0,1,0)
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plati
n = \u. (1.85)

Rozepsanim vztahu (1.85) do soufadnic dostaneme soustavu rovnic

aju + appv +ajzw = Au
a1 + AoV + aggw = v (1.86)
asiu + azov + azgzw = Aw ,

kterou upravime na tvar

(@11 — Nu+apv+azw = 0
a21u + (a22 — /\)7) +apw = 0 (187)
as1u + asov + (az3 — AN)w = 0.

Soustava (1.87) je homogenni soustava tfi linedrnich rovnic o neznamych
u, v, w. Jak zndmo z linearni algebry, tato soustava mé netrivialni feseni prave
kdyz je determinant soustavy roven nule, tj. plati

ai; — A a2 ais
asy a9 — A a3 = 0. (188)
asy asy  asz— A

Definice: Rovnice (1.88) se nazyvd charakteristicka rovnice kvadriky.

Charakteristickou rovnici (1.88) rozepiseme do tvaru

NN+ oA — Ay =0, (1.89)
kde jsme oznagdili
I = a11 + az +ass (1.90)
I, = ai; a2 ailr  ais agg Q23 (1.91)
az; a2 az1p ass agz2 ass

Koeficienty I1,Is a Agq v rovnici (1.89) jsou ortogonélni invarianty. To zna-
mena, ze se pri otoceni a posunuti kartézské soustavy souradnic jejich hodnota
nezméni. Odtud plyne, Ze ortogonalnim invariantem je celd charakteristicka
rovnice (1.88). Kofeny charakteristické rovnice se tedy pii zméné kartézské
soustavy soufadnic neméni.

Obdobné je ortogonalnim invariantem determinant A

@11 a2 a1z G4

a1 G a3 a
A = det 21 (22 (23 QA24 (1.92)
agy agz asz a34

G41 Q42 Q43 Q44

matice kvadriky (1.82). Determinant A se také nazyva diskriminant kvadriky.

Charakteristickd rovnice (1.88) je kubickd rovnice s nezndmou A, jak plyne
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z rozepsaného tvaru (1.89). Kofeny charakteristické rovnice nazyvame vlastni
¢isla. Vlastnim ¢islim odpovidaji vlastnis vektory.

Pfi hledani hlavnich smért kvadriky (1.82) budeme postupovat nasledujicim
zptisobem.

Nejprve uréime kofeny A, Ae, A3 charakteristické rovnice (1.89). Kazdému
vlastnimu ¢islu \; odpovidéa vlastni vektor u;, ktery vypocitame ze soustavy
(1.87), kdyz za A\ dosadime \;. Sta¢i nam k tomu nejvyse dvé rovnice z (1.87),
protoze vSechny tfi rovnice jsou linearné zavislé, jak plyne z podminky (1.88).
Vlastni vektory jsou hledané hlavni sméry kvadriky.

Pri vypoctu vlastnich ¢isel a vlastnich vektort vyuzijeme nasledujici vlastnosti
charakteristické rovnice kvadriky (1.89):

Véta:
1) Charakteristickd rovnice (1.89) je ortogondlni invariant.

2) Rovnice (1.89) ma vSechny tri kofeny redlné.

3) Trem riznym vlastnim cislim odpovidaji tFi navzdjem kolmé vlastni vek-
tory.

4) Vlastnimu ¢islu 0 odpovidd asymptoticky smeér kvadriky.

Dikaz:
Ad 1) Rovnici (1.88) lze napsat ve tvaru

|A—\| =0, (1.93)

kde A je matice
air Gl a3
a21 a2 A3 (194)
asyr azz2 ass

a I je jednotkova matice 3 x 3. Je-li T ortogonalni matice potom podle véty o
nasobeni determinanti

ITAT™Y = XI| = |T(A = XDT Y = |A - \|.

Tvrzeni je dokazano.

Ad 2) Jak znamo, kubicka rovnice (1.89) ma vzdy alespon jeden realny ko-
fen, ktery oznac¢ime \;. Cislu A\; odpovid4 vlastni vektor u;. Zvolme kar-
tézskou soustavu soufadnic tak, aby osa x nélezela sméru u;. Potom mi-
zeme polozit u; = (1,0, 0). Soustava (1.87), které vyhovuji soufadnice vektoru
u; = (1,0,0), ma nyni tvar

(all—)\l)-1+a12-0+a13-0 =0
ag1 -1+ (a2 — A1) -0+ag3-0 =
a31-1—|—a32'0+(a33—)\1)-0 = 0.

)

(1.95)
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Odtud dostavame \; = aq1, as1 = 0, ag;1 = 0. Po dosazeni do charakteristické
rovnice (1.88) obdrzime rovnici

Al — A 0 0
0 a9 — A a3 =0 s (1.96)
0 aza  asz3 — A

kterou upravime na tvar

az — A a3

(A=A azx  aszz — A

= 0. (1.97)

Rovnice (1.97) ma kromé redlného kofene \; jesté dalsi dva kofeny dané rovnici

a2 — A a3

=22 — \agy + + —a2.=0. 1.98
aso ass — /\ ‘ (a22 C’f33) 22033 C1123 ( )

Diskriminant rovnice (1.98)
(a2 + ass)® — 4(azass — a3s)
lze napsat jako soucet ctverct
(azz — as3)® + 4azs.

Odtud plyne, ze diskriminant je vétsi nebo roven nule. Kvadratickd rovnice
(1.98) a tedy i charakteristickd rovnice kvadriky (1.89) maji redlné koteny.

Ad 3) Vlastnimu éislu A\; jsme pfiradili vlastni vektor u; = (1,0,0). Soustava
(1.87) méa potom, jak jsme vidéli v predchozi ¢asti, tvar

(M — \u =0
(a22 — )\)’U +agw = 0 (1.99)
aza¥ + ((133 - )\)w = 0.

Dosazenim vlastniho ¢&isla Ay # A1 za A do (1.95) dostaneme soustavu

()\1 — )\g)u =0
(a22 — /\2)’0 + agzw = 0 (1100)
azv + (a3 — A)w = 0,
Necht vektor ug = (0,1,0) je feSenim soustavy (1.100). Potom dosazenim

soufadnic do (1.100)

(A — Xo) -0 — 0
(aga — A2) -1+ a3 -0 =
azz-1+(azz3 —A2)-0 = 0,

)

(1.101)

dostaneme podminky Ao = ago, aze = 0.
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Soustava (1.87) ma potom tvar

(A — Nu = 0
()\2 — )\)U

Il
o

(1.102)
((133 - )\)w = 0.

Dosadime-li do rovnice (1.102) za A hodnotu A3 # A\; # A2, potom pro vektor
us = (0,0,1) dostaneme A3 = ass.

Ukazali jsme, Ze k navzdjem riuznym vlastnim éislim Ay #£ Ay # A3, existuji
tii vzajemné kolmé vlastni vektory u; = (1,0,0),u2 = (0,1,0),us = (0,0,1).

Ad 4) Jestlize A = 0, potom dosazenim do soustavy (1.87) dostaneme

a4+ appv+azw = 0
ao1 + a0V +assw = 0 (1.103)
a31u+ aszv +agsw = 0.

Odtud

a11u2 + G/QQUZ + a33w2 + 2&12U’U + 2a13uw + 2&23?1’[1) = u(a11u + a12v + algw) +
v(aglu + agov + aggw) + (a31u + azgv + (133’[1)) = 0

a smér dany vektorem (u,v,w) je podle (1.11) asymptoticky. O

Definice: Primeérovd rovina, kterd je kolmd ke smeéru, se kterym je sdruZend
(hlavni smeér), se nazgvd hlavni rovina kvadriky. Osa kvadriky je prisecnice
dvou hlavnich rovin (pokud ezistuji). Prusecik kvadriky s jeji osou se nazjvd
vrchol kvadriky.

1.11 Transformace soustavy soufadnic v E3

Uvazujme kvadriku, jejiz rovnice v néjaké kartézské soustavé soutadnic je

a11x2+a22y2—I—a3322+2a12xy—|—2a13xz—I—2a23yz+2a14:v+2a24y—|—2a34z+a44 =0.
(1.104)
Budeme zkoumat rovnici kvadriky (1.104) pfi zmeéné kartézské soustavy sou-
fadnic na jinou kartézskou soustavu soufadnic.
Necht kartézskd soustava soufadnic (k. s. s.) je ddna pocatkem P a uspora-
danou trojici vzajemné ortogonélnich jednotkovych vektort eq,es, e3. Necht
soufadnice libovolného bodu X v prostoru E® v této k. s. s. jsou z,y, 2 tj.
X =[x,y z].
V jiné k. s. s., kterd je dana stejnym pocatkem P a uspotradanou trojici vza-
jemné ortogonalnich jednotkovych vektorti €'1,€’s, €’s, ma tentyz bod X sou-
fadnice X = [/, v/, 2/]. Jak zndmo, vztah mezi “nec¢arkovanymi” a “¢arkova-





