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nebot B = C' = 0. Z rovnice (1.34) plyne, %e pfimka, prochézejici singularnim
bodem kvadriky mé s kvadrikou spoleény pouze tento singularni bod (je-li
A # 0) nebo celd pfimka na kvadrice lezi (A = 0). Tedy plati véta:

Véta: KazZdd primka prochdzejici singuldrnim bodem kvadriky, leZi bud celd
na kvadrice (v pripadé, Ze jeji smér je asymptoticky) nebo md s kvadrikou spo-
leény pouze tento singuldrni bod (v pripadé, Ze jeji smér neni asymptoticky).
Poznamka:

Prikladem singularniho bodu je napt. vrchol kuzelové plochy.
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Obréazek 1.15: Vrchol kuzelové plochy jako ptiklad singularniho bodu

1.6 Singularni kvadriky

Oznacme pismenem A determinant

@11 a2 a1z G4

a a a a
T o e (1.35)
a31 az2 az3z 34

(41 Q42 Q43 Q44
matice K kvadriky (1.32). Podle toho, zda A = 0 nebo A # 0 rozdélime
vSechny kvadriky do dvou disjunktnich skupin.

Definice: Kvadrika se nazyvd singularni jestlize A = 0. Jestlize A # 0 po-
tom se kvadrika nazjvd regularni.

Plati nasledujici véta, kterda ndm dava vztah mezi singularni kvadrikou a sin-
gularnimi body.

Véta: Obsahuje-li kvadrika singuldrni bod, pak je to kvadrika singuldrni.

Duikaz: Necht bod M = [m,n,p| je singularnim bodem kvadriky (1.32). To
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znamena, ze jsou splnény rovnice (1.33). Soustavu (1.33) pfepiSeme do tvaru

ajym +aipn +a3p = —auy
G21M + agen + az3p = —a2 (1.36)
asz1m + agan +aszp = —asa
aqg1m + aso2m + a43p = —Q44.

Podle Frobeniovy véty ma soustava rovnic (1.36) alespon jedno feSeni préavé
tehdy, kdyz hodnost matice soustavy je rovna hodnosti rozsifené matice sou-
stavy, tedy

ailp a2 ais ailp a2 aiz —ai4
az1 a2 a3 a1 22 23 —Aa24
h —h . (1.37)
as;p asz2 ass asz;p asz2 asz —a34
a4q1 Aa42 043 aq1 Q42 Q43 —Aa44

Matice soustavy je typu (4,3), tedy jeji hodnost matice je mensi nebo rovna
tfem, proto hodnost rozsifené matice soustavy je také mensi nebo rovna tfem.
Odtud plyne, ze A = 0. O

Poznamka:
Obrécené véta neplati. Valcova plocha je singularni kvadrikou, ale singularni
bod neobsahuje.

Definice: Bod kvadriky, ktery neni singuldrni se nazyvd regularni.

V nasledujicim textu ukazeme piiklady nékterych singularnich kvadrik. Pro-
toze v téchto pripadech vzdy A = 0, je hodnost matice kvadriky

ai;p a2 aiz ai4
G21 Q22 a3 a4
K = (1.38)
az1 asz2 a3z as4
Q41 Q42 a43 Q44

bud 3 nebo 2 nebo 1.

Necht h(K) = 3. Nejprve predpokladejme, ze prvni tii fadky matice (1.38)
jsou linedrné nezévislé. Dale pfedpokladejme, ze kvadrika ma jediny stied
M = [m,n,pl, tj. plati rovnice (1.16). Protoze ¢tvrty fadek matice K je line-
arni kombinaci ostatnich fadki, plyne odtud platnost rovnic (1.33), a bod M
je tedy jedinym singuldrnim bodem kvadriky. Plocha, ktera ma tuto vlastnost
se nazyva kuzelovd plocha.
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Obrazek 1.16: Kuzelova plocha

Najdeme jeji rovnici. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic tak, aby pro sin-
gularni bod M platilo M = [0,0,0]. Protoze M = [0,0,0] je feSenim soustavy
(1.33), plyne odtud a14 = ag4 = ags = aga = 0 a rovnice kuzelové plochy ma
tvar

(111.%2 + a22y2 + (13322 + 2a121‘y + 2(113%2’ + 2(123y2 =0. (139)

Jinym pfikladem singularni kvadriky, pro jejiz matici plati h(K) = 3, je vdl-
covd plocha dana rovnici

az® 4 2bxy 4 cy? + 2dx + 2ey + f =0, (1.40)

jejiz tvorici pfimky prochazeji regularni kuzeloseckou (1.40) a jsou kolmé na
soufadnicovou rovinu zy. Skute¢né, matice kvadriky (1.40)

a b 0 d
b ¢ 0 e
00 0 0]’ (1.41)
d e 0 f

ma hodnost 3.
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Obrazek 1.17: Valcova plocha

Necht h(K) = 2. Prikladem singularni kvadriky, jejiz matice ma hodnost 2, je
dvojice riuznobéznych rovin o a 3

a: ez +biy+ciz+di =0 B asx 4 boy + coz +dy = 0. (1.42)

Obrazek 1.18: Dvé riiznobézné roviny

Rovnice prislusné kvadriky je
(12 + b1y + c12 + di)(agx + bay + c2z + d2) = 0. (1.43)

Matice kvadriky (1.43) ma (po vynasobeni dvéma) tvar

2&10,2 a1b2 + a2b1 aijce + ascy a1d2 + agdl
bras + baaq 2b1b9 bica +bacr  bids + bady (1 44)
cras + coar  c1bsy + caby 2c1co c1do + cody ’

diag + daay  diba + daby  dica + dacy 2dd

Hodnost matice lze vypocitat bud pfimo, coz je zdlouhavé nebo nésleduji-
cim postupem. Oznac¢ime-li u; = (ay,b1,c1,d1) a ug = (ag, be, ca,ds), potom
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muzeme matici (1.44) napsat ve tvaru

asu; + ajup
bou; + biug
cou; +  ciup
dgul + d1u2

(1.45)

Protoze roviny a a (8 jsou riiznobézné, jsou vektory up, us linedrné nezavislé
a hodnost matice (1.45) je rovna dvéma.

Necht h(K) = 1. Pfikladem kvadriky, jejiz matice ma hodnost 1 je dvojndsobnd
rovina. Rovnice prislusné kvadriky je

(azx + by + cz + d)*> = 0. (1.46)
a jeji matice mé tvar
a? ab ac ad
ba b2 be bd
ca b A cd (1.47)
da db de d?

Oznacime-li u = (a, b, ¢, d), potom (1.47) lze psat ve tvaru
(au, bu, cu, du)T.

Je zfejmé, ze hodnost matice (1.47) je rovna jedné.
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Obrazek 1.19: Dvojnéasobné rovina

Existuji i dalsi pfiklady singularnich kvadrik, které zde nebudeme uvadeét.
Vycet vSech singularnich kvadrik uvedeme pfi jejich klasifikaci.

1.7 Tecéna a tecna rovina

V této kapitole se budeme zabyvat te¢nou a te¢nou rovinou v reguldrnim bodé
kvadriky. Uvédomme si, zZe regularni bod je takovy bod, ktery neni singuldrnim
bodem. Na regularni kvadrice jsou vSechny body regularni, protoze pokud by





