26 KAPITOLA 1. KVADRIKY JAKO PLOCHY 2. STUPNE

muzeme matici (1.44) napsat ve tvaru

asu; + ajup
bou; + biug
cou; +  ciup
dgul + d1u2

(1.45)

Protoze roviny a a (8 jsou riiznobézné, jsou vektory up, us linedrné nezavislé
a hodnost matice (1.45) je rovna dvéma.

Necht h(K) = 1. Pfikladem kvadriky, jejiz matice ma hodnost 1 je dvojndsobnd
rovina. Rovnice prislusné kvadriky je

(azx + by + cz + d)*> = 0. (1.46)
a jeji matice mé tvar
a? ab ac ad
ba b2 be bd
ca b A cd (1.47)
da db de d?

Oznacime-li u = (a, b, ¢, d), potom (1.47) lze psat ve tvaru
(au, bu, cu, du)T.

Je zfejmé, ze hodnost matice (1.47) je rovna jedné.
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Obrazek 1.19: Dvojnéasobné rovina

Existuji i dalsi pfiklady singularnich kvadrik, které zde nebudeme uvadeét.
Vycet vSech singularnich kvadrik uvedeme pfi jejich klasifikaci.

1.7 Tecéna a tecna rovina

V této kapitole se budeme zabyvat te¢nou a te¢nou rovinou v reguldrnim bodé
kvadriky. Uvédomme si, zZe regularni bod je takovy bod, ktery neni singuldrnim
bodem. Na regularni kvadrice jsou vSechny body regularni, protoze pokud by
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kvadrika obsahovala singularni bod, byla by kvadrikou singularni. Regularni
body mohou lezet i na singularni kvadrice. Napr. na kuzelové plose je jedinym
singularnim bodem vrchol kuzelové plochy. VSechny ostatni body jsou regu-
larni.

Je dana kvadrika

a1122 +any® +azzz? +2a100y+ 201302+ 2093y 2+ 20147+ 2094y +2a342+ags = 0
(1.48)

a necht M = [m,n, p] je reguldrni bod kvadriky. Budeme zkoumat te¢nu kvad-

riky s dotykovym bodem v bodé M. Predpokladejme, Ze te¢na t ma tvar

t: X =M +tu, (1.49)
kde X = [z,y, z] a smér dany nenulovym vektorem u = (u, v, w) neni asympto-
ticky.

Nejprve podame definici tecny.

Definice: Tecna kvadriky je primka, kterd md v bodé dotyku s kvadrikou dvoj-
ndsobny prusecik.

V rovnici

A2 4+ 2Bt +C =0 (1.50)
je C =0, nebot bod M lezi na kvadrice (1.48). Rovnice (1.50) ma nyni tvar

At> +2Bt =0 . (1.51)

Bod M bude dvojnasobnym prisecikem praveé kdyz 0 bude dvojnasobnym
kofenem rovnice (1.51). To nastane pravé kdyz v (1.51)

B=0, (1.52)
tj. plati-li podle (1.8)

u(aym + ajan + a13p + a14) + v(agrm + agen + aszp + agq) + w(agym+
asamn + assp + CL34) = 0.
(1.53)
Mnozina feSeni rovnice (1.53) je vektorovy prostor ortogonalni na vektor

(ar1m~+a1an+ ai3p + a4, a1 m+ agen + azzp + aga, az1m + asan + azzp+asq) .

Jeho dimenze je tedy 2. Je nutné si uvédomit, ze alespon jeden z koeficienti
a;1m + a;on + a;zp + a4 pro ¢ = 1,2,3, je rizny od nuly. V opacném piipadé
by totiz byl podle (1.33) bod M bodem singularnim. Odtud tvrzeni:

Véta: Primka (1.49) je tecnou kvadriky (1.48) v reguldrnim bodé M pravé
kdyz vektor u spliiuje (1.53).
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Z ptedchozi tivahy plyne, ze vSechny te¢ny kvadriky v bodé M lezi v roviné 7

71 (aum + a1en + a13p + a14)x + (ag1m + agen + agsp + ag)y + (azim+
azen + assp + asa)z + ag1m + agan + ag3p + agy =0 .
(1.54)
Definice: Rovina T o rovnici (1.54) se nazyjvd teéna rovina kvadriky (1.48)
v bodé M. Bod M se nazyvd bod dotyku.

Je vyhodné napsat rovnici teéné roviny 7 (1.54) v maticovém tvaru

@11 a2 aiz a4
a1 Q22 Aa23 a24
a31 az2 azz a4
G41 Q42 Q43 Q44

r=(m np 1) =0,  (L55)

— N e 8

jak se mizeme snadno presvédcit. Maticovy tvar rovnice te¢né roviny se totiz
velmi podoba maticovému tvaru (1.2) rovnice kvadriky.

Poznamka:

Tec¢nou rovinu kvadriky v (reguldrnim) bodé M muzeme téz definovat jako
rovinu, v niz lezi vSechny te¢ny kvadriky v bodé M. Tecnd rovina tak miize
obsahovat kromé bodu dotyku M jesté dalsi body. Napt. teéna rovina valcové
plochy se této plochy dotyka podél celé povrchové primky.

Definice: Kolmici k tecné roviné prochdzejici bodem M nazyvdme normala
kvadriky v bodée M.

Priklad:
Urcete, pri které hodnoté k se rovina x — 2y — 2z + k = 0 dotyka kvadriky

2+ 4y® 4+ 1622 — 144 = 0. (1.56)

Reseni: Te¢na rovina kvadriky (1.56) s bodem dotyku v bodé M = [m,n,p)
maé podle (1.55) rovnici

1 0 0 0 T
04 0 0 y |
(m n p 1) 00 16 0 . =0, (1.57)
00 0 -—-144 1
tj.
max + 4ny + 16pz — 144 = 0. (1.58)

Porovnanim rovnice x — 2y — 2z 4+ k = 0 s rovnici mz + 4ny + 16pz — 144 =0
dostaneme podminky

dn = —2m, 16p = —2m, —144 = mk. (1.59)
K podminkam (1.59) je nutné jesté ptidat rovnici

m? + 4n® + 16p® — 144 = 0, (1.60)
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protoze bod dotyku M = [m,n, p] nélezi kvadrice (1.56).

Hodnotu & dostaneme feSenim soustavy ¢tyf rovnic (1.59), (1.60) o ¢&tyrech
neznamych m,n,p, k. Dosazenim za n = —3, p = —¢ do (1.60) dostaneme
m = +8 a odtud k = £18.

Tec¢né roviny jsou dveé:

hodnoté k& = 18 odpovida bod dotyku M; = [8, -4, —1] a hodnoté k = —18
odpovida bod dotyku My = [—8,4,1]. O

//////

Obrazek 1.20: Reseni piikladu: Te¢né roviny kvadriky

1.8 Rovina sdruZena se smérem

V predchozi kapitole jsme zkoumali te¢nu a te¢nou rovinu v daném reguladrnim
bodé kvadriky. Nyni tlohu zobecnime tak, ze budeme hledat rovnici te¢ny ke
kvadrice z daného bodu R, ktery obecné na kvadrice nelezi.

1.8.1 Polarni rovina

Predpokladejme, Ze je dana kvadrika

a1122 +any® +azzz? +2a100y+ 201302+ 2093y 2+ 20147+ 2094y +2a342+ags = 0

(1.61)
a libovolny bod R = [r, s, u], ktery neni stiedem kvadriky. Z bodu R vedeme
ke kvadrice (1.61) te¢nu p : X = R+ t(T — R), kde T' = [m,n,p| je bod
dotyku. Potom smérovy vektor 7'— R = (m —r,n — s, p —u) musi podle (1.53)





