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1.9 Prumérova rovina

Predchozi ivahy dale zobecnime. Budeme vySetfovat te¢ny kvadriky, které
jsou rovnobézné s danym smérem.

Je dana kvadrika

a1122 +any® +azzz? +2a100y+ 201302+ 2093y 2+ 20147+ 2a94y+2a342+ags = 0
(1.69)
a necht je dan neasymptoticky smér vektorem u = (u, v, w). Oznacme

p: X =M+tu (1.70)

teénu ve sméru u, kde M = [m,n, p| je bod dotyku tecny a kvadriky. Vektor
u spliluje podle (1.53) rovnici

u(aizm + ajan + a13p + a14) + v(agrm + agan + assp + azq) + wlazym+
azan + azzp + azs) = 0,
(1.71)
kterou lze ptrepsat na tvar

(auu + a1v + a13w)m + (aglu —+ a9V + aggw)n + (a31u + aza2v + a33w)p—|—
+a41u + agov + agzw = 0.

(1.72)
Ze vztahu (1.72) plyne, obdobné jako v pfedchozi kapitole, ze dotykové body
M = [m,n,p| teCen, které jsou rovnobézné s neasymptotickym smérem u =

(u,v,w), lezi v roviné

(a11u + a12v + aj3w)x + (ag1u + agv + azzw)y + (asiu + azav + assw)z+
a1 + ag0v + agzw = 0.
(1.73)
Odtud nasledujici definice

Definice: Necht u = (u,v,w) je vektor neasymptotického sméru. Potom se
rovina (1.738) nazgvd pramérova rovina sdruzend se smérem u vzhledem ke
kvadrice (1.69).
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Obrézek 1.23: Prumérova rovina sdruzend s danym smérem (Pohled 1)
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Obrézek 1.24: Prumérova rovina sdruzend s danym smérem (Pohled 2)

Poznamka:

1) Alespon jeden z koeficientti aj1u + a19v + a13w, ag1u + azv + aszw, aziu +
asav + aggw u proménnych x, y, z v rovnici (1.73) je razny od nuly. V opaéném
pripadé by totiz platilo

a11u2 + (1227)2 + a33w2 + 2@121“1 + 2@13’[1/[1) + 2(1231)’[1) == u(allu + a2V + (113’[1))
+v(agu + azv + aggw) + w(asiu + azev + aggw) =0
(1.74)
a smeér urceny vektorem u by byl asymptoticky. Primeérova rovina je tedy pro
neasymptoticky smér vzdy definovana.

2) Rovnici (1.73) mtzeme definovat i priumérovou rovinu sdruzenou s asympto-
tickym smérem s vyjimkou pripadu, kdy vSechny t¥i koeficienty u proménnych
x,y,z v (1.73) jsou rovny nule.

Pramérovou rovinu sdruzenou s danym smérem u lze vyjadrit také v matico-
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vém tvaru
a1l al2 a1z a4 T
a a a a
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a3l Qg2 asz a4 z
41 Q42 Q43 Q44 1

Priameérova rovina ma néasledujici vlastnost:

Véta: Primeérovd rovina sdruzend se smerem u obsahuje stredy tétiv kvadriky,
které jsou rovnobéZné se smérem u.
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Obréazek 1.25: Tétiva rovnobéZna se smérem

Duikaz: Necht pfimka s ve sméru u protina kvadriku (1.69) v bodech M; a
Ms. Potom pro stted M = [m,n, p] tétivy M, My plati M = 1/2M; +1/2Ms.
Piseme-li s : X = M + tu, potom je, podle pfedchozich Gvah, v rovnici

At? + 2Bt +C =0 (1.76)
koeficient B roven nule, tj.:

u(aizm + ajan + a13p + a14) + v(agrm + agan + assp + azq) + wlazym+
azaom + assp + a34) =0.
(1.77)

Z (1.77) dostaneme rovnici

(11w + a12v + agzw)m + (a21u + agv + azzw)n + (az1u + azpv + agzw)p+
a41% + a42v + agzw = 0,
(1.78)
ze které plyne, ze stied tétivy M = [m,n,p| lezi v pramérové roviné (1.73). D
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Poznamka:

1) Vlastnost pramérové roviny z piedchozi véty se ¢asto uziva k jeji definici.
Primérova rovina je definovana jako rovina, ve které lezi stfedy tétiv daného
sméru.

2) V projektivnim rozsifeni prostoru E® se zavadéji dva druhy bodt — body
vlastni a body nevlastni. Kazdy bod mé& misto t¥i soutadnic, soutadnice ¢tyfi.
Soutadnice vlastniho bodu maji tvar [z,y,z,1], kde [z,y, 2] jsou kartézské
(afinni) soufadnice daného bodu a &tvrta souradnice 1 znadi, ze se jednd o
vlastni bod. Naproti tomu bod o soutadnicich [z,y, z,0] je nevlastni bod, ur-
¢eny smérem vektoru (z,y,z). Primérovou rovinu sdruzenou se smérem u
mizeme tedy podle vyjadieni (1.75) chapat jako poldrni rovinu nevlastniho
bodu (u,v,w,0) vzhledem ke kvadrice (1.69).

Veéta: KaZdd primérovd rovina obsahuje vsechny stredy kvadriky.

Dukaz: Soutradnice stitedu M = [m, n, p] kvadriky vyhovuji rovnicim

ayym—+appn+aisp+ayy = 0
as1m + agen + asgp+ass = 0 (1.79)
agym + agan + azzp +azg = 0.

Ze soustavy rovnic (1.79) plyne

((111’LL + a12v + algw)m + (aglu + a9V + (123’[1))’0 + (a31u + azav + aggw)p+
ag + agv + agz3w = u(aym + aan + aizp + ar4) + v(am + agan + azgp+
aza) + w(agim + azan + agsp +azs) =0 .

Tedy stfedy kvadriky vyhovuji rovnici priumérové roviny (1.73). Véta je doka-
zana. O

Podle predchozi véty tedy dostavame:

Obsahuje-li kvadrika jediny stfed, potom kazda priimeérova rovina prochézi
timto bodem (napft. kulova plocha). Obsahuje-li kvadrika pfimku stfedi, po-
tom kazdé rovina svazku, jehoz osou je pfimka stfedd, je priimérova rovina
(napf. valcova plocha). Koneéné, je-li mnozinou stfedi kvadriky celd rovina,
je prameérovou rovinou tato rovina stfed (napt. dvé rovnobézné roviny).
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Obrazek 1.26: Primeérova rovina valcové plochy

Véta: Je-li definovina prumeérovd rovina sdruZend s asymptotickym smérem,
potom je s timto smérem rovnobéznd.

Dukaz: Je-li asymptoticky smér dan vektorem u = (u, v, w), potom pro nor-
malovy vektor primérové roviny sdruzené se smérem u

(a11u + a12v + a13w)x + (ag21u + a9V + azsw)y + (ag1u + asav + agsw)z+
a1t + a42v + agzw =0
(1.80)
podle (1.11) plati

(a11u + a12v 4+ ajsw)u + (ag1u + azv + aszw)v + (ag1u + asev + agzw)w =
a11u2 + a22v2 + a33w2 + 2a12uv + 2a13uw + 2a03vw = 0.

(1.81)
Ze vztahu (1.81) plyne, Ze priumérova rovina (1.80) je rovnobézna s asympto-
tickym smérem u. Véta je dokazéana. |

1.10 Hlavni sméry

Uvazujme kvadriku

a11x2+a22y2—1—(133,22+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+a44 =0

(1.82)
Ke kazdému neasymptotickému sméru u = (u,v,w) kvadriky (1.82) umime
podle predchozi kapitoly prifadit primérovou rovinu, sdruzenou s timto smeé-
rem. Rovnice této roviny je

(auu + a1ov + algw)az + (aglu —+ a9V + aggw)y + (a31u + azav + a33w)z+
a1t + a2V + ag3w = 0.
(1.83)





