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Obrazek 3.8: Cast vysledné kuzelové plochy

3.4 Reseni P¥ikladu 1 (str.55) v programu Maple

Zadani: Vysetfete kvadriku [2], [5]
7% + 6y% + 522 — day — dyz — 222 + 24y + 22 + 30 = 0. (3.1)

Kompletni kéd feseni v Maple:

Pozndmka: Vystupy nékterych piikazi kédu nejsou v textu uvedeny. Vétsinou
se jedna o pripady, kdy vystup pouze kopiruje zadany piikaz.

> restart;
> with(LinearAlgebra): with(linalg): with(plots):

Obecnou rovnici kvadriky mizeme zapsat a vytvofit uzitim matice kvadriky
K:

> X:=Vector[row] ([x,y,2z,1]1);

> K:=Matrix(a,1..4,1..4,shape=symmetric);
(1,1) a(l,2) a(l,3) a(l,4)

a(1,2) a(2,2) a(2,3) a(2,4)
(1,3) a(2,3) a(3,3) a(3,4

a(1,4) a(2,4) a(3,4) a(4,4)

> Kvadrika:=sort (expand(X.K.Transpose(X)), [x,y,2])=0;

j

K =

j

Kvadrika := a(1, 1) 2% + 2a(1, 2) xy + 2a(l, 3) z z + a(2, 2) y> + 2a(2, 3)y 2
+a(3, 3) 22 +2a(l, 4)x +2a(2, 4)y +2a(3, 4) z +a(4,4) =0
Rovnice kvadriky dle zadani:

> RovKv:=7*x"2+6%y " 2+5%z" 2-4*xx*xy-4*y*z—-22%x+24*y+2*2z+30=0;
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Hodnoty koeficientti rovnice dané kvadriky, potfebné pro vytvoreni jeji matice,
ziskdme porovnanim obecného tvaru rovnice kvadriky Kvadrika s danou kon-
krétni rovnici RovKv. To vede na soustavu jednoduchych rovnic SoustRovKoef,
z nichz kazdd mé jako nezndmou jeden z koeficienta a(1,1), ..., a(4,4)
(viz néasledujici fadky kédu).

Pozndmka: Mohli jsme také uréit kazdy koeficient zvlast opakovanym pouzitim
funkce coeff na levou stranu rovnice RovKv.

> SoustRovKoef :={coeffs(lhs(collect (RovKv-Kvadrika,
[x,y,z],distributed)))};

> KoefRovKv:=solve(SoustRovKoef,{a(1,1),a(1,2),a(1,3),
a(1,4),a(2,2),a(3,3),a(2,3),a(2,4),a(3,4),a(4,4)});

Rovnosti a(i, j)=&islo pfevedeme na pfifazovaci prikazy uzitim funkce assign.

> assign(KoefRovKv) ;

Tim se do obecného tvaru matice kvadriky K dosadi konkrétni hodnoty. Matice
K dané kvadriky méa pak tvar:

> K;
7T =2 0 —-11

-1 12 1 30
Diskriminant kvadriky A

> Delta:=det (K);
A= —-972

Diskriminant je rizny od nuly. Kvadrika je tedy regularni.

Hlavni minor kvadriky Ay

> SubK:=submatrix(K,1..3,1..3);

7T =2 0
SubK := | —2 6 —2
0 —2 5
> A44:=det (Subk) ;
A4 =162

Hlavni minor kvadriky A4y je rtizny od nuly. Kvadrika je tedy stfedova.

Charakteristicka rovnice kvadriky

Nejprve vytvorime jednotkovou matici E:



3.4. RESENY PRIKLAD 117

> E:=evalm(array(1l..3,1..3,identity));
1 00
E=]10120
0 01
Potom definujeme matici ChM pfislusné homogenni soustavy, ktera vede k cha-
rakteristické rovnici ChR:

> ChM:=evalm(SubK-lambdax*E) ;
T =2 0
ChM := -2 6-X =2

> ChR:=det (ChM)=0;
ChR =162 — 99\ +18)\2 — X3 =0

Kofeny charakteristické rovnice jsou vlastni ¢isla kvadriky:

> ResChR:=solve(ChR,lambda) ;
ResChR :=3,6, 9

Pro snazsi manipulaci muzeme vlastni ¢isla zapsat jako slozky vektoru (uspo-
fadané trojice) A :
> lambda:=[ResChR];
A:=[3,6, 9]

Potom ke konkrétnimu vlastnimu ¢islu pfistoupime prostiednictvim odpovi-
dajiciho indexu (pofadového ¢isla v uspofadané trojici):
> lambda[1]; lambda[2]; lambdal[3];
3
6
9

Kanonicky tvar rovnice kvadriky
Absolutni ¢len rovnice A :
Agg
> Delta/A44;
—6
> kr:=lambda[1]*x"2+lambda[2]*y~2+9%z~2=-Delta/A44;
kr:=322+6y>+922=6

Koneéna podoba kanonického tvaru rovnice dané kvadriky:

> KanRovKv:=kr/(abs(Delta/A44));

2 2
3
KanRovKv := % + 9%+ TZ =1
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Danou kvadrikou je trojosy elipsoid.
Délky poloos elipsoidu:

> a=sqrt(1/coeff (lhs(KanRovKv) ,x,2));
> b=sqrt(1/coeff (lhs(KanRovKv),y,2));
> c=sqrt(1/coeff (lhs(KanRovKv),z,2));

a =

b

S5

CcC =

|

Zobrazeni elipsoidu v transformované soustavs souradnic provedeme pomoci
funkce implicitplot

> implicitplot3d(KanRovKv,x=-2..2,y=-2..2,z=-2..2,grid=[30,30,30],
style=patchcontour,orientation=[40,55] ,axes=frame,tickmarks=[3,3,3],
color=COLOR(RGB,250/255,250/255,250/255) ,1ight=[90,-5,1,1,11);

-2

VySetfeni polohy kvadriky v puvodni soustavé souradnic

Souradnice stifedu kvadriky.
Uvazujme vzajemnou polohu primky Primka a dané kvadriky RovKv:

> Primka:=[x=mt+t*u,y=nt+t*v,z=p+t*v];
> RovKv;
T2 4+6y2+522 —doy—4yz—220+24y+22+30=0

Dosazeni parametrickych rovnic piimky za x, y, a z do rovnice kvadriky vede
k néasledujici rovnici s proménnou ¢ :
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> RovKvPr:=simplify(eval (RovKv,Primka));

RovKvPr :=Tm? + 1dmtu+ Tt2u? +6n> + 12ntv + 620> + 5p> + 10ptw
+5t2w? —4dmn —4dmtv —4tun —4t2uv —4dnp —4dntw —4tvp
—AtPvw—22m —22tu+24n+24tv+2p+2tw+30=0

Rovnici miizeme zapsat ve tvaru At? + Bt + C = 0, kde koeficienty A, B, C
maji nasledujici tvar:

> A:=coeff (1lhs (RovKvPr) ,t"2);
A=Tu?2 +60v2+5w? —duv—4vw
> B:=1/2%coeff (1hs (RovKvPr),t);
B:=Tmu+6nv+bpw—2muv—2un—2nw—2vp—11u+12v 4+ w
> C:=coeff (1lhs (RovKvPr),t,0);
C:=Tm?>+6n2+5p>—4mn—4np—22m +24n+2p+ 30
Stfedem kvadriky je bod S = [m, n, p|, pro jehoz soufadnice je koeficient B

roven nule, tj. B = 0, bez ohledu na soutadnice [u, v, w] smérového vektoru
ptrimky.

> Bl:=collect (B, [u,v,w]);
Bl :=(Tm—11—-2n)u+ (6n—2m+12—2p)v+ (—2n+5p+ 1w

Soutadnice stfedu kvadriky tak uréime fesenim nésledujici homogenni sou-
stavy rovnic s neznamymi m, n, p :

> RStr:=coeffs(B1, [u,v,w]);
RStr:=6n—-2m+12—-2p, 2n+5p+1,7Tm—11—-2n
> RStr_res:=solve({RStr},{m,n,p});
RStr_res:={m=1,p=—-1,n= -2}
Stied kvadriky:
> S:=eval([m,n,p] ,RStr_res);

S =[1, -2, —1]

Hlavni sméry kvadriky

Resime piislusné homogenni soustavy rovnic, postupné pro vsechny t¥i vlastni
¢isla.
)X =3

> MatH1Sm1:=evalm(SubK-lambda[1]*E) ;
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4 =2 0
MatHISm1 = | —2 3 -2
0 -2 2

> RovH1Sml:=geneqns (MatHlSm1, [u,v,w]);
RovHISm1 :={-2u+3v—-2w=0, -2v+2w=0,4u—2v =0}
> H1Sml:=solve(RovH1Sm1,{u,v,w});
HiSm1 :={v=2u, w=2u, u = u}
> ul:=eval([u,v,w],H1Sm1);
ul = [u, 2u, 2u]
Hlavni smér u; :
> ul:=eval(ul,u=1);
ul :=[1, 2, 2]
2) Ay =6
> MatH1Sm2:=evalm(SubK-lambda[2]*E) ;

1 -2 0
MatHISm2 = | —2 0 -2
0o -2 -1

> RovH1Sm2:=geneqns (MatH1Sm2, [u,v,w]);
RovHISm2 :={u—2v=0, -2v—w=0, —2u — 2w = 0}
> H1Sm2:=solve(RovH1Sm2,{u,v,w});
HISm2 :={u=2v, w= —2v, v =10}
> u2:=eval([u,v,w] ,H1Sm2);
u2 = [2v, v, —2v]
Hlavni smér us :
> u2:=eval(u2,v=1);
w2 =2, 1, -2
3) A3 =9
> MatH1Sm3:=evalm(SubK-lambda[3]*E) ;

-2 =2 0
MatHISmS = | -2 -3 =2
0 -2 —4



3.4. RESENY PRIKLAD 121

> RovH1Sm3:=geneqns (MatH1Sm3, [u,v,w]);
RovHISm3 :={—-2u—-2v=0, 2u—3v—2w =0, —2v—4w =0}
> H1Sm3:=solve(RovH1Sm3,{u,v,w});
HISm3 :={u=2w,v=-2w, w=w}

> u3:=eval([u,v,w],H1Sm3);

u8 = 2w, 2w, W]

Hlavni smér us :

> ul:=eval (u3,w=1);

ul = [2, =2, 1]

Hlavni roviny
Odvodime obecnou rovnici priameérové roviny sdruzené se smérem [u, v, w]
> U:=Vector[row] ([u,v,w,0]);
U :=[u, v, w, 0]
> PrumerR:=collect (expand(evalm(U&*K&*Transpose(X))), [x,y,z])=0;
PrumerR := (Tu —2v)z + (—2u+6v —2w)y+ (—2v+dw)z—1lu+120v4+w =0

Postupnym dosazenim hlavnich smért dostaneme obecné rovnice prislusnych
hlavnich rovin:

> H1R1:=eval (PrumerR, [u=ul[1],v=ul[2] ,w=ul(3]]);
> H1R2:=eval (PrumerR, [u=u2[1],v=u2[2] ,w=u2[3]]);
> H1R3:=eval (PrumerR, [u=u3[1],v=u3[2],w=u3[3]]);
HIR1 :==32z+6y+62+15=0
HIR2 =122 +6y—122—-12=0
HIR3 =182 — 18y +92—-45=0

Zobrazeni kvadriky v puvodni poloze spolu s jejimi osami a hlavnimi
rovinami

Mizeme si definovat barvu(y) pro obarveni grafu():

> coll:=COLOR(RGB,250/255,250/255,250/255) :
Jednotlivé grafy ulozime do proménnych:
1) Kvadrika:

> Kvg:=implicitplot3d(RovKv,x=-2..3,y=-4..0,2=-3..2,axes=frame,
color=coll,style=patchnogrid,grid=[40,40,40],1ight=[60,20,1,1,1],
tickmarks=[3,3,3] ,orientation=[52,63],scaling=constrained):
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2) Osy elipsoidu:

-1..1,thickness=3):
-1..1,thickness=3):
-1..1,thickness=3):

> olg:=plot3d(evalm(S+t*ul),t=-2..2,j

> 02g:=plot3d(evalm(S+t*u2),t=-2..2,]j

> 03g:=plot3d(evalm(S+t*u3),t=-2..2,j
3) Hlavni roviny:

’

> H1R1g:=plot3d(solve(H1R1,z) ,x=-2..3,y=-4..0,color=grey,
style=patchnogrid, contours=60) :

> H1R2g:=plot3d(solve(H1R2,z) ,x=-2..3,y=-4..0,color=red,
style=patchnogrid, contours=60) :

> H1R3g:=plot3d(solve(H1R3,z) ,x=-2..3,y=-4..0,color=green,
style=patchnogrid, contours=60) :
K zobrazeni vice grafti v jedné soustavé pouzijeme piikaz plots[display]:

> display(Kvg,olg,02g,03g,H1R1g,H1R2g ,H1R3g,axes=frame,
scaling=constrained,orientation=[143,75],view=[-2..3,-4..0,-3..2]);
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Z.aver

V této publikaci jsme se seznamili se zaklady teorie kvadrik, kterd navazuje
na teorii kuzelosecek. Po ivodni teoretické casti, ktera se zabyva obecnymi
vlastnostmi kvadratickych ploch, jsou ve druhé ¢asti studovany vlastnosti jed-
notlivych kvadrik se zietelem k jejich pouziti v praxi.

Svymi jedine¢nymi vlastnostmi jsou kvadriky nedilnou soucasti naseho zivota.
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