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Anotace

KUTOVA, EVA. Aplikovana matematika - sbirka fegenych piikladt Ceské Budé-
jovice: Pedagogicka fakulta Jihoceské univerzity, 2010.

Prace obsahuje Teseni prikladii aplikované matematiky. Zahrnuje priklady na ge-
ometrické aplikace teorie dvojnych a trojnych integralii, tj. vypocet obsahti, objemt,
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zek. Ptiklady jsou fazeny dle obtiznosti.
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Vv

11



Annotation

KUTOVA, Eva. Applied mathematics - a digest of solved problems. Ceské Bu-
déjovice: Pedagogical faculty , 2010

This thesis contains solutions to chosen problems of applied mathematics. It com-
prises examples related to geometrical applications of the double and triple integrals
theory, ie calculation methods of areas, volumes, mass and coordinates of gravity cen-
tres. Each problems solution is described in detail and supplemented with a picture.

The problems are arranged according to complexity.

Keywords: double integral, triple integral, area, volume, mass, centre of gravity

coordinates, polar coordinates, cylindrical coordinates, spherical coordinates.

v



Podékovani

Dékuji predevsim vedouci prace pani RNDr. Libusi Samkové, Ph.D. za cenné

rady a pripominky pii psani této diplomové prace.



Obsah

Uvod

1 Dvojny integral - vypocet obsahu

1.1
1.2
1.3

1.4

Vypocet obsahu bez uziti transformace . . . . . . .. ... ... ...
Vypocet obsahu pomoci transformace do polarnich soufadnic . . . . .
Vypocet obsahu pomoci transformace do zobecnénych polarnich sou-
Fadnic . . . . . . . L

Vypocet obsahu pomoci substituce . . . ... ... ... ... ....

2 Dvojny integral - vypocet objemu

2.1
2.2
2.3

24

Vypocet objemu bez uziti transformace . . . . . . .. ... ... ..
Vypocet objemu pomoci transformace do polarnich souradnic
Vypocet objemu pomoci transformace do zobecnénych polarnich sou-
Ffadnic . . . . . . . e

Vypocet objemu pomoci substituce . . . .. ... ...

3 Dvojny integral - vypocet hmotnosti

3.1
3.2
3.3

Viypocet hmotnosti bez uziti transformace . . . . . . ... ... ...
Vypocet hmotnosti pomoci transformace do polarnich soufadnic . . .
Vypocet hmotnosti pomoci transformace do zobecnénych polarnich

soufadnic . . . . . ..

4 Dvojny integral - vypocet souradnic tézisté

Vv

Vv

vi

31
31
44

49

52

55
%)
62

65

68
68



Vv

larnich soutadnic . . . . . . . . . .. ... 87

5 Trojny integral - vypocet objemu 92
5.1 Vypocet objemu bez uziti transformace . . . . . . . .. ... 92
5.2 Vypocet objemu pomoci transformace do cylindrickych souradnic . . 101
5.3 Vypocet objemu pomoci transformace do sférickych souradnic . . . . 115
5.4 Vypocet objemu pomoci substituce . . . . .. ... .00 128

6 Trojny integral - vypocet hmotnosti 131
6.1 Vypocet hmotnosti bez uziti transformace . . . . .. ... ... ... 131

6.2 Vypocet hmotnosti pomoci transformace do cylindrickych souradnic . 133

6.3 Vypocet hmotnosti pomoci transformace do sférickych soufadnic . . . 139
7 Trojny integral - vypocet souradnic tézisté 143
7.1 Vypocet souradnic tézisté bez uziti transformace . . . . . . . . . . .. 143

7.2 Vypocet souradnic tézisté pomoci transformace do cylindrickych sou-

fadnic . . . . . L, 151

Vv

7.3 Vypocet souradnic tézisté pomoci transformace do sférickych souradnic156

Literatura 163

Vil



Seznam obrazku

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18

2.1
2.2
2.3
24
2.5

y=x,c=1y=0x . . ... 4
my:4,y:% ............................... )
ry=4,y=4,22=2y,x=0 .. ... ... ... 6
y:%,y:4$,y:8,y:0 ....................... 7
ygarcsinx,yz%z,ygg ........................ 8
=204+ 1,y = 4o 4 . 9
yg—x3,y§2x3,y2x3—1 ...................... 10
elipsa s poloosami a,b . . . . . . . ... ... 11
(z—124+¢y*=1L22+(@y—12=1 ... ... ... .. ... .. 13
P <Tat b >1 15
(z—12 4+ =1,22+(y—12=1 ... ... . ... ... 17
Bernoulliho lemniskata . . . . . . ... ... o000 19
24y’ =202 — 9, a2+ 2> 1. 21
Elipsa s poloosami a, b . . . . . . . ... ... .. ... ... ..... 24
zy=lLzy=2,y=x,y=22,2>0,y>0 ... ... ... ... .. 27
u=lu=2,v=10v=2 . .. ... 28
=2,y =dx, 2> =2y, 2 =4y, x>0,y >0 ... ... ... ... 29
u=2,u=4v=2,v=4 . . ... 30
y=x,22+22=16,y=0,2=0,2>0 ... ... ... ....... 32
y=x2 x=9y* z=124+y—a® . ... ... 33
y=a2 x =0y 34
y=a2 x+ytz=4y=1,2=0 .. ... ... ... ... ... .. 35
y=a%y=1 . . . . 35

viil



2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11

P2 =60y, Y2 =T . . . 37
r=0,y=0,2=0,x=4,y=4,z=2>+y*+1 .. ... ... ... 39
r=0,y=02=020+3y—12=0,2=% . . .. ... . ... ... 40
=ty =22, 2=0 .. ... 41
242 =1, 4+22 =1 42
2?2 =1, y*> = 1, osa prvnfho kvadrantu y =2 . . . . ... ... .. .. 43
ryt=a, =2, =2 45
Pyi=a, P =2 45
e~y =z, 22+ =1,2=0. ... ... .. ... ... 47
z:eﬁ,x+y:1 ............................ 50
ogrgl,oggog ............................. 51
v=1u=uv=—u . ... 53
y=sin2z,pro0<z < T .. ... ... 56
y<eX y>et,y<eT . o8
Obdélnik se stranami a, b . . . . . . . ... ... ... 59

Trojahelnik omezeny pfimkou = 4+ y = 1 a osami soufadnicovymi . . . 60

Mezikruzi o polomérech 0 <a <b . . . . ... . . ... ... ..... 63
Elipsa se sttedem v poc¢atku . . . . . . .. ... ... ... 66
Vi+y=Ly=0,2=0. ... .. ... ... ... .. .. ... 70
Zobrazeni t€zist€ . . . . . .. ..o 71
V=Adr 4yt = 2w 4 L 71
Zobrazeni t€ziSt€ . . . . . . ..o 72
Y=20—2 Yy =—T . . .. 73
Zobrazeni tézisté . . . . . . ..o 74

0<a<y<3,y<= . ... ... ... 74
Zobrazeni t€zist€ . . . . . . ..o 76
r=1Ly=0,y=T . . ... 76
Zobrazeni t€zist€ . . . . . .. ..o 78
4y =1lLy=ao+1Ly=0... ... . ... 78

1X



4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20

5.1
5.2
9.3
5.4
3.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
0.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22

Zobrazeni t€zisté . . . . ... Lo 80
2=y =2 . 82
Zobrazeni t€zisté . . . . . . ..o 83
Pyt =122 i =4y =2 . . 84
Zobrazeni t€zisté . . . . . .. ..o 86
r=0,y=0422+vy> =4 . ... ... ... 88
Zobrazeni t€zist€ . . . . . .. ..o 89
B3y =1, y=0,2=0 . . 90
Zobrazeni tézist€ . . . . . .. .o 91
0<2<9,y>a2a2?<4—3y .. ... .. . ... 93
y>a?ax?<4—3y ... 93
AP <Lo+y+2<6,2>0 ... 94
Ay =1 95
P2y =1 95
2<1, 2>V, 0<y<1 ... ... 96
2=1,2=V22, 0<y<1 ... .. . ... 97
>+ <2+t y>a,y>20,y<1 ... 97
y=x,y=2x,y=1 . . . 98
c=12 z=2%y=0,y=1. ... . .. ... ... ... 98
r=at 4ty =202+ 2 y=2ay=a ... ... ... .. .... 99
Y=T2 QY =T . . o 100
z=y =20 100
c=at R 2=yt 103
r=y 2=yt 104
<P+l 2> 2 +yP<l,y>—2,2>0. ... .. ...... 105
Pyt =lLy=—2,c=0.. ... ... ... 106
c=lz=—22x=12=0.. ... .. ... ... .. ... ... 106
2=y 4+ 1,2=0,y=1 .. ... . ... 107
2 <A P (222 <4 108
V+22 <4 P+ (2-2)2<4 109
P+ 22 <4+ (222 <4 110



5.23
5.24
9.25
5.26
0.27
5.28
5.29
5.30
5.31
5.32
9.33
5.34
5.35
9.36

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10

Vrw+1)?2 <4, +(w—12<4 ..o 111
z=(—124+y*az=2(1—2) . . .. ... 112
z=(x—1)2az=21—2) ... .. .. 113
P+l =L =4 = 116
VA2 =12 =4 = 117
(2 4+ 2+ 223 = (@2 +yD)? 118
(@2 + 222 =2 . 119
(2 +y2+ 222 =2+ —2% 120
(B2 +22)2 =2 — 2% . 121
(P24 y*+22)" =2+ y?) . .o 123
(2422 =22 =22 125
P+ 22 <4, 2+ (222 <4 126
z=2t 4y 2 =22+ ), ey =1l ay=2,x =2y, y =21 . .... 129
w =t —gurw? Ly oy =2 v=1v=2 ... . . . ... .. 130
r+y+z=a,x=0,y=0,2=0. ... ... ... ... ... 132
Vélec s polomérem podstavy Ravyskouh . . . . .. ... ... ... 134
Valec s polomérem podstavy R avyskouh . . . ... ... ... ... 135
24y =2, %+t =22, 2=0 .. ... ... 137
Koule s polomérem R . . . . . . . ... ... ... 140
2yt =lax?+y 22 =4 .. 141
2>0,y>4da? 2 <YL 145
Tézisté télesa . . . . . . . .. 146
0<y<laO0<z<gy?>—2a% ... .. . . .. ... .. ... ... . 147
Téziste télesa . . . . . .. 148
y=+vVr,y=2yr,z=0,c+2=6 . . . ... ... ... ... 148
Y= T Y =2T, 2= 0,8 =6 . 149
Teéziste télesa . . . . . .. 150
<4, 2242y . 152
Tézisté télesa . . . . . . . .. 153
S N S A 154

x1



7.11 Tézisté t€lesa . . . . . . ..o 155

T12 22+ 92 +22<9, 2> Va2 +9y2 .. 157
7.13 Tézisté t€lesa . . . . . . ..o 159
7.14 Koule s polomérem 1j a stfedem S=[0,0,1] . . . ... ... ... ... 160
7.15 Tézisté télesa . . . . . . . .. 162

xii



Uvod

Cilem mé diplomové prace bylo vytvorit sbirku fesenych piiklad na aplikaci dvoj-

nych a trojnych integral. Prace je urcena studenttim ucitelstvi matematiky, ktefi

vvvvv

Vv

prikladii z riznych zdroji, vyfeseni a srozumitelné vysvétleni feseni. Zejména byly

pouzity zdroje [1], [2] a [4].

Prace je obsahové rozdélena na sedm kapitol, z obecnéjsiho pohledu se ale zabyva
dvéma zakladnimi oblastmi, a sice problematikami aplikace dvojnych integrali na
jedné strané, a aplikacemi trojnych integralti na strané druhé. Prvni oblast je z hle-
diska navodi i vysvétleni feseni prikladii zpracovana podrobnéji. Obsahuje kapitoly
zabyvajici se vypoctem objemi téles, obsahti, hmotnosti a soufadnic tézist rovinnych
ploch. Druha oblast je rozdélena na kapitoly zaméfené na vypocet objemt, hmot-
nosti a soufadnic t&zist téles. Ostatni aplikace, jako jsou napf. moment setrvac¢nosti,
potenciél tihového pole atd., jsem do sbirky nezahrnula, nebot se domnivam, Ze pro
studenty nefyzikalni obori jsou tyto pojmy méné znamé. Kazda kapitola je dale roz-

¢lenéna na podkapitoly podle zpiisobu uziti transformaci soutradnic.

Ve sbirce jsou uzité teoretické navody, které obsahuji pouze teorii potfebnou k vy-

poc¢tu prikladi. Pii sestavovani navoda jsem vychézela z literatury [1], [10].

Priklady jsou razeny podle obtiznosti. U nékterych prikladi je uvedeno vice riz-
nych zptisobt Teseni, ¢imz chci docilit vétstho pochopeni a Sirstho nahledu na tuto
problematiku. Kazdy priklad je podrobné vysvétlen a doplnén obrazky. Na obrazky
se casto odkazuji, aby doslo u studenta k realnéjSimu pohledu na teseni a jeho po-

chopeni, nikoli pouze ke slepému dodrzovani postupu pii vypoctu.

U cilovych vypoctu integralti jsou popsany podrobné postupy. Objevuji se tam

ale i priklady, u kterych jsem podrobnou integraci preskocila; jedna se o integraci



funkcif(z) = Va2 — 22 a g(z) = 2%v/a? — 22. Proto jsem u prvniho vyskytu tohoto
integralu uvedla na konci prikladu poznamku, obsahujici presny vypocet neurcitého
integralu daného typu; dale je pak vzdy uvadén odkaz na tuto poznamku. V pii-
kladech zaméfenych na vypocet hmotnosti jsem zatfadila i piiklady, u nichz musime
nejdiive uré¢it funkéni predpis hustoty. Vétsinu piikladu jsem Cerpala z literatury [2]

a [4].

Prace je vysazena systémem Latex, konkrétné v online programu TexOnWeb.
Obrazky jsou vytvoreny v programech OpenOffice3.1 Draw (v piikladech 3.3, 3.4,
3.5, 3.6), GeoGebra3D Beta (pfiklad 6.1) a Maple 9.5 (ostatni). Obrazky zobrazujici

tézisté jsou upravovany v programu Gimp2.



Kapitola 1

Dvojny integral - vypocet obsahu

1.1 Vypocet obsahu bez uzZiti transformace

Navod 1.1 Q) je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Obsah plochy € je ddn

vzorcem

S = // 1dxdy.
Q

Dad-li se mnozina 2 napsat pomoct intervali s promeénlivou spojitou mezi,

napt. @ = {[z,yl;x € {(a,b) ,y € (g(x), h(z))},

potom

= f[ - | Cﬁdy) "

@ \g(z)

Analogicky, dd-li se mnozina Q0 napsat jako

Q= {[z,yl;z € (9(y), My)),y € (c,d)},

potom

¢ ()

d [ h(y)
S = // ldxdy = /(V 1dx> dy.
Q



Piiklad 1.1 ([2]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-

kamiy =z, z=1ay = bHzx.
Resent
Oblast pro vypocet obsahu je omezena piimkami y = x, x = 1 a y = bz, viz

obrazek 1.1 (vySrafovana ¢ést).

0o
0 n2 04 0B 08 1 12 14
x

Obrazek 1.1: y =z, x =1,y = bz

Meze x-ové soutadnice uréuje prisecik osy prvniho kvadrantu (pfimka y = x) a
piimky y = bz, x-ova souradnice tohoto priseciku je x = 0, a pfimka x = 1. Dolni
mez y-ové soufadnice urcuje osa kvadrantu a horni mez ptimka y = 5.

Vypocet obsahu obrazce:

S = /1(7dy)dx:/l[y]gzdx:/l(f)x—x)dx: [4;211:2—0:2

0 0 0

Obsah obrazce je S = 2j%.



Piiklad 1.2 ([2]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-

kamixyzélay:%.
Resent
Oblast pro vypocet obsahu je ¢ast hyperboly y = % protnuta pfimkou x+y—5 = 0,

viz obr.1.2 (vySrafovana Cast).

Obrézek 1.2: xy =4, y = 2

T

Pro urceni mezi z-ové souradnice musime nalézt priseciky ramene hyperboly a

primky. ReSime rovnici % = 5 — z a odtud dostavame z; = 1 a x5 = 4. Dolni mezi

y-ové souradnice je hyperbola y = %, horni mezi je primka y = 5 — .

Vypocet obsahu dané oblasti:

4 [ 5—=x 4 4

4
4 2
S = / /dy dx:/[y]i_xdx:/(5—x—x>dw:[53:—:62—41n\x!] dz =
1\ 1 1 1

1

xT

1 15
= 20—8—ln16—5+§+4ln1:?—811&2

Obsah obrazce je S = (% —8In 2)j2.



Piiklad 1.3 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-
kami zy =4,y =4, 22 =2y az = 0.

Reseni

Rovinny obrazec je omezen ¢asti hyperboly y = %, c¢asti paraboly y = % osou ¥y

a pfimkou y = 4, viz obrazek 1.3 (vysrafovana ¢ést).

Obrazek 1.3: 2y =4, y =4, 2> =2y, x = 0

Vypocet obsahu plochy musime rozdélit na dvé c¢asti. K tomu, abychom si tyto
¢asti urcili, potfebujeme urcit pruseciky danych funkci. Prisecikem funkci y = 4 a
ry = 4 je x = 1 a priise¢ikem funkci zy = 4 a 2? = 2y je x = 2. Jedna ¢4st obrazce je
tedy urcena intervaly z € (0,1) ay € <4, §>, druhd ¢ast obrazce je urcena intervaly

€(l;2)aye(4,5)
Vypocet obsahu prvni ¢asti obrazce:

2
x
0 2

s = | [a dx_/ 1 dz 1/°(4_) :[495_9663]1:4_;:2;

1 4

Vypocet obsahu druhé ¢asti obrazce:

4

2 [ % 2 2
4 4

Sy = / /dy dz = / zdx—/<—x>d$:[4lnx—x1 =

1 % 1 N xXr 2 6 1

=
2

~ 42— S gmitio (41n2_7)
6 6 6

Obsah rovinného obrazce je soucet obou obsaht S; a Ss,

23 7 2
= =" 4+4In2— - =4(-+1n2)4?
S S1+ S 6—1— n 5 (3—|—n>j



Piiklad 1.4 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-

kamiy:%,y:4x,y:8ay20.
Reseni
Oblast pro vypocet obsahu obrazce je omezena primkami y = 8 a y = 4, dale

pak c¢asti hyperboly y = %, viz obrazek 1.4.

Obrazek 1.4: y = %, y=4z,y=8,y=0

Pokud bychom ponechali obvyklé poradi integrace, tedy konstantni meze by ur-
¢ovala proménna x, oblast bychom rozdélili na dvé ¢asti a kazdou ¢ast museli spoci-
tat zvlasLI.. Proto je u tohoto typu pifkladu vihodné&jsi prehodit poradi integrace.
Krajni meze y-ové soutadnice oblasti ziskame jako y-ové souradnice priiseciku hy-
perboly y = 4x a piimky y = 8. Resime rovnici 4¢ = 8, odtud y = 2. Pro proménnou

y jsme ziskali interval (2;8). Pak proménnd x je v mezich x = = a x =

< |
NS

Vypocet obsahu obrazce:

1 15
= 8—31n2—§+ln2:?—21n2

Obsah rovinného obrazce je S = 12 — 21n2j2,



Piiklad 1.5 ([4]) Vypoététe obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-

kami y < arcsinx, y > % ay <

Resent
Obrazec je omezeny casti paraboly y = % funkci y = arcsinz a pfimkou y < 7

viz obrazek 1.5.

08

049

2

Obréazek 1.5: y < arcsinz, y > %, y <

V tomto pripadé je vhodné prehodit integraci proménnych. Pokud bychom ne-
chali za konstantni meze meze proménné x, pocitali bychom obsah dvou ¢asti obrazce.

Z obrazku (1.5) je patrné, ze 0 < y < 7. Meze pro proménnou x ur¢ime z nerovnic:

2

y < arcsin x, y > ?
siny < x, /2y > x (za predpokladu z > 0 a y > 0)

odtud ziskavame
siny < x < /2y

Vypocet obsahu obrazce:

7'r

S = / /dx dy—/ Slnydy—/(@—Siny>dy: [2\3/§y§+(:08y] -

[VE]

vl

0 iny 0
 my/m =3
= T

Obsah obrazce je S = @jz.



Piiklad 1.6 ([1]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-
kami 4% = 22 + 1 a y*> = —4z + 4.
Resent

Oblast pro vypocet obsahu je priinikem dvou parabol, viz obrazek 1.6.

o |
AT T T T T I T T T T [T T T T T T T T T T T T T T T i T TTITrroInl

02 04 0OF 0OF
X 3

Obréazek 1.6: y> =2x + 1, y?> = —4x + 4

Pokud zanechdme konstantni meze proménné z, musime vypocet obsahu rozdeélit
na dvé c¢asti. Proto je vyhodnéjsi zvolit za konstantni meze meze proménné y. Navic
je obrazec symetricky dle osy x, takze mtzeme pocitat obsah pouze pslky obrazce a
ten pak zdvojnasobit.

Dolni mez proménné y urcuje osa x, tedy y = 0. Horni mezi je y-ova soufadnice

O v/ ’ TS v/ . . 27 _ 2
prise¢iku obou parabol v prvnim kvadrantu. Resime rovnici 2% = 4% odtud

2 4
y = V2.

Vypocet obsahu:

47y2
V2 [ =3 V2 V2
1 i 6 — 3y 1 3y°
58 = [| [ ar|dy= [l ay= [ y)dy:[@y_y] -
0

0 y271

(=]

= i(ﬁx/ﬁ—zx/i)zx/i

Obsah obrazce omezeného parabolami je S = 2v/2j2.



Piiklad 1.7 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohranic¢eného kiiv-

kamiy < —a3, y <223 ay > 23 — 1.
Reseni

Rovinny obrazec je omezen zdola kiivkou y = 2% — 1 a shora kfivkami y = —a®

a y = 22°, viz obrézek 1.7 (vySrafovana cast).

o =
| I I B N B N B e TT T T T AT T 1711

08 1 &

Obréazek 1.7: y < —a3, y <223, y > 23— 1

Vypocet obsahu tohoto obrazce musime rozdélit na dvé c¢asti. Prvni ¢ast oblasti
obrazce je od priiseciku kiivky y = 23 — 1 s kiivkou y = 22, druh4 oblast probih4

od osy y po priisecik kiivek y = 2% — 1 a y = 22%. Resime rovnice

203 = 28 -1
—rd = ¥ -1
7 rovnic dostaneme x-ové souradnice pruseciky,tj. xr1 = —1 a x5 = {),15
Vypocet obsahu prvni ¢asti obrazce:
0 213 0 0 0
223 3 3 at
S1 o= / /dy da::/[y]x?_ldx:/@x —2° 4 1)dz = 4+:v =
-1 \g3-1 -1 -1 -1
-1 3
T
4 + 4
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Vypocet obsahu druhé c¢asti obrazce:

% [ o + + N
—a® 3 3 —2z% 3
Sy = / / dy | dz = /[y]mgx dx = /(—x — 2’ + 1)dx = . s _
0 3_1 0 0 0
-1 1 3

Obsah rovinného obrazce je soucet obou obsaht S; a Ss,

3 3 3 1
S = Si+S="4+—="(1+-—=]j%
PR T 4R 4 ( V2 ) J
Piiklad 1.8 ([2]) Vypo¢téte obsah omezeného rovinného obrazce ohraniceného elip-

sou s poloosami a, b.

Resend
’ v . oy . . s o2 2 . P
Oblast pro vypocet obsahu je ohranicena elipsou s rovnici -+ %- = 1, viz obrazek

1.8 (vysrafovand ¢ast).

Obrazek 1.8: elipsa s poloosami a, b

Pro vypocet obsahu obrazce staci, budeme-li integrovat pouze pres cast, ktera
lezi v prvnim kvadrantu. Obsah této ¢asti poté vynasobime ¢tytikrat.
Za konstantni meze vezmeme meze proménné x, kterym je interval (0;1). Meze

proménné y jsou dany osou x a rovnici elipsy, tedy interval <O; by/1— §§>

11



Ctvrtinovy obsah obrazce vypoéitame

1-S = / /de d:z:—/ ]de:bj i(a2—x2)dal::

4
b b
= /\/ —22dr = — [ \/az—x2+—arcsm 1 :—(a2z):ﬂ
0

Obsah obrazce ohraniceného elipsou je S = 4“’}7” = abmj?.

Poznamka: Reseni integralu v tomto piikladu je pracné a vyhodnéjsi je pouzit

substituci pomoci zobecnénych polarnich souradnic, viz piklad (1.14).

Poznamka: V piikladé fesime integraci funkce f(z) = va? — 22. Postup feSeni

neurcitého integralu tohoto typu:

/ Va2 —x2dx =
Pouzijeme metodu per partes:

u=Va?— x2 vt =1

. xr

N = ——— V=X
CL2—$2

2
xr
— 2 _ 2 —
= zVvVa x+/mdx
2 2

Na? — 22 a a _
B ot +/<\/a2—x2 \/a2—x2+\/a2—x2>dx_

= zva xQ—I—/ —_xde+/ 5
= xVaQ—xQ—/\/aQ—z2dx+a arcsing

nyni integral z pravé strany pricteme k integralu z levé strany:

o
2/\/(12 —22dz = xva?— 22+ a?arcsin =

a

2
x a T

/\/@2—x2dx = 5\/a2—x2+§arcsin—
a

12



Piiklad 1.9 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného kiiv-

kami (z —1)?+y?=1laz?+ (y—1)?=1.

Resent
Hledanym obsahem je prunik dvou kruznic, pfi¢emz jedna mé stfed v bodé [0;1]

a druha v bodé [1;0], obé kruznice maji stejny polomér, viz obrazek 1.9.

Obrazek 1.9: (z — 1)+ =1, 22+ (y—1)* =1

Nejdrive si ur¢ime konstantni meze proménné z, coz jsou z-ové souiadnice prii-
seciky danych kruznic. Resime rovnici /1 — (1 —22) = 1 + /1 — 22. Po vypoctu
dostaneme x = 0 a = 1. Vzhledem k tomu, Ze obé kruznice maji stejny polomér,
je prinik symetricky vzhledem k ptimce y = x. Ziskavame tedy integracni oblast

(0; 1)x<x; 1-(1- x2)> :

Vypocet poloviny obsahu obrazce:

1—(z—1)2

S8 = / " dm:/l[y]y”“%:/l( L= (=17~ )do =

x 0 0
1 1
= / 1-— x—12dx—/xdx
0 0

Pouzijeme substituci:

—_

r—1=t

dx = dt

13



Pti pouziti substituce musime zménit meze nové promeénné, tedy:
r=0—-1t=-1
r=1—-t=0

= /()Mdt— [lﬂl:

0

t 1 o 1
[2\/1 — 2+ 2arcsint} 5=

N[ —

Obsah rovinného obrazce je S =2- (5 — 3) = (g — 1)j2.

Poznamka: Tento priklad muzeme feSit pomoci transformace do polarnich sou-

fadnic. Viz piiklad (1.11).

Poznamka: V piikladé fesime integraci funkce f(z) = v/a? — 22. Postup feseni

neurcitého integralu tohoto typu je vyfesen v poznamce na strané 11.

Piiklad 1.10 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného ne-

rovnicemi % —I—y <1a7+%21.

Reseni
Oblast pro vypocet obsahu je ¢ast paraboly %—I— % = 1 vytata pfimkou 44 =1,

viz. obr.1.10 (vysSrafovana ¢ést).

Za konstantni meze zvolime meze proménné x, coz jsou x-ové soutradnice pri-
seciky pfimky 3 + & = 1 s osami x,y, tj. 0 < x < 3. Proménné meze vyjadiime
z rovnice primky a elipsy, tedy % <y< @.
Vypocet obsahu rovinné plochy:

2v/9—_22

3 3 23 2/0-22 23
s :0/ / dy dm:3o/[y]6;; dx—30/(\/—7x2 3+2)de

Obsah obrazce je 2 — 3j2.

14



=
I Y I O Y 1

+

Obrazek 1.10: % + % <la

wig
[
Y
—

Poznamka:  Postup feSeni tohoto prikladu nas vede na integraci funkce typu
f(z) = Va? — 22. Piiklad lze Tesit i jinymi zptsoby. Jednim z nich je tranformace
na zobecnéné polarni soutradnice, viz priklad 1.15. Nebo substituci proménnych na
nové proménné v = 3r a v = 2y, tim se zbavime nepfijemnych tprav zlomky, ale

dostaneme se opét k integraci vyse zminéné funkce.

Poznamka: V piikladé fesime integraci funkce f(z) = v/a? — 22. Postup feseni

neurcitého integralu tohoto typu je ukdzan v pozndmce na strané 11.

15



1.2 Vypocet obsahu pomoci transformace do po-

larnich souradnic

Navod 1.2 2 je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Poldrni souradnice jsou

ddny predpisem.:

T = TCcosp

Yy = rsingp,
kde

r > 0,

¢ € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,) € ¥ je timto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y) € Q.

Jakobisv determinant této transformace ma tvar

CoSs —7rsin
J = 4 4 =r.

siny rcose

Pak obsah plochy ) je dan vzorcem

S = // rdrde.
7

Poznamka: Transformaci do poldrnich souradnic je vhodné zavést vétsinou tehdy,
kdyz Q je kruh, mezikruzi nebo kruhova vyse¢ se stredem v pocdtku. Pak ¥ bude

obdélnik a novy integrdl bude mit konstantni meze.

16



Piiklad 1.11 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného

kiivkami (z — 1)2+y?=1laa?+ (y—1)? = 1.
Resent
Hledanym obsahem je obsah priiniku dvou kruznic, pricemz jedna mé stfed v bodé

[0;1] a druhé v bodé [1;0], obé kruznice maji stejny polomér, viz obréazek 1.11.

Obrazek 1.11: (z —1)2+¢* =1, 22+ (y — 1) =1

Oblast hledaného obsahu je symetricka dle osy prvniho a tretiho kvadrantu
(pfimky y = z), proto sta¢i vypocitat pouze polovinu obsahu. Pouzijeme trans-

formace do polarnich souradnic
T =T COS P, = rsin .
Jakobian této transformace je J = 7.
Dosazenim transformovanych soutadnic do nerovnice urcujici integracni oblast
ziskavame:

0<r<az?+(y—12=1
0<r<r?—2rsinyp

0<r<2sinyp

17



Pohybujeme se pouze v prvnim kvadrantu a z podminky 0 < r < 2sin ¢ plyne

N

0<p<

Vypocet poloviny obsahu obrazce:
T 2sin @ % 2sin % %
1 / 2778 1 — cos?2
§~S = / /Td?“ dwz/[gl :2/sin2¢d@:2/¥ O =
0 0 0 0 0 0

Pouzijeme substituci:

20 =1
1
dp = —dt
L
Pf1i pouziti substituce musime zménit meze nové promeénné, tedy:
T T
_r_ "
LA 2

Obsah rovinného obrazce je S =23(3 — 1) = (5 — 1)j2

Poznamka: Tuto tlohu jsme jiz fesili v prikladé 1.9.

Piiklad 1.12 ([3]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného
kiivkou (22 4 ¢2)° = 2 (22 — 4?).

Reseni
Mame vypocitat obsah Bernoulliho lemniskaty, ktera je zadana rovnici

(22 + y2)° = 2 (22 — y?), viz obr.1.12.

Lemniskata je symetricka dle soustavy souradné, takze pro zjisténi obsahu nam

staci spocitat obsah plochy v prvnim kvadrantu a ten pak zc¢tyinasobit. Pro tento

piiklad je vhodné zavést transformaci do polarnich soutadnic

xr = rcosyp, y=rsiny a jakobian transformace je J = r.

18



Obrazek 1.12: Bernoulliho lemniskata

Pohybujeme-li se v prvnim kvadrantu, pak dolni mez pro proménnou r je r = 0.

Horni mez zjistime z nerovnice

IN

IN

IN

IN

IN

IN

2 ( 22— yz)

po dosazeni novych proménnych ziskame
2r? <0082 @ + sin? gp)

2cos2p

\/2cos2p

odtud mizeme urcéit meze pro promeénnou

\/2cos2p

a pro prvni kvadrant tedy plati

cos 2¢

T
2oe (0"
S0€<’2>

T
celo ™
v <’4>

Vypocet ¢tvrtiny obsahu lemniskaty:

19



z V/2cos2p

2cos2<p 1
/ / dr | dy = /[ ] 5/ cos2¢pdp =

0 0

Pouzijeme substituci:
20=1
1
dp = —dt
L

P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:

1 1 = 1
= 2O/c0stdt: E[sint]g =5

Obsah Bernoulliho lemniskéty zadané rovnici (22 4 32)* = 2 (22 — 3/?)

jeS=4-1=2

Piiklad 1.13 ([3]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného
kitvkami (22 +¢2)> =2 (2% —y2) a 22 + % > 1.
Resend

V predchozim prikladé pocitame obsah Bernoulliho lemniskaty, ktera je zadana
rovnici (2% + y2)2 = 2 (2% — y?). Nyni oblast pro vypocet obsahu mame omezenou

kruznici s polomérem 1j a stfedem v pocatku souradnicového systému, viz obr. 1.13.

Tento priklad opét budeme fesSit pomoci transformace do polarnich soufadnic,

takZe si zavedeme transformaci

xr = rcosy, y=rsiny, kde jakobian transformace je J = r.

Pak pro proménnou r plati:
4 2 2 .2
rv < 2r (COS © + sin (p)

20



Obrézek 1.13: (z* + y2)2 =22 —y?), 2*+y*>1

ﬁl\')
IN

2cos 2¢

r < 4/2cos2p

a zérovel, z nerovnice

2?4yt > 1
r2 > 1
r > 1
z toho vyplyva
1 < r<y2cos2

Tak jako v predchozim prikladé, budeme i zde pro zjednoduseni budeme pocitat

pouze tu ¢ast obrazce, ktera lezi v prvnim kvadrantu. Pro meze proménné ¢ plati

\/2cos2p > 1

cos2¢p > 3

Vypocet ¢tvrtiny obsahu obrazce:

] § [ V2cos2p g (27 VIR 25 1 G
i'S = / / rdr d@z/[zl d(pzi/(Zcos%o—l)dgo:
0 1 0 1 0

21



1] 1
= 20/200824,0d<,0—2[<p]

us
6

Pouzijeme substituci:

20=1
1
dy = —dt
L
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové promeénné, tedy:
p=0—1t=0
T T
= — —> = —
LG 3

)= V33t

22



1.3 Vypocet obsahu pomoci transformace do zo-
becnénych polarnich souradnic

Navod 1.3 2 je omezend a uzavrend oblast v roviné xy. Zobecnéné poldrni sourad-

nice jsou dany predpisem:

T = arcos
v (a, b jsou konstanty),

y =brsiny

kde

r > 0,

v € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,p) € U je téimto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y) € Q.

Jakobisv determinant této transformace ma tvar

a CoS —ar sin
J — SD 90 == ab?’.
bsiny  brcosgp

Pak obsah plochy §2 je ddn vzorcem

S = // abrdrde.
7
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Piiklad 1.14 ([2]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného

elipsou s poloosami a, b.

Resent
Protoze v tomto pfipadé je obrazce ohranic¢en elipsou (obrazek 1.14), bude vy-

hodné pouzit substituci pomoci zobecnénych polarnich souradnic
xr =arcosy, Yy =brsinp.

Jakobian této transformace je

acosy —arsing 5
= = abr.

bsiny  brcosyp

Obrazek 1.14: Elipsa s poloosami a, b

. . 2 2 .. ,
V transformovaném zobrazeni mé elipsa % + % = 1 rovnici r = 1. Pro vypo-
a b

¢et obsahu obrazce staci, budeme-li integrovat pouze pies ¢ast, ktera lezi v prvnim

kvadrantu. Obsah této ¢asti poté vynasobime ctyfikrat. Dosazenim substituce do

nerovnice 2—; + Z—z < 1 a za podminky = > 0 a y > 0 dostavame

24



Vypocet ¢tvrtinového obsahu obrazce omezeného elipsou

/1 5 1 bl
1 r? ab ab z abm
Z-S = /(/abrdr)d@-abo/l210d90—2/d90—2[<ﬂ}0—4

0 0

Obsah obrazce ohraniceného elipsou je S =4 - = abmj”.

Poznamka: Tuto ulohu jsme jiz fesili v prikladé 1.8.

Piiklad 1.15 ([4]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného ne-

. . 2 2
rovnicemi 5 + % <la g+ 4§ > 1.

Reseni Oblast pro vypocet obsahu je ¢ast paraboly % + Z—Q = 1 vytatd pfimkou

7+ % =1, viz. obr.1.10 (vysrafovana cast).

Tento ptiklad mizeme fesit pomoci transformace do zobecnénych polarnich sou-

fadnic. Toto feseni zpocatku vypada snadno, protoze diky transformaci proménnych
B B . g2 2 .

na r = 3rcosp a y = 2rcos p po dosazeni do nerovnice 4 + 4 < 1 vyjde r < 1.

1

wospfsngs COZ nés doZene

Ovsem po dosazeni do nerovnice 3+ % > 1 dostavame r >
opét k nesnadnému fesSeni integralu.

Jakobian této transformace je

3 cos —3rsin
J = 4 - 6.
2siny  2rcosp
Situaci na obrazku 1.10 miizeme popsat i tak, ze obsah obrazce je rozdil obsahu
¢tvrtky elipsy a trojuhelniku, jehoz odvésny lezi na soutfadnicovych osach. Délky od-

vésen zname a obsah trojuhelniku je tedy 3j°.

Obsah c¢asti elipsy vypocitame pomoci dvojného integralu:

1

S = 6i</rdr)dg06/g[j]:d<p3[gp]§32ﬁ
0 0

0
Obsah obrazce je S = (3 — 3)j%

Poznamka: Tuto tlohu jsme jiz fesili v piikladé 1.10.
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1.4 Vypocet obsahu pomoci substituce

Navod 1.4 2 je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Zobecnénd transformace

je ddna predpisem.:

r = g(u,v)

y = h(u,v),

Najdeme ¥ C RxR tak, Ze kazdému bodu (u,v) € ¥ je timto predpisem jednoznacné
pritazen bod (x,y) € Q. PricemZ funkce g a h a jejich parcidlni derivace jsou v ¥
spojite.

Jakobisv determinant této transformace ma tvar

99 Oy
ou  Ov
J = 0.
Oh  Oh 7
ou  Ov

Pak obsah plochy §2 je ddn vzorcem

S = //|J|dudv,
v

kde |J| je absolutni hodnota Jakobiova determinantu.
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Piiklad 1.16 ([1]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného

kiivkami 2y = 1, zy = 2, y = x, y = 22 a zaroveL x > 0, y > 0.

Reseni

Obrazec je omezen hyperbolami y = % ay = % a pfimkami y = x a y = 2z, viz

obr. 1.15 (vySrafovana ¢ast).
257

151

05

[ o e s B D D D S I

0 04 1 15 2 25

Obrazek 1.15: zy =1, 2y =2,y =2, y=2z, x>0,y >0

Pro vypocet obsahu daného obrazce je tifeba integracni oblast rozdélit na dveé

casti. Priklad tak vede na vypocet dvou dvojnych integralti. Piiklad si mtizeme zjed-

nodusit volbou vhodné transformace. Zavedeme nové proménné pomoci soustavy

XYy = u
vy _
= =
x

Hyperboly xy = 1 a xy = 2 ze systému soufadného 0zy se zobrazi na primky
u=1awu = 2 v systému soufadném Ouv. P¥imky y = x a y = 2z se zobrazi na

piimky v = 1 a v = 2. Plocha se zobrazi na obdélnik, viz. obrazek 1.16.

Pti zavedeni novych proménnych je treba vyjadrit si proménné x a y pomoci u a
v ze soustavy, ktera prislutinou transformaci proménnych zavadi
u

r = -
v

Yy = Juv



257

151

0,54

[ e s D D R I

0 05 1 15 2 25

Obrazek 1.16: u=1,u=2,v=1,v =2

Vypocitame jakobian zobrazeni

1 _ Vu 1
J = 2\\/;:7’ \2/?73 =5 #0 pro ve(1;3)
NG

Zvolené zobrazeni je vzajemné jednoznacné, protoze jakobian je nenulovy. Funkce
R B - s . s
r = \ﬂ a y = y/uv a jejich parcialni derivace jsou spojité.

Vypocet obsahu obrazce:
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Piiklad 1.17 ([1]) Vypoctéte obsah omezeného rovinného obrazce ohrani¢eného
kiivkami y? = 2z, y? = 4z, 22 = 2y, 22 = 4y a zaroveL z > 0, y > 0.
Resend

Obrazec je omezen parabolami 3% = 2z, y* = 4z, 22 = 2y, 22 = 4y a zaroven lezi

v prvnim kvadrantu, viz obr.1.17 (vySrafovana ¢ast).

Dl_I.I..;IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0 1 2 3 4 ]
¥

Obrézek 1.17: y? =2z, y? = 4o, 2> =2y, 22 = 4y, 2 > 0, y > 0

Pokud bychom integrovali podle proménnych x a y, museli bychom integrovanou
oblast rozdélit na tii casti a pocitat tfi dvojné integraly. Zavedeme si vhodnou trans-
formaci, kterd nam zjednodusi vypocet.

Nové proménné soustavy

.132

— = U
Y

2

y _
— = v
X

Paraboly y? = 2z, y* = 4z, 2* = 2y, x? = 4y se zobrazi na pfimky v = 2, v = 4,
u = 2, u = 4. Plocha se zobrazi na obdélnik, viz obrazek 1.18.
Pti zavedeni novych proménnych je tfeba vyjadrit si proménné z a y pomoci u a

v ze soustavy, ktera prislutinou transformaci proménnych zavadi

29



[ o e o

Obrazek 1.18: u=2, u=4,v=2,v=4

Vypocitame jakobian zobrazeni

2uv 2

v
J = 3Vu2vt  3VuZvd — 1
2 2uv 3

U
3Vut?  3Vute?
Zvolené zobrazeni je vzajemné jednoznacné, protoze Jakobidn je nenulovy. Funkce
3 3 o es .« ’ . . ey, s
r = Vu?v ay = vVuv? a jejich parcialni derivace jsou spojité.

Vypocet obsahu obrazce:
4 /4
1 1 4
= —dv|du=-(4—-2)4—-2)=—
s = [ (fa)anmgumua;

Obsah obrazce je S = %j2.
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Kapitola 2

Dvojny integral - vypocet objemu

2.1 Vypocet objemu bez uzZiti transformace

Navod 2.1 ) je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Objem vdlcovitého télesa,
které je omezeno shora plochou z = f(x,y) > 0, zdola plochou z = 0 a z bokt pFimou

valcovou plochou, kterd vymezuje v roviné xry mnozinu ), se rovnd
V= //f(Ly)dxdy.
Q
Dd-li se mnozina ) napsat pomoci intervali s proménlivou spojitou mezi,

napt. Q@ = {[z,yl;x € {(a,b) ,y € (g(x), h(x))},

potom

V=[] 1@ y)dedy = /b Oz)ﬂx,y)dy) .

@ \g(z)

Analogicky, dd-li se mnozina 2 napsat jako

Q= {[z,yl;z € (9(y),h(y)) ,y € (c,d)},

potom

d [ h(y)
V=[] faydedy = | Q / f(sc,y>dx) dy.

()
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Priklad 2.1 ([4]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochamiy = z, % + 22 = 16,
y=0,z=0axz>0.

Reseni
Plocha 22 + 2% = 16 je valcova plocha, jejiz osa je totoZné s osou y. Roviny y = z,

y =0, z = 0 v ni protinaji klin, jehoz objem mame vypocitat, viz obrazek 2.1.

Obrazek 2.1: y =a, 22 +22=16,y=0,2=0,2 >0

Téleso je ohranicené shora plochou 2% + 22 = 16, odtud dostdvame integracni
funkci f(z,y) = /16 — 22, Integracni obor v roviné z = 0 je omezen rovnicemi 3 = 0
a y = x a podminkou =z > 0. Meze proménné x jsou z = 0 a x = 4. Meze proménné
y jsou dany z rovin y =0 a y = x.

Vypocet objemu télesa:
4 /x 4 4
Vo= /(/mdy) dv = [ [yl V16— ?de = [ ov/16 — a%dz =
0 \0 0 0
Pouzijeme substituci:
16 — 22 =t
—2xdr =dt
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:

r=0—1t=16
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Objem télesa je V = &j°.

Priklad 2.2 ([4]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami y = 2%, z = y* a

2 =12 + y — 2%

Reseni
Téleso je tvoreno priinikem dvou parabolickych valcovych ploch y = 22, z = 32

2

a shora omezeno rovinou z = 12 + y — x*, viz obrazek 2.2.

5 e
i

AN

! LN/
iy,

Obrazek 2.2: y = 2%, v = 2, 2 = 12 +y — 22

Integraéni funkci je funkce f(z,y) = 12 +y — 22, coZ je zadand rovina
2z = 12 4+ y — 2. Parabolické valcové plochy y = 22, = y? vytvori v roviné z = 0
dvé paraboly, jejichz prinik je integrovana oblast. Z obrazku 2.3 jsou patrné meze

2

pro proménnou z, tj. 0 < x < 1. Meze proménné y vyjadiime z rovnic y = z° a

r =y tedy 2* <y < \/x.
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0,67
047

029/

o
0 02 04 0B 08 1 12 14
b4

Obrazek 2.3: y = 22, x = ¢?

Vypocet objemu télesa:

1 [V . v
V = / /(12+y—x dy dx—/[12y+_xy] do —
0 2 0 2
1
= /(12\/—+—x2—12x—2 >dx_
0
20 A 12 1
3
SR T 10+5O i7"
Objem télesa je V = ?igf

34
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Priklad 2.3 ([4]) Vypoctéte objem télesa ohraniceného plochami y = 22,
r+y+z=4y=1az=0.

Resend
Rovina x4y + z = 4 omezuje zadané téleso shora, parabola y = 2?2, pfimka y = 1

a rovina z = 0 tvori podstavu télesa, viz obrazek 2.4.

Obrazek 2.4: y =22, 2 +y+z=4,y=1,2=0

..........................

Obrazek 2.5: y =22, y =1

Na obrazku 2.5 vidime, Ze podstavou télesa je parabola y = x? protnuté piimkou

y = 1. Meze proménné y jsou dany y-ovou souiadnici vrcholu paraboly a pifimkou
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y =1, tj. 22 <y < 1. Konstantni meze proménné z jsou z-ové soufadnice prisecikii
dané paraboly a primky, tj. —1 < x < 1. Integracni funkci v tomto pripadé je funkce

flry) =4 —x—y.

Poznamka: Miize se zdat, vzhledem k sudosti paraboly y = 22 a piimky y = 1, ze
postaci vypocitat pouze polovinu objemu a ten pak zdvojnasobit. V tomto pripadé
nelze, nebot rovina x+y+ z = 4 neni sudéa. Proto musime integrovat v celém rozsahu

integracni oblasti.

Vypocet objemu télesa:

1 1 271
Vo= / / —z— )dy)dx:/[ély—:vy—yzl dz =

-1 2 1 2

L 7 2 3 4 571
_/ ,4++d_7££4i+£+£
A SR e [T B BAVERAT]
B 15

Objem télesa je V = %j2.
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Priklad 2.4 ([4]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami z* = 6 — 5y,

¥ =2a0<2<9.

Reseni
Priinikem parabolickych valcovych ploch 22 = 6 — 5y, y* = x vznika klin, jehoZ

objem mame vypocitat. Vyska télesa je dana nerovnici 0 < z < 9, viz obrazek 2.6.

3

4 ¥

Obrazek 2.6: 22 =6 -5y, y¥> =2,0< 2 <9

Obrazek 2.7: 22 = 6 — 5y, y> = x
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Integracni funkci ur¢ime z nerovnice 0 < z < 9. To znamen4, ze podstava télesa
lezi v roviné z = 0 a téleso je shora omezené rovinou z = 9. Proto integracni funkce
je funkce f(z,y) =9 dady. Za konstantni meze je vyhodnéjsi pouZit meze proménné
y. Kdybychom pouzili meze proménné z, museli bychom integrovanou oblast rozdélit
na dvé casti, je to patrné na obrazku 2.7. Meze proménné y jsou y-ové souradnice
prisecikii parabol 22 = 6 — 5y, y?> = 2. Resime rovnici y* = 6 — 5y, odtud y; = —2
a Y = 1. Proménné meze jsou dany rovnicemi obou parabol, tj. y*> < z < /6 — by.

Vypocet objemu télesa:

1 V6—=5y 1 1
Vo= / / 9dz | dy = / (9] Y5 dy = 9/ (,/6 5y — y2) dy =
S22\ g2 ) o

PouZijeme substituci:
6—by=t
—5dy = dt
Pfti pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:

y=—-2—-1t=16

y=1—-1t=1
1 1 371 -2
—Vt —9 | 2t2 y?
= 9/—dt—9/ Zdy = — —9|L| =
5 A 3],
i6 2 16
6 243
— (1 —64)—3(1+8) =2
= )= 3(1+8)=—
Objem télesa je V = 283,
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Priklad 2.5 ([2]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami = = 0, y

I
=

z=0,r=4y=4az=a>+y*+ 1.

Resend
Hledame objem kolmého hranolu, shora ohrani¢eného paraboloidem
z = 2% + y? + 1, se ¢tvercovou podstavou v roviné z = 0, ohranic¢enou p¥imkami

r=4, =0,y =4ay=0, viz obrazek 2.8.

Obrazek 2.8: 2 =0,y =0,2=0, 2 =4,y =4, 2 =22+ 3> + 1

Integrovanou funkei je funkce f(z,y) = 2%+ 42+ 1, nebot je hornim ohrani¢enim
hranolu. Integra¢ni meze pro obé proménné z,y jsou konstantni, od 0 do 4.

Vypocet objemu télesa:

4 4 4 3 4 4 64
Vo= /</<x2+y2—|—1)dy) dx:/[xzzﬁ—y——l—y] dx=/(4x2+4+§)dx=
0

0 0

43 421t 2 2
= li+4x+6—x] _ 20 e 20

3 3], 3 3 3

Objem hranolu je V = 300j3,
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Piiklad 2.6 ([2]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami z = 0, y

I
o

2

z2=0,22+3y—12=0az=%.

<

Reseni
Téleso je tvoreno trojuhelnikovou podstavou a je shora omezeno valcovou plochou

2 . ,
z = %, viz. obrazek 2.9.

Obrézek 2.9: 1 =0,y =0, 2=0,2r +3y —12 =0, 2 = £

Podstavu télesa tvori trojihelnik s odvésnami osou x a osou y a preponou, ktera
je zadana rovnici 2z + 3y — 12 = 0. Za konstantni meze vezmeme meze proménné x.
Dolni mez je urc¢ena osou y, tj. © = 0. Horni mez je x-ovou souradnici priniku ptimky
2243y —12 = 0 a osy =. Resime rovnici 22 — 12 = 0 a odtud dostavame z = 6. Dolni
mez promeénné y je urcena osou z. Horni mez vyjadiime z rovnice 2z + 3y — 12 = 0,
tedy y =4 — %”” Integrovanou funkci je funkce f(z,y) = y—;

Vypocet objemu:

6 5 6 gq4-22 6 9
Y 1/ Y 3 1 /( 23:')
g _ — —_ - 4_ - -
V / / 5 dy | dx 5 [ 3 ]0 dx 5 3 dx
0 0 0

J 3 27 6 9 27|,
576 432
— 64— 96+ —— — — =16
T T

Objem télesa je V = 16j3.
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Piiklad 2.7 ([2]) Vypocitejte objem télesa lezictho v prvnim oktanu ohrani¢eného

plochami z = %, 2® +y* =2z a z = 0.
Reseni
Téleso lezi v prvnim oktanu a je shora omezené hyperbolickym paraboloidem

z = %, zdola rovinou z = 0, viz obrazek 2.10.

Obrazek 2.10: z = &, 2? +y* =2z, 2 =0

Integrovanou funkei je funkce f(z,y) = %. Hranice integracniho oboru je urcena
polokruznici 22 +v? = 2z, kde y < 0. Uréime-li si za konstantni meze meze proménné
x, pak integrace bude probihat na intervalu (0;2). Meze proménné y urcuje osa = a
kruznice 22 + y? = 2. Po vyjadfeni dostavdme 0 <y < /1 — (z — 1)2.

Vypocet objemu télesa:

2 1—(z—1)? /1—(z—1)2 1

Ty 12xy2 !
— W d:—/— do =
v / / 2 20[210 !

0 0

1=zt 2231 1 16 1
4| 4 3], 4 3 3

2
/ (—m3 + 2x2) dr =
0

W |

Objem télesa je V = 3j°.
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Priklad 2.8 ([3]) Uzitim dvojného integralu vypoctéte objem télesa leziciho v prv-

nim oktanu (z,y, 2 < 0) a omezeného plochami 22 + 22 =1a y* + 22 = 1.

Reseni

Prvni rovnice ze zadani je valcovou plochou, jejiz osa je totozna se souradnicovou
osou y. Druhé rovnice opét predstavuje valcovou plochu s osou x. Poc¢itame-li v prv-
nim kvadrantu, musime oblast, ktera vznikla protnutim valcovych ploch, ohranicit
kladnymi polorovinami x = 0,y = 0, z = 0. Vznikne téleso se ¢tvercovou podstavou,

shora omezené zadanymi plochami, viz obrazek 2.11.

Obrazek 2.11: 22 + 22 =1, 2 + 22 =1

Z obréazku 2.12 je patrné, ze pokud téleso rozptulime dle osy kvadrantu (tedy piimky
T = y), je jedna polovina télesa shora omezend plochou x?+2% = 1 a druhé y*+2? = 1.
Obé tyto poloviny jsou symetrické, proto nam staci vypocitat pouze objem jedné po-

loviny télesa a vynasobit jej dvéma.

Pro vypocet pouzijeme plochu 2%+ 2% = 1. Z ni vyjaddiime proménnou z a dosta-
neme z = y/1 — x2. Meze proménnych z a y vyjadfime z hrani¢nich rovnic integracni
oblasti y = 0 a y = =. Za konstantni meze miizeme vzit meze proménné x,

tj. 0 <z < 1. Pak proménnd y je vmezichy=0ay=uxz,tj. 0 <y < x.
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05
0 4]

0.2

Obrazek 2.12: 22 = 1, y* = 1, osa prvniho kvadrantu y = z

Pro polovinu hledaného objemu plati

1 z 1 1
1 @
3 vV o= //\/1 — z2dady = / [y\/l —xﬂodx: /SL‘\/l —22dx =
00 0 0
Pouzijeme substituci:
1—a2?=t
—2xdx = dt
1
rdr = —=dt
2

Pf1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

r=0—t=1
r=1—1t=0
Pl 172 .10 1
3
- [- tdt:—Z]:
0/2\[ 2[3“” o 3

Tudiz cely objem télesa je V = 2j°.
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2.2 Vypocet objemu pomoci transformace do po-
larnich souradnic

Navod 2.2 2 je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Poldrni souradnice jsou

ddny predpisem.:

T = TCcosp

Yy = rsingp,
kde

r > 0,

¢ € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,) € ¥ je timto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y) € Q.

Jakobitv determinant této transformace md tvar

cosp —rsinp
J = =r.
siny rcose
Objem wvdlcovitého télesa, které je omezeno shora plochou z = f(z,y) > 0, zdola

plochou z = 0 a z boki primou valcovou plochou, kterd vymezugje v roviné xy mnozinu

Q, se rovnd

V= //f(r cos @, rsin @)rdrde.

v

44



Piiklad 2.9 ([2]) Uzitim dvojného integralu vypoctéte objem télesa omezeného plo-
chami 22 +y? = o, 22 +y? =2r a 2% +9° = 2.
Reseni

Valcové plochy 22 + y? = x, 22 + y* = 2z, tvofici podstavu télesa, se promitnou
do roviny z = 0 na dvé kruznice, pricemz jedna z kruznic lezi uvnitt druhé. Shora

téleso omezuje paraboloid x? + y? = z, viz obrazek 2.13.

': ‘v,‘iéfﬁﬂiﬁkf
SegEll]

B

Obrazek 2.13: 22 + 2 =z, 2 + 2 =2z, 22 + 2 = 2

¥ 054

Obréazek 2.14: 22 + y* = x, 2? + y? = 2z
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Téleso je symetrické dle osy x, proto mizeme pocitat pouze polovinu objemu,
ktery pak zdvojnasobime. V tomto prikladé pouzijeme transformaci proménnych do
polarnich soutadnic. Tedy x = r cos ¢, y = rsin ¢ a Jakobian transformace je J = r.
Z obrazku 2.14 je patrné, Ze meze proménné r jsou uréeny kruZnicemi z? + y* = x,

2% + y? = 22. Odtud ziskdme nerovnici:

r< a4yt <2
rcosp < r? < 2r cos ¢

cospp <r < 2cosp
7 predchoziho vztahu zjistime proménné (:

cosp < 2¢os
0 <cosp

—g+2k:7r§<p§g+2k7r

Budeme pocitat pouze polovinu objemu casti télesa, ktera lezi v prvnim kvadrantu,

takze

0<p<

| N

Integra¢ni funkei po zavedeni polarnich soufadnic je funkce f(r,¢) = r2. Uréime ji
z rovnice paraboloidu 2% + 3% = 2.

Vypocet poloviny objemu télesa:

1 g 2cosp % 7"4 2cos @ 1 %
_ 3 _ o _ 4 _
SV = /(/rdr)dgao/bﬁ} d<,040/(15<308 o) dip =

0 Cos @ cos

15 2<1+0052<p

2 15 :
ZO 5 ) d<,0:160/(1+2cos<,0+6082g0)d<p:

Pouzijeme substituci:
20=1

1
do = —dt
L

46



Pf1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

p=0—1t=0
_ﬂ- —
g0—§—>t—7r
15 f ) 15 15 . 15[t sin2t)"
= 320/(1—1—2(:ost+cos t)dt:%[t]o—i-m[smt]othb-k 1 ]o:
157 157w 4w
32 64 64

45m __ 45733
2- %4 32J

Objem télesa je V =

Piiklad 2.10 ([3]) Uzitim dvojného integralu vypoctéte objem télesa omezeného

plochami e % =z 224+ y2=1a 2z =0.

Resent
Podstava télesa lezi v roviné z = 0 a je ohranicena osami z,y a kruznici, ktera
vznikla kolmym promitnutim valcové plochy z? + y*> = 1 do roviny z = 0. Shora je

xT

. _ 27y2 . . . , o v
omezeno rovinou e = 2. Tato rovina je symetricka podle os z, y, proto mizeme

pocitat pouze jednu ¢tvrtinu objemu a ten pak zctyinasobit, viz obrazek 2.15.

Obrazek 2.15: eV =2, 22 + 42 =1, 2 =0

Pro tento ptiklad je vhodné pouzit transformaci do polarnich soufadnic, tedy

r=rcosp, y=rsing a jakobidn transformace J =r.
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Integrac¢ni funkei v tomto ptipadé je funkce f(r, ) = e~ . Protoze integrovanou
oblasti vezmeme ¢ast kruznice v prvnim kvadrantu, meze proménné r jsou r = 0 a
r =1 a pro meze proménné ¢ plati 0 < p < 7.

Vypocet ¢tvrtiny objemu télesa:

3 /1
i-V = /(/re’”er>d<P=
0

0

Pouzijeme substituci:
—r? =t
-1
rdr = —dt
2

P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy
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2.3 Vypocet objemu pomoci transformace do zo-
becnénych polarnich souradnic

Navod 2.3 2 je omezend a uzaviend oblast v roviné. Zobecnéné poldrni souradnice

jsou ddny predpisem:

T = arcos
v (a, b jsou konstanty),

y =Dbrsiny

kde

r > 0,

v € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,p) € U je timto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y) € Q.

Jakobiuv determinant této transformace md tvar

acosy —arsiny

J = = abr.
bsiny  brcosgp

Objem wvdlcovitého télesa, které je omezeno shora plochou z = f(z,y) > 0, zdola
plochou z = 0 a z boku primou valcovou plochou, kterda vymezuje v roviné ry mnozinu

Q, se rovnd

V= // f(ar cos g, brsin p)abrdrde.
T

49



Priklad 2.11 ([9]) Uzitim dvojného integrélu vypoctéte objem télesa omezeného
plochamiz:eﬁ,x—l—y:l, r=0ay=0.
Reseni

Téleso s trojuhelnikovou podstavou je shora omezené rovinou z = eﬁ, viz obra-

zek 2.16.

Obrazek 2.16: z = e%, r+y=1

Integracni funkei v tomto piipadé je funkce f(x,y) = evte . Reseni takového inte-
gralu je velmi nesnadné. Proto si zavedeme transformaci do zobecnénych polarnich

soutradnic, tedy
_ 2 _ s 2
xr =rcos p, y=rsin”e.
Spocitame jakobian této transformace:

2 .
CcoS —2r cos psin
= v oIy = 2rsin ¢ cos® ¢ + 2rsin® ¢ cos p = rsin 2.
sin® p  2rsinpcosy

Meze nové proménné r jsou r = 0 a r = 1, vyCteme je z trojuhelniku v podstave,
kde délka odvésny lezici na ose y je dlouha 1j. Trojuihelnik lezi v prvnim kvadrantu
a jeho odvésny lezi na osach x,y, takze meze pro proménnou ¢ jsou

¢ =0 a p = 7. Situaci nové integrované oblasti miZeme sledovat na obrazku 2.17.
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Obréazek 2.17: 0 <r < 1,0 < 7

Po dosazeni novych proménnych do pivodni funkce f(z,y) = ev+ dostévédme novou
integra¢ni funkci f(r, @) = e~ 52¢,
Vypocet objemu télesa:

1

1 Fl 9
(/rsin 2pe” °°S2‘Pdr> dp = /Sin 2pe ™ 0827 [TZ] dpdr =
0 0 0

vV =

— o\w\:\

= —sin2pe” “*® 2“"dgp =

\)

Pouzijeme substituci:

—cos2p =t
1
2sin 2¢

dt

dp =

P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

1
1/, 1y 1 1
= 4/16dt—4{6}_1—4<6—6)

Objem télesa je V = ; (e - l)j?’.

Poznamka: Tento priklad lze fesit i jinym zpusobem, ktery je ukazan v prikladu

2.12.
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2.4 Vypocet objemu pomoci substituce

Navod 2.4 ) je omezend a uzaviend oblast v roviné. Zobecnénd transformace je

ddna predpisem:

r = g(u,v)

y = h(u,v),

Najdeme ¥ C RxR tak, Ze kazdému bodu (u,v) € ¥ je timto predpisem jednoznacné
pritazen bod (x,y) € Q, pricemZ funkce g a h a jejich parcidlni derivace jsou v ¥
spojite.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

99 Oy
ou  Ov
J = 0.
Oh  Oh 7
ou  Ov

Objem wvdlcovitého télesa, které je omezeno shora plochou z = f(z,y) > 0, zdola
plochou z = 0 a z boki primou valcovou plochou, kterd vymezugje v roviné xy mnozinu

Q, se rovnd

v://f(g(u,v>,h(u,v))mdudv,

N4

kde |J| je absolutni hodnota Jakobiova determinantu.
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Piiklad 2.12 ([9]) Uzitim dvojného integrélu vypoctéte objem télesa omezeného
plochamiz:eﬁ,x—l—y:l, r=0ay=0.
Resent

Téleso s trojuhelnikovou podstavou je shora omezené rovinou z = eﬁ, viz obra-

zek 2.16.

Obrazek 2.18: v=1v =u, v = —u

Tento priklad jsme jiz fesili pomoci transformace do zobecnénych polarnich sourad-

nic. Nyni si ukazeme, jak jej 1ze fesit pomoci substituce
u=y—r, v=y-+ax.

Vyjadrime si proménné z,y pomoci novych proménnych u, v

u-+v v — U

2 YT

a odtud vypocitame jakobian transformace:

N N
[\]

7 obrazku 2.18 je patrné, ze meze pro proménnou v jsou v = 0 a v = 1. Meze

proménné u ur¢ime pomoci ptimek v = v a v = —u, tedy u = —v a u = v. Po
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zavedeni transformace je integracni funkei funkce f(u,v) = ev.

Vypocet objemu télesa:

1

v
0
1
4

Objem télesa je V = 1 (e — l)j?’.

e

Poznamka: Tuto ulohu jsme jiz fesili v prikladé 2.11.
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Kapitola 3

Dvojny integral - vypocet

hmotnosti

3.1 Vypocet hmotnosti bez uziti transformace

Navod 3.1 2 je omezend a uzavriend oblast v roviné xy. Hmotnost plochy 2, je-li

jeji plosnd hustota v libovolném bodé (x,y) € Q rovna o(x,y), je dina vzorcem

m = //O(x,y)dxdy.

Dad-li se mnozina 2 napsat pomoct intervali s promeénlivou spojitou mezi,

napt. Q@ = {[z,yl;x € (a,b) ,y € (g(x), h(z))},

potom

b [ h(z)
m:/ a(m,y)dzdy:/ (g/ a(x,y)dy) dx.

Q @ \g(z)

Analogicky, dd-li se mnozina 2 napsat jako

Q= {[z,yl;z € (9(y), h(y)) ,y € (¢, d)},

potom

d [ h(y)
m:/ a(a:,y)dxdy/(y/ a(:c,y)dx) dy.

Q ¢ (v)
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Piiklad 3.1 ([4]) Vypoc¢téte hmotnost rovinného obrazce
A=A{[x,yl € Ey; 0<z< g,O <y < sin 2z},
je-li o(x,y) = z* plosna hustota.

Reseni

Obrazec je ohranicen sinusoidou a osou x, viz obrazek 3.1.

Obrazek 3.1: y = sin2x, pro 0 < z < z

Meze pro proménné jsou patrné z obrazku 3.1 a také jasné dany z predpisu
obrazce A. TakZe za konstantni meze bereme meze proménné z, tj. 0 < z < 7. Pro
proménnou y plati 0 < y < sin 2z.

Dosadime do vzorce pro hmotnost a poc¢itame:

% sin 2x % %
m(A) = /(/ x2dy> da::/[3323/](5)1“2"“"d3(;z/at2 sin 2zdz =
0

0 0 0

Pouzijeme substituci:

2 =1 = —
x €T 9

1
dr = —dt
2
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

r=0—1t=0
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u==t v =sint
ut =2t v = —cost
1 s
= —7[ cost /Costdt:
8 0

Opét pouzijeme metodu per partes:

u=-t V' = cost

u' =1 v =sint
~ L1y o7 ]r tdt = +1[ g L
= — in sin = ——=
g talts / P R

2

Hmotnost rovinného obrazce A je m(A) = % —

N[

Priklad 3.2 ([4]) Vypoctéte hmotnost rovinného obrazce
A={lzyl€ Byy y<e*y>ey<er),

je-li o(x,y) = y plosna hustota.

Reseni

Obrazec je ohranicen kiivkami y = €**, y = e a piimkou y = €™, viz obréazek 3.2.

Pro vypocet hmotnosti obrazce jej musime rozdélit na dvé ¢asti. Dolni mez pro-

v 7 / v t 7 vz t b . 5 7 v d . o v/k kv- k — 2x
meénné x pro vypocet prvni ¢asti obrazce je x-ova souradnice priseciku kiivek y = e**,
y = €*. Resime €** = ¢ a odtud dostaneme z = 0. Horni mez je x-ovou soufadnici
o vy ve 9 v Y T o . , / ,
priseciku kiivky y = e** a piimky y = €7, tj. x = 7. Tato mez je zaroveL. dolni
mezi proménné x pro vypocet hmotnosti druhé ¢asti obrazce. Horni mezi v tomto
pripadé je xz-ova souradnice priseciku kiivky y = e* a pfimky y = €™, tedy = = .
Meze proménné y jsou pro prvni ¢ast obrazce dany kiivkami y = 2%, y = €%, takze

e® <y < €2, Pro druhou &ast obrazce jsou dany kiivkou y = €* a pfimkou y = €7,
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Obrazek 3.2: y < e*, y>e¥ y <e™

tj. e* <y <e’.
Vypocet hmotnosti prvni ¢asti obrazce:

™

s 2 us

s
2

2 [e 2 y2 e 1 3 “ 1 .
mi(A) = / /ydy dx:/g dxzi/e dx—i/e dz =
e’ 0

0 e’ 0 0

Pro prvni integral pouzijeme substituci:

4r =1
1
dr = —dt
4
Pti pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy
r=0—-1t=0
70
rT=_—-—t=27
2

Pro druhy integral pouzijeme substituci:

2r = s xzf
2
1
dxr = =d
T 23

Pti pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

T
r=— —>8S=7m
2
2 T
1 ; 1 sq.  Lprger 1 Sﬂ_e% e 1
— 8O/edt—4o/ed8—8[e]o —1[6]0—§—Z—|—§
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Vypocet hmotnosti druhé ¢asti obrazce:

my(A) = ] (jrydy) dr = /” [y;] e: doe = ;/ﬂ (627T — 62‘”) dz =

T

Pouzijeme stejnou substituci jako v predchozim vypoctu

pro druhy integral:

or 27 27 s

2
= i/(e%—es)ds:i[se%—es} _ T —e—+e—

™ 4 4 4

Celkova hmotnost obrazce je soucet obou hmotnosti

627r €7r 1 7T627T 627r e7r 27T627r _ 627r + 1
mA) =mA) tmad) = =Tt Tt s T s

Priklad 3.3 ([13]) Urcete hmotnost obdélnika o stranach a, b, je-li jeho plosné hus-
tota v kazdém jeho bodé iimérna druhé mocniné vzdalenosti od jednoho pevné zvo-

leného vrcholu.
Resend
Obdélnik umistime v soufadném systému roviny tak, aby jeden z vrcholt lezel

v pocatku, strana a lezela na ose = a strana b na ose y, viz obrazek 3.3.

A=[xY]

Obrazek 3.3: Obdélnik se stranami a, b

Stanovime funkei hustoty o(z,y) obdélnika. Je-li A=[z,y] libovolny bod obdél-
nika, pricemz 0 < x < a, 0 < y < b, je druhd mocnina jeho vzdalenosti od vrcholu

rovna (a? + b%) — (22 4+ y?). TakZze hustota v bodé A je rovna
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o(z,y) = k((a® +b?) — (22 +y?)), kde k je koeficient pfimé timérnosti. KdyZ si navic
v nasem piipadé zvolime vrchol obdélnika ten, ktery lezi v pocatku souradnicového
systému (V=[0,0]), pak hustota je rovna o(z,y) = k(z*+y?). Jak je patrné z obrazku
3.3, meze proménnych x, y jsou konstantni a plati 0 <z < a, 0 <y <b.

Vypocet hmotnosti obdélnika:

a b a
m = /(/k@?+ﬁ)@0dy:k!¢ﬁy+213h

0 0

b b3z ” a®b + ab3 kab
= k|l + | =k|— = —(a®>+
] () e

a b3
k/@ﬁ+3>mz
0

Hmotnost obdélniku je m = %2 (a2 + b?).

Priklad 3.4 Stanovte hmotnost trojihelnika omezeného primkou x+y = 1 a osami
soufadnicovymi, je-li plosna hustota v libovolném bodé pfimo iimérna c¢tverci jeho

vzdalenosti od pocatku.

Reseni

Situace je vyobrazena na obrazku 3.4.

Obrazek 3.4: Trojuihelnik omezeny piimkou x + y = 1 a osami soufadnicovymi

Vzdalenost libovolného bodu A=[z,y|, pficemz 0 < x < 1a0 <y <1-—uz,
od pocatku souiradnicového systému je rovna x? + y2. Hustota v bodé A je tedy

rovna o(z,y) = k(2? + y?), kde k je koeficient pifmé tmérnosti. Podminky pro
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obé soufadnice bodu A zarovel. udavaji integrovanou oblast. V§pocet hmotnosti

trojuhelniku:

Hmotnost trojuhelniku je m = ¢.
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3.2 Vypocet hmotnosti pomoci transformace do
polarnich souradnic

Navod 3.2 2 je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Poldrni souradnice jsou

ddny predpisem.:

T = Trcosy

Yy = rsingp,
kde

r > 0,

¢ € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,) € ¥ je timto predpisem
jednoznacné prirazen bod (x,y) € Q.

Jakobitv determinant této transformace md tvar

CoSs —7rsin
J = 4 4 =r.

siny rcose

Pak hmotnost plochy Q, je-li jeji plosnd hustota v libovolném bodé (x,y) € Q rovna

o(x,y), je dana vzorcem

m:/ o(rcos @, rsin p)rdrde.
T
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Piiklad 3.5 ([2]) Vypocitejte hmotnost mezikruzi o polomérech 0 < a < b, je-
li plosné hustota v libovolném bodé nepiimo timérna vzdalenosti tohoto bodu od

stfedu kruznic a na vnit¥ni kruznici je rovna 1.

Resent
Mezikruzi je rozdilem dvou soustfednych kruznic, pricemz jedna méa polomér a
a druha b. Stfed kruznic polozime do poc¢atku souradnicového systému, viz obrazek

3.5.

Obrazek 3.5: Mezikruzi o polomérech 0 < a <b

Je-li A=[z,y], Va2 — 12 < 2 < VB2 — 92, Va2 — 22 < y < Vb2 — 22, libovolny
bod mezikruzi, je vzdalenost od stiedu kruznic rovna /2% + y2. Potom hustota v

« . o k . . NI . vz y
bodé A je o(x,y) = T kde k je koeficient nepfimé imérnosti. V tomto prikladé
muzeme stanovit hodnotu koeficientu k. Vime, Ze hustota bodu leziciho na vnitini
kruznici je rovna 1, takze

0(0,a) = LA 1 odtud dostaneme k£ =a

V0 + a?
dosadime do funkce hustoty a ziskdme
a

o(z,y) = W
Meze pro proménnou z jsou dany poloméry kruznic. Meze proménné y vyja-
dfujeme z rovnic kruznic. Pokud bychom zacali pocitat jiz nyni, dostali bychom se
k feseni dost obtizného integralu, proto je mnohem vhodnéjsi pouzit transformaci do

polarnich souradnic:
xr=rcosp, y=rsing a jakobian této transformace je J = r.
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Po dosazeni novych proménnych dostaneme integra¢ni funkei (funkei hustoty)
o(r,p) = % a meze pro integraci jsou 0 < o < 7, a < r < b. Vypocet hmotnosti

mezikruzi:

m = 7(/brzdr) dp = 7a[r]2d<p =a(b—a)lel" = 2ar (b — a)

0 a

Hmotnost mezikruzi je m = 2aw (b — a).
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3.3 Vypocet hmotnosti pomoci transformace do
zobecnénych polarnich souradnic

Navod 3.3 2 je omezend a uzavrend oblast v roviné xy. Zobecnéné poldrni sourad-

nice jsou dany predpisem:

T = arcos
v (a, b jsou konstanty),

y =brsiny

kde

r > 0,

v € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,p) € U je téimto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y) € Q.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

a CoS —ar sin
J — SD 90 == ab?’.
bsiny  brcosgp

Pak hmotnost plochy Q, je-li jeji plosnd hustota v libovolném bodé (x,y) € Q rovna

o(x,y), je dina vzorcem

m = // o(ar cos @, br sin p)abrdrde.
v
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Piiklad 3.6 ([9]) V obrazci, ohrani¢eném elipsou Z’—z + Z—j = 1, je hmota rozlozena
tak, Ze hustota je pfimo imérna vzdalenosti od osy x, pficemz pro y = 1 je rovna 7.
Najdéte hmotnost celého obrazce.
Resend

Obrazec, ohraniceny elipsou, umistime v soufadnicovém systému tak, aby stied

elipsy lezel v pocatku a osy na osach soutadnicovych, viz obrazek 3.6.

A=x,

Obrazek 3.6: Elipsa se stfedem v pocatku

Protoze takto polozena elipsa je symetricka vzhledem k osam x, y, budeme pocitat
hmotnost pouze té ¢asti obrazce leziciho v prvnim kvadrantu, tedy x > 0 a y > 0.
Vzdalenost libovolného bodu A=[x,y|, plati podminka 0 <z <b,0 <y < by/1 — 2—;,
od osy z je y. TakZze hustota v bodé A je rovna o(x,y) = ky, kde k je koeficient
piimé tmeérnosti. Dale vime, Ze ve vSech bodech uvnitf a na elipse, které maji

y-ovou soutfadnici rovnou 1, je hustota rovna . Odtud miizeme vypocitat koeficient

k:
o(x,1)=k-1=~ takze k=~
po dosazeni ziskavame funkéni predpis pro hustotu
o(z,y) =y
V tomto ptikladé pouzijeme transformaci do zobecnénych polarnich souradnic,
xr =arcosy, Yy =brsinp.

Jakobian této transformace je J = abr.

Pak integra¢ni funkci je funkce o(r, ) = ~brsing. Proménnd r mad meze r =0 a
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™

1. Meze pro proménnou ¢ jsou ¢ =0 a @ = 7.

r =
Vypocet hmotnosti obrazce:
1 5 /1 z 3
7m o= O/ (0/ abPyr? singod?“) dp = ab270/ [310% odgp =
= ab*y [— cos go]og = ab™y
3 3

. 2 2
Hmotnost obrazce je m =4 - “b37 = ng 7
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Kapitola 4

Dvojny integral - vypocet

v o

souradnic tézisteée

4.1 Vypocet souradnic tézisté bez uziti transfor-
mace

Navod 4.1 Q) je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Necht xq, yo jsou sourad-

nice téziste rovinného obrazce ), je-li navic o(x,y) jeho hustota a m hmotnost, pak

plati:
1
Ty = —//a(m,y)-xdxdy
m
)
1
Yo = *//U(w,y%ydxdy
"I

Dad-li se mnozina 2 napsat pomoct intervali s promenlivou spojitou mezi,

napt. Q = {[z,y];x € (a,b) ,y € (9(x), h(x))},

potom

b

1
Tg = —//a(aj,y)-xdxdy:/
m J) J

b [ h(z)

Yo = ;//a(x,y) ~ydady = / o(z,y) - ydy) dx.

o \g(z)
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Analogicky, dd-li se mnozina 2 napsat jako

Q= {[z,yl;z € (9(y),h(y)) ,y € (c,d)},

potom
1 d [ h(y)
Ty = —//o(x,y)~xdxdy :/ / o(x,y) - zdx | dy
m
Q € \a(y)
1 d [ h(y)
Yo = E//O(w,y)mdxdy:/ /U(w‘,y)-ydw dy.
Q ¢ \g(y)
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kfivkami /2 +,/y=1,y=0az = 0.

Reseni

Desticka je ohranicena kfivkou /2 +,/y = 1 a osami soufadnicovymi. Jeji hustota

je zadand funkci o(z,y) = k, kde k je konstanta, viz obrazek 4.1.

06
06
0,41

02

Obréazek 4.1: o+ /y=1,y=0,2 =0

Vv

jeji hmotnost. Meze pro proménné jsou patrné z obrazku 4.1. Za konstantni meze
vezmeme meze proménné x, tj. 0 < x < 1. Horni mez proménné y je dana kfivkou
VT +/y =1 a dolni mez osou z, takze 0 < y < (1 —/z)>.

Vypocet hmotnosti:

1 [ (1-va)? 1 1
m = / / k@/dx_k/u V@dx:@/@—a¢5+@dx:
0 0 0 0
4 27!
N AV :k@—4+1):k
3 2, 372) 7%

Vv

(1-yx)?

1 1 1
/ / kxdy | doz = 6/x[y](()1_‘/5)2dx = 6/x (1 -2y + :13) dz =
0 0 0 0

1
B l‘
N 2

IrT =

Enl =)

l\')\U‘

3

_6<1 4+1>_1
0_ 2 5 3/ 5
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Téeleso je symetrické, takze y-ova souradnice tézisté je rovna x-ové.

Tézistem desticky je bod T = [1, 1],

Obrazek 4.2: Zobrazeni t&ézisté

Poznamka: Tento priklad mtzeme fesit i transformaci do zobecnénych polarnich

soufadnic (napf. z = rcos? ¢, y = rsin* ), tak jako v podobném piikladé 4.10.
2

kami y> = 4z + 4 ay®> = —2z + 4, je-li jeho plosna hustota o(x,y) = 1.
Resent
Obrazec je vlastné prunikem dvou parabol, které maji osy totozné s osou x, viz

obrazek 4.3.

Obréazek 4.3: y> = 4x + 4, y> = —2x + 4

V tomto pripadé je vyhodnéjsi za konstantni meze pouzit meze proménné y.

Kdybychom vzali meze proménné x, museli bychom oblast rozdélit na dvé ¢asti a

71



pocitat dva integraly. Dolni mez je zaporna y-ova soutradnice prisecikii parabol a
horni mezi je kladna y-ova souradnice téchto priseciki, tedy y = —2 a y = 2. Meze
proménné x urcuji rovnice parabol, takze # <z< #.

Vypocet hmotnosti:

4—y2

2 [ 2 ) 2
B B 4-y? _1 9 _1 312
m —_/2 2/4d3: dy—_/Q[:E]yzzéldy—él_é(12—3y)dy—4[12y—y}_2—8

4

Vv

/

2_
4

4 16

4—y2
2
4

1 [ (16-82 4yt gt 82 16)
xdx dy—E — dy =
22

12
]
-2

1 7 1 34577
= — [ (48 —24y* +3y")dy = — |48y — 8y* + —=-| =
256_/2( v 3" dy 256ly y+5L
1 96 96\ 2
= — (96 —-64+ = +96—-64+—) ==
256( TET i 5) 5
Vypocet y-ové souradnice téziste:
47y2
2 D) 2 2
1 1 iy 1 5
yro= g / ydz dy:g/y[x]yz}dy:32/(12?;—?@ )dy =
-2 \y2-4 -2 -2
_ 1 . 3yt ’ _
- w0
Tézistém obrazce je bod T' = [%, 0}.

Obrazek 4.4: Zobrazeni t&zisté

72



Vv

kami y = —x ay = 2z — 22, je-li jeho plosné hustota o(z,y) = 1.
Reseni
Obrazec je parabola y = 2z — 2% vytatd pfimkou y = —x, viz obrazek 4.5.

Obrazek 4.5: y = 22 — 2%y = —x

Meze proménné x jsou z-ové souiadnice priisecikti paraboly y = 22 — 22 a pfimky
y = —x, tj. 0 < x < 3. Pak meze proménné y jsou y = —x a y = 2z — x°.

Vypocet hmotnosti:

3 2r—x2 3 3 2 373
n = [\ J | o= [ (oo 5] -

0 —x 0

Vv

2 i 2 / 2 /
_ 2z _ 2 2v—2?3,. _ 2 2 _ .3 _
Ty = 90/ / xdy | doz = go/m[y}_w dz = 90/(333 x )dx—

Vv

2 3 233712 2 3 9 2CE7£E2 1 3
Yr = §/ / ydy dI:g/ly] dx:§/(3x2—4x3+x4)dx:
0 —x 0 —x 0
3
5,7 75
Tézistém obrazce je bod T = [%, —%}
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Obrazek 4.6: Zobrazeni t&zisté

YV

je-li jeho plosna hustota o(z,y) = k.

Reseni

Obrazec je ohrani¢en ramenem hyperboly y = i

obrazek 4.7.

a pfimkami y = z, y = 3, viz

T
0 n2 04 0B 08 1 12 14
x

Obrazek 4.7: 0<z<y<3,y<

8 |~

Za konstantni meze zvolime meze proménné y, protoze tak nam staci vypocitat

pouze y-ovou soutradnici priseciku primky y = x a hyperboly y = %, tj. y = 1. Presto

integrovanou oblast musime rozdélit na dvé c¢asti, rozdélime ji pfimkou y = 1. Meze
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proménné y jsou tedy y = 0 a y = 1 pro prvni ¢ast, y = 1 a y = 3 pro druhou
¢ast. Meze proménné x v prvni ¢asti obrazce urCuje osa y a pfimka y = z, takze
0 < x <y, v druhé ¢asti opét osa y a hyperbola y = %, odtud 0 < x < i

Vypocet hmotnosti prvni ¢asti:

1

k:j(jdx)dy:k:/ydy:

0

[N

Vypocet hmotnosti druhé ¢asti:

1
y

3 3
1
k/ /da: dy:k/—dy:kln?)
1 0 ly

Celkova hmotnost obrazce:

k(1+2In3)

k
= =—+kln3 =
m mi + ma 2—|- n 5

Vv

i1 2 Rl
= +2ln3 0/ /lmdw W= 15 2ms) [2]0@:

B 1 / 1 b 1
= Wrzw /Y T Wi2me) |3, T30 2wy

1

Y

3 3:[;1
_ kade | d / dy =
1—1—211131/ O/xx v +2131[ 1 Y

LT2
L AP e
2 1+21n3) y

3
1+21n3 1/ - 3(1+2n3)

1

1 2 1
3(1+21n3) N 3(1+2In3) 1+2In3

Tp = Tp1+ Ty =

Vv

1 Yy 1
yri = 1+21 3) O/(O/kydx)dy_ 1+2In3) O/y

_ 2/ S il R B
= Gromy) ) YT 0wy |3 . 3(1+2n3)

1

3 y 3
yr2 = +21 31/ O/kydx dy = 1+21n3 1/5"

O‘C\)—l
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7 4

3
1+21n3 1/ 1+21n3)[] (1+2In3)

2 N 4 B 14
3(1+2mn3) (1+2mn3) 3(1+2In3)

Yyr = Y +Yr2 =

e 14
Tézistém obrazce je bod T' = |:1+21n3’ 3(1+21n3)}

1| - 4]]:[1/1 In3,14/3(1+2In3)]
i ,
|
|

O
o 02 04 0B 08 1 12 14

Obrazek 4.8: Zobrazeni té7isté

Vv

kami z =1, y = 0 a y = \/z, je-li jeho plosna hustota o(z,y) = 5.

Resent
Hranice integrované oblasti tvoii kiivka y = /x, osa x a piimka = = 0, viz

obrazek 4.9.

08
06
04

02

Obrazek 4.9: x =1, y=0,y ==

Konstantnimi mezemi zvolime meze proménné z, jak je patrné z obrazku 4.9,

jsou to x = 0 a x = 1. Meze proménné y urcuji kiivky y =0 a y = /x.
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Vypocet hmotnosti:
1 1 .
1 1
/ dy | dx = / [y](‘)ﬁdx — /ﬁdx _

Pouzijeme substituci:
x =t V=t
dx = 2tdt

V tomto pfipadé se nam meze nezméni

::2/ﬁ !* 1—1w_2</@_/ﬁ ):

= 2 ([t]o — [arctan t]o) =2— g

Pro snadnéjsi vypocet nyni prehodime poradi integrace. Konstantni meze jsou

meze proménné y, tedy 0 < y < 1, takZe meze proménné x jsou z = y? a x = 1.

Vv

1 [y
dx dy— 7r/ /(1—>dx dy =
1+ 29 \0

1
rr = 7T/
2
1 1
1
= 2_ﬂ/[9€—1n|1+:c|]g2dy: 7r/(1—11r12 y® +In |l +y? |)
20 29

Pouzijeme metodu per partes:

u=1In|1+y? vi=1

c_ %
u:1+y2 vy
1 1
_ 1 1 1 y* 21! y? _
= 2_2([y]o—[yln2]o—l3O+[y1n|1+y|]o—2/1+y2dy =
0
1 1 . .
= 5% (1—1n2— 3+1n2—2[y]0+2[arctany]o) =
2
1 4 7 3m—8
Sl ()
2-z\"372) 12-3r

Nyni opét za konstantni meze bereme meze proménné .

Vv

Nz




1 1 1
1 1 1
= / < dx = (/dx—/ dx):
4—7J) 1+=x 4 —7 1+=x
0 0 0
1
= 7 (B~ L+ 2l)) =

Tézistém obrazce je bod T = { 371—8 1-In2|

Vv

A={z,yl € By; 2?+y?<1l,y<z+1,y>0}
je-li jeho plogna hustota o(z,y) = 1.

Resent
Obrazec je pilkruznice lezici v prvnim a druhém kvadrantu a zaroven v druhém

kvadrantu je navic vyfatd pfimkou y = 1 + z, viz obrazek 4.11.

Obrazek 4.11: 2> +y* =1, y=a2+1,y=0
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Abychom nemuseli oblast obrazce rozdélovat na dvé ¢asti, zvolime si za konstantni
meze meze proménné y, tj. 0 < y < 1. Pak meze proménné x jsou zr =y —1 a
xr = /1 — y2. Za¢neme-li po¢itat hmotnost obrazce, dostaneme se k feSeni integralu
typu [ Va2 — x2dx, tomu se miizeme lehce vyhnout. Vime, Ze plosna hustota se jinak
vypocita jako podil hmotnosti a obsahu (0 = ’§). My mame hodnotu hustoty rovnu
jedné, tzn. hodnota hmotnosti se rovna hodnoté obsahu. Takze vlastné pocitame
obsah obrazce. Hodnotu obsahu miizeme vydedukovat z obrazku 4.11. Cést obrazce,
ktera lezi v druhém kvadrantu, je rozdil ¢tvrtky kruznice a trojihelniku s odvésnami

délky 1j. Obsah trojhelniku je 172 Odtud obsah této ¢ésti je roven T — 2. Obsah

celého obrazce a tedy i hmotnost je m = 7 — (% — %) = WTH' Nyni uz miizeme rovnou
pocitat soufadnice tézisté.
Vypocet z-ové souradnice tézisté
4 1 1—y? 4 1 2 1—y?
Tr = zdz | dy = / — dy =
TS T2 / / e l 2 ] o
y—1 0 -
1 1
2 4 v y? 2
= —2y% +2y) dy = —L 42 =
7r+20/( v +2y) dy w+2l 372, 3(r+2)
Vypocet y-ové souradnice téziste:
1 1—y? 1
4 4 17y2
= d dy = / dy =
yr 7T+2/ / ydo | dy = —— ylzly—y  dy
0\ y=1 0
)
= 512 / Y y -y rTy)day =

Pouzijeme substituci:
1—9? =t
1
dy = —=dt
yay 9
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy
y=0—1t=1

y=1—-1¢t=0
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0 370
4 1 1 4 213 1 9
_ o Vidt4+ = = —— | =22 42 =
7r+2( 21/\/ +6) T+2 { 3] Tl T rr2

Tézistém obrazce A je bod T = {ﬁ, %H}

T=[0.13,0.39]
B
|
|
|

Obréazek 4.12: Zobrazeni t&ézisté
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4.2 Vypocet souradnic tézisté pomoci transformace
do polarnich souradnic

Navod 4.2 2 je omezend a uzaviend oblast v roviné xy. Poldrni souradnice jsou

ddny predpisem.:

T = Trcosy

Yy = rsingp,
kde

r > 0,

¢ € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,) € ¥ je timto predpisem
jednoznacné prirazen bod (x,y) € Q.

Jakobitv determinant této transformace md tvar

cosp —rsinp
J = =r.
siny rcose

Pak soutadnice tézZisté rovinného obrazce Q, je-li navic o(x,y) jeho hustota a m

hmotnost, jsou dany vzorci

1
Tr = —//a(rcosgp,rsingo)r%osgodrdgp
Iy
1 : 9 .
yr = —//J(Tcosgp,rsmgo)r sin pdrdep.
m
T
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Vv

A=A{lz,y) € By; 0<uz<ya®+y* <1},
je-1i jeho plosna hustota o(z,y) = =.

Resent
Obrazcem je ¢ast kruznice lezici v prvnim kvadrantu a vytatd pfimkou y = z,

tedy jedna osmina kruznice, viz obrazek 4.13.

Obrazek 4.13: 22+’ =1, y ==

Pro tento ptiklad je vyhodnéjsi pouzit transformaci do polarnich soufadnic:
xr=rcosp, y=rsing a jakobian této transformace je J = r.

Po dosazeni do nerovnice 2% + y? < 1 ziskdme horni mez proménné r, tedy r < 1
) )

dolni mezi je r = 0. Meze proménné y zase z nerovnice 0 < z < y:

0 <cosp <singp

p e <Z+2k7r,g+2k:7r>

Integracni funkci je funkéni pfedpis hustoty. S pouzitim transformace je hustota
rovna o(r, @) = 7 Cos p.

Vypocet hustoty jedné osminy kruznice:

% 1 % 371
1 = 2—4/2
m = !(/r2cos¢dr) d@z![g] cosgodgo:§[singo]§: 6\/_
I I

0




Vv

(/ 3 cos? @dr) dp = /

4]t
2
dy =
l]cosgpgo

6 /2 . 3 / 1+ cos2p
= cos = _
4(2-v2) ! o 2(2-v2)1 2 v
4 4
3 /2 3 sin 2¢712
= 1+cos2¢p)dp = ———= [ + } =
4(2—ﬂ)ﬂ( ¢)de 4(2_¢§)¢ 2 |
4
B 3 <7r B 1)  3(rm—2)
4(2-v2)\4 2/ 16(2-V2)
Vypocet y-ové souradnice téziste:
/ ar | d / ' sin 2(,0d
= r° cos p sin edr — =
Yr 9 _ \/— J 2 ¥ Y = 9 _ \/— 4 Y =
3 /2 120d 3 { coS 2@] 2 3
neval oAl 2 e
4
Tézistém obrazce je bod T = {163((5_\2/%, 8(2_3\/5)].
_ T=[0;37,0.64]

Obrazek 4.14: Zobrazeni té7isté
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Vv

A={lz,y] € By 0<y<w1<a’+y* <4},
je-li jeho plosna hustota o(z,y) = xy.

Resent
Rozdilem dvou soustfednych kruznic o nestejném poloméru vznikne mezikruzi,

které vytina primka y = x, obrazce je jedna osmina mezikruzi, viz obrazek 4.15.

Obréazek 4.15: 22 +y? =122 +y> =4, y==x

Opét zavedeme transformaci do polarnich souradnic:
xr=rcosp, y=rsing a jakobian této transformace je J = r.
Z nerovnice 1 < 22 + y? < 4 ziskdme meze pro proménnou r:

1 <r?cos® p+risin®p < 4
1<r*<4

1<r<2
A 7z nerovnice 0 < y < x ziskdme meze pro proménnou :

0<rsinp <rcosp
0 <sinp < cosyp

oe <o+2lm,Z+2lm>
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Funkéni predpis hustoty je nyni o(r, ¢) = 72 cos psin ¢

Vipocet hmotnosti osminy mezikruzi

2 4 2
m / /r cos psin dr | dp = /[ ] cos p sin pdy =
0 1
15 | ,
T cos @ sin pdy =
0
Pouzijeme substituci:
sinp =t (4.1)
cos pdp = dt
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy
p=0—1t=0
7 V2
=TTy
2 V2
15/tdt—15 2] 15
4 4 12|, 16
0
Vypocet z-ové souradnice tézisté:
T/ 2
16 |
xr 5 (1/ r* cos? psin godr) dy 5 0/ [21 cos? sin pdp =

496 cos? psin od
75 psm pde =

Pouzijeme substituci:
cosp =t

—sinpdp = dt

P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

p=0—1t=1
T V2
= —_—— = —_—
L 2
496 /2152 496 [ T 124(4-2)
75 ) 3], 225



yr

Vv

/2
16
I (1/ r* cos ¢ sin® gpdr) dp = 5 / [TE)] cos psin? pdp =

496

75 cos psin? pdp =

Pouzijeme stejnou substituci (4.1) jako pfi vypoctu hmotnosti:

\/§ V2
@ par= 296017 _ 124v2
75 5 3 o 225
Tézistém jedné osminy mezikruzi je bod T' = {124242_5\@), 12242\5/5 )

Obréazek 4.16: Zobrazeni t&zisté
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4.3 Vypocet souradnic tézisté pomoci transformace
do zobecnénych polarnich souradnic

Navod 4.3 2 je omezend a uzavrend oblast v roviné xy. Zobecnéné poldrni sourad-

nice jsou dany predpisem:

T =arcosy ,
(a, b jsou konstanty),
y =brsiny

kde

r > 0,

v € (0,2m).

Najdeme ¥ C (0,00) x (0,27) tak, Ze kaZdému bodu (r,p) € U je téimto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y) € Q.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

a CoS —ar sin
J — SD 90 == ab?’.
bsiny  brcosgp

Pak soutadnice téZisté rovinného obrazce Q, je-li navic o(x,y) jeho hustota a m

hmotnost, jsou ddny vzorci

1
xr = — // o(ar cos g, br sin p)abr? cos pdrde
"y
1
yr = — // o(ar cos g, br sin p)ab*r? sin pdrde.
m
v
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A={[z,y] € Ey;z >0,y > 0,42> + > < 4},
je-li jeho plosna hustota o(z,y) = =.

Reseni

Obrazcem je jedna ¢tvrtina elipsy lezici v prvnim kvadrantu, viz obrazek 4.17.

05

[ e e e e e E s ]
o 02 04 0B 08 1 12 14
7%

Obrazek 4.17: =0,y =0, 42% +y> = 4

Tentokrat si zavedeme transformaci do zobecnénych polarnich souradnic:
x=rcosp, y=2rsiny a jakobiadn této transformace je J = 2r.

. 2 v . v 7’
Nerovnice 22 + %- = 1 urcuje meze proménné r:

2 in2
7’2008290%—4rsingpgl
r? <1
r<l1

A z nerovnic z > 0 a y > 0 ziskdme meze proménné ¢:

rcosp >0 N rsing > 0
cosp > 0 A sinp >0

oe <0—|—2k7r,72r+2k7r>
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Novy funkéni predpis hustoty je o(r, ¢) = rcos p.
Vypocet hmotnosti ¢tvrtiny elipsy:

5 /1 bl /371 9 . 9
m = / /27"2 cosdr | dp = 2/ [] cos pdp = _ [sinpl§ =
s/ ) 31, 3 3

Vv

3 e 2 ri! 3 ;
Ty = 5/ (/ 213 cos? gpdr) dp = 3/ [4] cos? pdp = 1/0032 pdp =
0 \0 0

0

Vv

5/ 3 1 2
3 ’ 3
yr = 5/ (/ 47® cos @ sin godr) dp = 3/ [2] sin 2¢pdyp = 1 /sin 2pdyp =
0 \0 0 0 0

4

3 [_COSQQO]Q 3
o 4

5 e

Tézistém obrazce A je bod T' = H—’g, ﬂ

¥ 1,59

T=[0.59,0.75]

05

0 0z 04 0B 08 1 12 14
¥

Obrazek 4.18: Zobrazeni t&zisté
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Vv

zena kfivkami z3 + yE =1,y>0ax>0.

Resent
U . ” 2 2 PR
Desticka je ohranicena kfivkou x3 4+ y5 = 1 a osami soufadnicovymi. Jeji hustota

je zadand funkci o(z,y) = 1, viz obrazek 4.19.

069
049

02

Obrézek 4.19: 25 +ys =1,y =0, 2 =0

Pro vypocet tohoto prikladu je mnohem vyhodnéjsi zavést transformaci do zo-

becnénych polarnich souradnic:
_ 3 i3
x =rcos’p, y=rsin°’p.
Vypocitame jakobian této transformace

cos® ¢ —3cos? psin 3
J= v LA 3r cos? psin? ¢ (cos2 © + sin? gp) = “rsin®2p
sin® o —3cossin® ¢ 4

Pohybujeme se po celém prvnim kvadrantu, proto ¢ € <O, g> A po dosazeni novych
proménnych do rovnice zs + y§ = 1 dostaneme r € (0, 1).
Vypocet hmotnosti desticky:

us
2

1 1
3 r? 3
(/ i sin 2<pdr) dp = 4/ [ ] sin® 2pdy = g/sin2 2pdp =
0

0

3
Il
\w\:l

B 3/2 —cos4<p _3{ sm4<pf 3
e, LT LI PR T
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Vv

™ 0 0

T /1 3 1
32 3 32 3
Ty = 3?/ (/ Zr2 sin? 2¢ cos® gpdr) dp = 7/ [;] cos® gosin2 pdep =
0

32 7 2
= 3—/(1—sin2 gp) sin? ¢ cos pdp =
T
0

Pouzijeme substituci:
sinp =1
cos pdp = dt

Pr1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy

p=0—1=0
go:g—nf:l
32 1 3228 25 711 256
— 2 (1) dr=2 | o | = 2
37ro( ) 3 [3 5+7]0 3157

Y -ovou souradnici poc¢itat nemusime, protoze obrazec je symetricky, tudiz souradnice

se rovnaji.

Tézistém desticky je bod 7' = [ 258 2% |,

Obréazek 4.20: Zobrazeni t&ézisté
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Kapitola 5

Trojny integral - vypocet objemu

5.1 Vypocet objemu bez uzZiti transformace

Navod 5.1 Objem omezené a uzaviené mnoziny S, leZici v prostoru xyz, je ddn

vzorcem

V= / / / 1dzdydz.
Q

Dad-li se mnozina 2 napsat pomoct intervali s promeénlivou spojitou mezi,

napt. Q@ = {lx,y, zJ;x € (a,0) ,y € {g(x), h(2)) , z € (k(z,9),U(z,9))},

potom

v rasa - | (:(z ( fldz) ) "

(z)
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Priklad 5.1 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi 0 < z <9, y > z?

ax?<4-—3y.

Reseni
Téleso tvoii prinik dvou parabolickych ploch y = 22 a 2? = 4 — 3y, podstava lezi

v roviné z = 0 a shora je omezeno rovinou z = 9, viz obrazek 5.1.

Obrazek 5.1: 0< 2 <9,y > 22 aa2? <4 — 3y

Meze proménnych x, y ur¢ime z podstavy télesa, tj. polozime z = (. Ziskdme
prinik parabol y = 22 a 2? = 4 — 3y, pficemZ z-ové soufadnice jejich prisecikii
jsou meze proménné z, tedy x = —1 a x = 1. T€leso je symetrické, staci tedy
vypocitat pouze polovinu objemu a ten pak zdvojnasobit. Omezime se proto na
oblast x € (0,1). Pro proménnou y ziskdme proménné meze y = x2, coZ je dolni mez,

_r2 . . o v ,
4 3“” . Situaci mtaZzeme sledovat na obrazku 5.2.

a horni mez je y =

Obrazek 5.2: y > 2? a 2? < 4 — 3y
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Podle proménné z integrujeme mezi rovinami z =0 a z = 9.

Vypocet objemu jedné poloviny télesa:

) | (=2 == 1
-V = / /(/dz)dy dx—9/ / dy da:—9/< )dx:
2 0\ a2 2 0
1 371
3/‘4 42) ml —fﬂ =3
3 1o
0

Objem télesa je V = 2 -8 = 16j3.

Priklad 5.2 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi z2 + y* < 1,
r+y+ 2z < 6az>0.

Reseni
Hledame objem valce s podstavou v roviné z = 0 a shora omezeny rovinou

x4y + z = 6, viz obrazek 5.3.

Obrazek 5.3: 22 +y* <1,z +y+2<6,2>0

Kolmym primeétem valce do roviny z = 0 je kruznice se stfedem v pocatku
soufadnicového systému a polomérem 1j, viz obrazek 5.4. Meze pro proménné x a y

ziskdme z rovnice kruznice 22 +y? = 1, takze -1 <z < la—v1 — 22 <y < /1 — 22

Téléso je zdola omezeno rovinou z a shora rovinou x + y + z = 6, jak je patrné
z obrazku 5.5. Takze plati 0 < 2 <6 —x — y.

Vypocet objemu télesa:
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Obréazek 5.4: 22 + 1% =1

Obréazek 5.5: 22 + 3% =1

Vi—z2 /6—z—y 1 1—z2
(/ dz)dy dx:/ / (6 —2z—y)dy | de =

1
_/1 —V1—122 0 -1 \vi=a?

1r o VI—ZZ 1 1
/ 6y—xy—y] dx:/(12\/1—x2)dx—/Zx\/l—xzdx:
St 2] v 21 21

Pro druhy integral pouzijeme substituci:
1—a®=t
—2zdx = dt
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:
r=—-1—-t=0
r=1—=t=0

Po urceni novych mezi je patrné, Ze dany integral je roven 0
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a muzeme vytesit pouze prvni integral:

2 1 1
= 12 %\/1—x2+§arcsinx = 67

1
Objem télesa je V = 6m7j>.

Poznamka: Mnohem vyhodnéjsi je pouzit transformaci do cylindrickych soufadnic.

Takto je vyfeSen priklad 5.6.

Poznamka: V prikladé fesime integraci funkce f(z) = v/a? — x2. Postup feseni

neurcitého integralu tohoto typu je ukazan v poznamce na strané 11.

Priklad 5.3 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi z < 1,

z>vV22al < y < 1.
Resent

v v . 3 . . . ,
Téleso ohranicuje plocha z > v/x2 a shora je omezeno rovinou z = 1, viz obréazek

5.6.

Obrézek5.6:z§1,zZW,0§y§l

Zadéani prikladu ndm jasné udava meze pro proménné y a z, tedy 0 < y < 1
a Va2 < z < 1. Rezem télesa rovinou y = 0 ziskdme meze proménné z, jsou to
z-ové priseciky piimky z = 1 a k¥ivky 2 = v/22. ReSime rovnici v/z2 = 1, odtud
dostavame r = —1 a x = 1.

Jak je patrné na obrazku 5.7, téleso je symetrické dle osy z. Stac¢i nam tedy pocitat
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Obrézek 5.7: 2 =1, 2= va2, 0<y <1

pouze objem poloviny télesa a ten pak zdvojnasobit. Takze pro proménnou z plati

0<z<1.

Vypocet objemu jedné poloviny télesa:

1 /1 1 L /1 !
%.VZO/ 0/ e/{ﬁdz dy dxzo/(o/(l—\s/ﬁ)dy)dx:o/(l—3x2)dx=§

Objem télesa je V =2- 2 = 3j5.

Priklad 5.4 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi z > 2 + 32,

p<a?+ 22 y >,y >2r, y <1

Resent

Téleso je ohrani¢eno dvéma paraboloidy a tfemi rovinami, viz obrazek 5.8.

Obrazek 5.8: 2 > 22+ 1%, 2 <22 + 22, y> o,y > 27,y < 1

97



Rezem télesa rovinou z = 0 ziskdme integra¢ni oblast pro proménné z a .
Z obrazku 5.9 je patrné, ze kolmym primeétem télesa do roviny z = 0 je trojuhelnik,
ktery tvori piimky y = z, y = 22 a y = 1. Vyhodnéjsi v této situaci je zvolit za
konstantni meze meze proménné y, tj. y = 0 a y = 1. Pak meze pro proménnou x
jsour=%ax=y.

Té&leso je zdola omezené paraboloidem z = x2+y? a shora paraboloidem z = 2% +2y?.

12] /
1] d

06
0.4]

02

Obrazek 5.9:y =z, y =22, y=1

Miizeme se o tom presveédcit fezem télesa rovinou x = 0, viz obrazek 5.10. Takze

plati 22 + 9% < z < 2% + 292

7454

054

O T T
0 02 04 0608 1 12 14
¥

Obrazek 5.10: z =32, 2 =292, y =0,y =1

Vypocet objemu télesa:

1 [y [ 2?+2y> 1/ vy 1
V = / / / dz | dx dy:/ /yzdx dy:/y2<y—g)dy:
0 \% \a23y? 0\ 0
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Objem télesa je V = £j°.

Piiklad 5.5 ([1]) Vypoctéte objem télesa, které je vymezeno plochami z = 2% + ¢,
z = 22> + 2, y=2*ay=nu.
Reseni

Téleso ohranicuji dva paraboloidy 2z = 22 + 42, 2 = 222 + 22, parabolicka plocha

y = 2% a rovina y = x, viz obrazek 5.11.

Obrazek 5.11: z =22 + 2, z =222+ 2%, y =22 ay =12

Meze pro proménné x a y uréime z rovnice parabolické plochy y = 22

a roviny
y = x. Situaci mizeme sledovat na obrazku 5.12, coz je fez télesa rovinou z = 0.
X-ové souradnice priisecikti paraboly s primkou jsou meze proménné x, tj. 0 < x < 1.

Pak meze proménné y jsou samotné rovnice paraboly a piimky a plati 22 <y < x.

Z obrazku 5.13 je patrné, ze podle proménné z integrujeme od paraboloidu

z = 2% + y? do paraboloidu z = 222 + 22

Vypocet objemu télesa:

1 [ x [ 22242y 1 x 1 37
v o= / / / dz | dy dx:/(ﬂ/(ﬁ%—gf)dy)dx:/[ﬁy—i—yg} do =
0 \z2 2242 0 2 0 2
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Obrazek 5.12: y =2>ay =1

Objem télesa je V = =j3.
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5.2 Vypocet objemu pomoci transformace do cylin-
drickych souradnic

Navod 5.2 () je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Cylindrické sourad-

nice jsou dany predpisem:

T = Trcosy
y = rsing
z = z

kde
r > 0,
v € (0,2m).

Najdeme U C (0,00) x (0,27) x R tak, Ze kaZdému bodu (r,p,z) € U je timto
predpisem jednoznacné pritazen bod (x,vy,z) € .

Jakobituv determinant této transformace md tvar

cosp —rsing 0
J = |sing rcosp 0|=r

0 0 1

Pak objem telesa ) je ddn vzorcem

V= /// rdrdepdz.
v
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Priklad 5.6 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi z2 + y* < 1,
r+y+z<6az2>0.

Resent
Tento ptiklad jsme jiz fesili v predchozi podkapitole Vypocet objemu bez uziti
transformace, viz priklad 5.2. Nyni si jej ale vypocitame pomoci transformace do

cylindrickych soutradnic. Zavedeme nové proménné:

T =T CoS P, Yy = rsin @, z=2z

a jakobian této transformace je J = r.

Integra¢nim oborem pro proménné r a ¢ je kruznice s polomérem 1j a stiedem
v pocatku, viz obrazek 5.4. Takze plati 0 < r < 1 a 0 < ¢ < 27. Téleso je zdola
omezeno rovinou z = 0, coz je dolni mez proménné z. Ke zjisténi horni meze této
proménné musime dosadit do rovnice roviny z = 6 — z — y za soutadnice z, y a z

cylindrické souradnice:
z=06—rcosp —rsingp.

Vypocet objemu télesa:

2n [ 1 [ 6—rcosp—rsing

v- [/ [ raz|ar|de-

0o \0 0
2 1
= /(/ (GT—TQCoscp—rQsingo)dr) dp =
0 \0
i rdcos  rising]’ i cosp  sing
_ 32 _ _ d :/<3_ — )d =
/lr 3 3 ] 4 3 3 )7
0 0 0
: 2m
sing  cosg
= 30— — 6
{90 3 3 ]o g

Objem télesa je V = 6mj3.
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Priklad 5.7 ([10]) Vypoctéte objem télesa, které je vymezeno plochami z = 2% +y?

az? = 2% + 42
Resend
Hledame objem priiniku paraboloidu z = 22 + y? a kuZelové plochy z? = 22 + 3/,

viz obrazek 5.14.

Obrazek 5.14: z = 2% +y?, 22 = 22 + 3

Zavedeme transformaci do cylindrickych soutadnic:

T = T COS P, y =rsinp, z2=2z

a jakobian této transformace je J = r.

Pro zjisténi mezi proménné r si vyjadiime proménnou z, ziskdme tak roviny priniku

kuzelové plochy a paraboloidu:

2 = 2Pt+yt=z
2 = z
2(z—1) = 0

Dosadime obé z do zadanych rovnic a odtud ziskame 0 < r < 1. Pro proménnou ¢
neméame zadnou podminku, takze ¢ € (0,27). Je to jasné i z obrazku 5.14.
Integrace podle proménné z probiha od paraboloidu ke kuzelové plose, viz obrazek

5.15. Po dosazeni cylindrickych soufadnic tak ziskdme 72 < z < 7.
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Obrazek 5.15: z = 4%, 22 = ¢?

Vypocet objemu télesa:

Vo= 7(/1(jrdz)dr)d@z?(o/l(TZ—r?’)dr)dgo

0 0 2
B 2”1d _{1 ]2”_7r
VR Y= 1127, T 6

Objem télesa je V = Zj°.
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Priklad 5.8 ([4]) Vypoctéte objem télesa ur¢eného nerovnicemi z < y*+1, 2 > —z?,

2+ <1l,y>—-xax>0.
Resent

Téleso je ¢ast valce ohranicend shora i zdola parabolickymi plochami, viz obrazek

5.16.

Obrazek 5.16: z < y?+1, 2> —a?, 22 +y* <1,y > -z, 2 >0

Zavedeme transformaci do cylindrickych soutadnic:

T =T1CoS, y =rsingp, z2=2z
a jakobian této transformace je J = r.
Meze pro proménné r a ¢ vyjadiime z nerovnic 2% +¢y?> < 1,y > —x, x > 0.

Hledana oblast je vlastné ¢ast kruznice s polomérem 1 a stfedem v pocatku, ktera

lezi v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu, pficemz ve ¢tvrtém kvadrantu je navic vyfaté

osou tohoto kvadrantu, tedy piimkou y = —x, viz obrazek 5.17.
2?4+ <1
r2 < 1
r € (0,1)

Nyni vyjadfime meze pro proménnou ¢

y>—x N x>0
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rsinp > —rcosp A rcose >0
tanp > -1 A cosp >0

o € <—Z+2lm,g+2kw>.

Integrace dle proménné z probiha od parabolické plochy z > —a2, jejiz osa je

11—

EARARAREREREREEEEREEEanny]
1 02 04 05 08 |
1 " {

054

Obrazek 517: 22 +y* =1,y = -2, 2 =0

totozna s osou y. Situaci si miizeme zobrazit fezem télesa rovinou y = 0, viz obrazek

5.18. Horni mez proménné z tedy urcuje parabolickd plocha z > y? + 1, kterd ma

svou osu rovnobéznou s osou x. Opét si tuto situaci mizeme zobrazit pomoci fezu

télesa, tentokrat rovinou x = 0, viz obrazek 5.19. Po dosazeni cylindrickych soutfadnic
iskavdme —r?cos? ¢ < z < r?sin®p + 1

ziskdvame —r~cos” p < z < resin® ¢ + 1.

Vypocet objemu télesa:

0]
04
06

o8]

Obrézek 5.18: 2 =1,2=—2%, 2=1,2=0
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05

Obrazek

5 /1
v= [/
-z \0
5 /1
I
_ / o
N 4
=
97 :3

Objem t€lesa je V =

o e e e 3 e e 2 )
0z 04 [iR:] 08 1

519: 2 =92+ 1,2=0,y =1

r2 sin? p+1

/ rdz | dr | dp =

—7r2cos?
(7“3 sin? ¢ + r + 73 cos® gp) dr) dp =

97
16

s
2 =

dwzzw

.
4
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Priklad 5.9 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi z% + y? + 22 < 4 a
2+ oyt + (2 — 2)? < 4

Resent
Téleso tvori prinik dvou kouli o stejném poloméru, ale s odliSnou polohou stiedi

lezicich na ose z, viz obrazek 5.20.

Obrazek 5.20: 22 + ¢y + 22 <4, 2 +y* + (2 —2)2 < 4

Zavedeme transformaci do cylindrickych souradnic:

T =1TCOoSsp, Yy =rsingp, 2=z

a jakobian této transformace je J = r.

Pro ziskani mezi proménné r si z druhé rovnice vyjadiime z a dosadime do prvni

rovnice. Dostavame tedy:
|z =2 = /4—22—y?

pohybujeme-li se ve spodni polokouli (viz obrazek 5.21), pak

—24+2 = y/4—a%—y?

z = 2—/4—22—y?
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Obrazek 5.21: y? + 22 <4, y? + (2 —2)2 < 4

a po dosazeni cylindrickych soufadnic z = 2 — /4 — r2. Déle feSime rovnici:

P+ (2-Va-r?)? = 4
rPrd—AaVi—r2+4-1 = 4
4—4V/a—r? = 0
VIt =

r| = V3 (podminka pro r je r < 0)

r = V3

Takze pro proménnou r plati 0 < r < /3. Pro proménnou ¢ jsme nedostali zadnou
podminku, tzn. ¢ € (0, 27).

Pro proménnou z ziskdme integra¢ni oblast vyjadienim ze zadanych nerovnic, pfi-
¢emz nesmime zapomenout, ze téleso je soucasti spodni c¢asti druhé koule. Potom

tedy
2— V4 —1r2<z<+V4-—1r2

Vypocet objemu télesa:

21 (V3 4—r2 21 (V3
V = / / / rdz | dr dg0:2/ /(T\/m-r)dr dp =
0 \0 415z 0 \0

Pro prvni ¢ast integralu pouzijeme substituci:

4—r?=t
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—2rdr =dt
Pti pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:
r=0—t=4

r=+v3-t=1

T 2vB] | e 5 10m
3 0 3

Objem télesa je V = 1973,

Poznamka: Tento piiklad miZeme fesit i pomoci posunuti. V nasledujicim piikladu
(5.10) je tento zpusob ukézan. Také jej lez Fesit pomoci transformace do sférickych

soufadnic, viz ptiklad 5.16.

Priklad 5.10 ([4]) Vypoctéte objem télesa urc¢eného nerovnicemi x? + y? + 22 < 4
az? + y* + (2 —2)2 <4

Resent
Teéleso tvori prinik dvou kouli o stejném poloméru, ale s odlisnou polohou stiedi
lezicich na ose z, viz obrazek 5.22.

Zavedeme transformaci do cylindrickych soutadnic:

Obrazek 5.22: 22 + > + 22 <4, 22 + > + (2 —2)2 < 4

T = T COS P, Yy = rsinp, z=w-+1

a jakobian této transformace je J = r.
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Obrazek 5.23: y? + (w+ 1)> <4, y* + (w — 1) < 4

Diky tpravé z-ové souradnice se nam obé kruznice posunuly o jeden dil smérem dolt
po ose z, coz nam umoznuje snadnéjsi avahy pfi feseni prikladu. Navic uvédomime-li
si, ze téleso je symetrické vzhledem k roviné w = 0 (z = 1), sta¢i ndm vypocitat
pouze kulovou vyse¢, lezici nad rovinou w = 0, koule zadané rovnici 22 +y? + 22 = 4.
Vypocitame tak polovinu objemu télesa.

Po dosazeni cylindrickych soufadnic do nerovnice % 4 y? + 22 < 4 ziskdme

2+ (w + 1)° < 4. Kolmym primétem této kulové visece do roviny w = 0 ziskdme
meze pro proménné r a . Jednd se o kruznici, jejiz polomeér ziskdme vyfesenim

rovnice:

P+ (0+1)72 = 4
a odtud

ro= V3.

Nedostali jsme zadné podminky pro proménnou ¢ a zarovén z obrazku 5.22 je na-
prosto jasné, ze pro ni plati 0 < ¢ < 27.

Horni polovina télesa je zdola omezena rovinou w = 0 a shora kouli
w=+v4—r2—1.

Vypocet objemu jedné poloviny télesa:

1 2 (V3 [ Vi-r2-1 2 (V3
§-V = / / / rdw | dr d(p:/ /(r\/4—r2—r>dr dy =
0 \0 0 0 \0

Pro prvni ¢ast integralu pouzijeme substituci:
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4—r2=t
—2rdr = dt
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:
r=0—t=4
r=vV3—>t=1
7 l w_?»r mﬁ’ 1o By b7
= _ — —_ gp = LT = —
J 3], 2|, 6 3
5w 107 :3

Objem télesa je V = % cg =g

Poznamka: Tato tloha je vyfeSena také v prikladech 2.11 a 5.16.

Priklad 5.11 ([10]) Vypo¢téte objem télesa ohrani¢eného plochami z = (z—1)*+4y?
az=2(1-ux).

Reseni
Téleso ohranicuje plocha z = (z —1)? + y? shora je omezeno rovinou z = 2(1—z),
viz obrazek 5.24.

Zavedeme transformaci do cylindrickych souradnic zaroven s posunutim, jehoz smér

Obrazek 5.24: z = (r — 1)? +y* a2z = 2(1 — )

je rovnobézny s osou x:

T =rcosp+1, Yy =rsingp, z2=2z

a jakobian této transformace je J = 1.
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Na obrazku 5.25 vidime, ze integrace podle z probiha od kuzele po rovinu, takze:

(=12 +y" <2< -2(x-1)

r?<z< —2rcos

a odtud ziskdme meze pro proménné r a
r? < rcosy

r < —2cos

a zaroven pro r plati r > 0

0<r< —2cosp.
7 toho vyplyva:
0 < —2cosp

cosp <0

5 —|—2k:7r>.

3
g0€<72T—|-2k7r,7T

Vypocet objemu télesa:

—2cosy [/ —2rcosy
( / ( / rdz) dr) dp =
0 r2
3r

2 —2cos
2 4 ®
l—?)r?’cosgo—il]o dy = -

V:

—2cos ¢
( / (—27“2 cos Y — 7‘3) dr) dp =

0

m\ﬁ\w‘;@
| W~
w\#\w‘?‘, M‘:‘\m‘g‘"

I
w\ﬂ\

4 1 2
cos4cpdcp:3/< +COS go) dp =
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3
(1 + 2 cos 2p + cos? 2@) dp == [go]g

|
| =
M\A\N‘if

3T

3 6

1 71+cosd r 1 sin 4
+/(’0d<,0:+[90+ 90]
3 2
2

Objem télesa je V = Zj°.
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5.3 Vypocet objemu pomoci transformace do sfé-
rickych souradnic

Navod 5.3 () je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Sférické souradnice

jsou ddny predpisem:

xr = rcosgcost
y = rsinpcosy
z = rsind,

kde
r > 0
e € (0,2m)

E<7r7r>
272/

Najdeme ¥ C (0, 00) x (0, 27) x <—g, g> tak, Ze kazdému bodu (r, p,9) € U je timto
predpisem jednoznacné pritazen bod (z,y,z) € Q.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

cospcost —rsingcosty —rcos psiny
J = . . . .2 9
= | sinpcos? rcospcosty —rsinpsing | =717 cosv.

sin 0 7 cos U

Pak objem télesa 2 je dan vzorcem

V = /// r? cos ¥drdpdd.
7
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Priklad 5.12 ([1]) Vypoctéte objem télesa vymezeného plochami 22 + y? + 22 = 1,
22 + Y 4+ 2?2 = dax?+yt=22

Reseni

Téleso je prostor mezi dvémi koulemi omezeny kuzelem, viz obrazek 5.26.

Obrazek 5.26: 22 +y? +22 =1, 22 + 2 + 22 =4, 22 + > = 22

Zavedeme transformaci do sférickych soutradnic:

X = 7rcosycosv,
y = rsinpcosv,
z = rsind

a jakobidn této transformace je J = 72 cos .

Integrace podle proménné r probiha od koule s mensim polomérem,

tj. 22 + y?> 4+ 22 = 1 a po dosazeni sférickych soufadnic » = 1, po kouli s v&tsim
polomérem, tedy 22 + y? + 22 = 4 a po dosazeni novych soufadnic r = 2. Situaci
si mizeme zobrazit fezem télesa rovinou x = 0, viz obrazek 5.27. Z rovnice kuzele

ziskdme meze proménné v:
r? cos® ¥(cos® ¢ +sin® ) = r’sin¥

r?cos’d = r’sin®9
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Obrazek 5.27: y> + 22 = 1, 4> + 22 =4, y*> = 22

pohybujeme se nad rovinou z = 0 a zaroven pro ¢ plati —7 < < 7

cost = sind
pocitame objem télesa leziciho uvnitt kuzele, proto

cos?d < sin?

T s
T okr T
9 € <4+ lm,2>

Pro proménnou ¢ zddnou podminku neméme a také z obrazku je jasné, ze neni nijak
omezend, proto ¢ € (0, 27).

Vypocet objemu télesa:

vV = 7 i(ir%osﬁdr)dﬁ dgp—Zr /glicosﬁrdﬁ dp =

0 \T M I

7 o [ 5 . o .
_ 30/ [ cos v dg0=30/[sin19]1%d¢:3<2_\/§)

r
4

Objem télesa je V =1F (2 — \/§)j3.
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Piiklad 5.13 ([2]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou
(22 + 4% + 22)3 = (22 + 2)%
Resent

Téleso vznikne rotaci smycky kolem osy z, obrazek 5.28.

Obrézek 5.28: (22 + y? + 22)% = (22 + y?)?

Zavedeme transformaci do sférickych souradnic:

X = 7rcosycosv,
y = rsingcosv,
z = rsind

a jakobidn této transformace je J = r? cos?.
Meze pro proménnou ¢ muzeme urc¢it hned z obrazku 5.28, zde vidime, Ze téleso se
rozprostira kolem osy z a také fezem télesa rovinou z = 0 je kruznice s polomérem r.
Proménnou r si vyjadiime z rovnice plochy (22 + y2 + 2?)3 = (2% + »?)? po dosazeni
sférickych souradnic:
7% = (r? cos® ¥)?
r = cos?
pohybujeme se uvnitt plochy, proto

0 <r < cos®d.
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Z podminky pro proménnou r ziskdvame i meze proménné :

0 < cos® ¢

zaroven proménna v je definovana na intervalu <—§, %>, takze dostavame

7
<9< —.
- T2

N\ﬂ

Situaci mtzeme sledovat na obrazku 5.29, jedna se o fez télesa rovinou y = 0.

Vypocet objemu télesa:

Obréazek 5.29: (22 + 22)3 ==z

7’3 cos? 19
l oS 191 dd | de

|
e \w\ﬂ

2m
V=1
0

:30/

Pro integral pouzijeme substituci:

( r? cos ¥dr | dod dgpz/
—z 0

27

1 3
cos’ 9dY | dyp = 5/ (1 — sin? 19) cosdd | dp =
0

—
\w\d

_ _ T
2 2

sint =t
cosvdy = dt

P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:

119



1 35 7] 32 64
= =BT T dp= g =
30/[ 5 7]_1 = 105190 = 105

Objem télesa je V = %153,

Priklad 5.14 Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou

(22 + ¢ + 22)% = 22 + ¢ — 22

Reseni

Téleso vznikne rotaci smycky kolem osy z, obrazek 5.30.

Obrézek 5.30: (22 + y* + 2%)? = 2? + y* — 22

Zavedeme transformaci do sférickych soutadnic:

T = 7rcosycosv,
y = rsinpcost,
z = rsintd

a jakobian této transformace je J = r? cos?.
Rezem télesa rovinou z = 0 ziskdme kruznici s polomérem r, odtud tedy mutzeme

hned urcit meze proménné ¢, tj. 0 < ¢ < 27. Proménnou 7 si vyjadiime z rovnice
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plochy (22 4+ y? + 2%)? = 2? + y? — 2% po dosazeni sférickych soufadnic:
rt =r? (COS2 ¥ — sin’ 19)
r? = cos® 1) — sin® ¥
r = Vcos 2V

pohybujeme se uvnitt plochy, proto

0 <7r <+cos29.
Z podminky pro proménnou r ziskdvame i meze proménné :

0 < Vcos2¥

0 < cos2v

2 € <—g+2kw,g+2kw>
T T

9 € <—4+k‘7r,4+k:7r>.

Smycku si mizeme zobrazit pomoci fezu télesa rovinou y = 0, viz obrazek 5.31.

Obrazek 5.31: (2% + 22)? = 22 — 22

Vypocet objemu télesa:

2 % vV cos 20 2m % 7’3 v/ cos 209
V = / / / r? cos9dr | do dp = / / [3 cos 19] dd | dp =
0 \- 0 0 \-2 0

jus
4
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2 %
1
— §/ / vV cos 21 cos 21 cos ¥d | dp =
0 \-%
1 27 %
- 2 / / \/cos2 9 — sin? ¢ (c052 ¥ — sin? 19) cos¥dd | dyp =

:3/

Pro integral pouzijeme substituci:

1 — 2sin? 19( — 2sin® ) cos ¥dd) | dip =

_ T
4

sind =t
cos¥dy) = dt
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:
g T V2
2
s \/§
V=——t=—
1T
1 2m @ 1 2m g 1
- g/ / VI— 2 (1-2¢) dt dcp:§/ / 2(2—t2)dt dp —
0 7% 0 7§

1 2 g 1 \/§2w 3 1
——/ /2t2 2<—t2)dt dgpz—/ / — —2dt | de —
3 \/ 2 3 \ 2
0 @ 0 V2

[

27 2
2 t /1 1
= \/_/{\/—ﬁjtarcsinﬁt] dy —
3 J 2V 2 4 »

V2
21 3
24/2 1 1
—\/_ —arcsm\/_t—l— 27 — — )= — 2 dyp =
3 8 2 2 vz
o —f
\/§ T 2\/§ s \/57?2
= Y2 T V2 Toro
3 4 3 32 8
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Poznamka: V prikladé fesime integrace funkce f(z) = va? — 22 a funkce
g(z) = r2v/a? — 22. Postup feseni integrace funkce f(z) je ukdzdn v pozndmce na

strand 11. Resen{ integrace funkce g(z) si ukazeme zde:

/mQ\/ a? —22dx =
Pouzijeme substituci:
T =asint
L
t = arcsin —

a
dz = acostdt

= /a3 sin?t\/a? — a?sin® t cos tdt = /a4 sin®tcos’t =

4

4
1
= /%sinQQtdt:%/5(1—cos4t)dt:

4 4 4 4 gin 4t
= &—/1dt—a—/cos4tdt:a—t—a—-sm =
8 8 8 8 4
at x T o N\ g
= garcsma—l—g@x —a)\/a —224+C

Priklad 5.15 ([2]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochou
(22 + % + 2%)? = 2 (2® + ¢?).

Reseni

Téleso zobrazuje obrazek 5.32.

Obrazek 5.32: (22 + y + 22)% = 2 (22 + ?)
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Zavedeme transformaci do sférickych soutadnic:

T = 7rcosycosv,
y = rsinpcosv,
z = rsinv

a jakobidn této transformace je J = r? cos?.
Proménnou r si vyjadifme z rovnice plochy (22 + 3% + 22)* = z (22 + y?) po dosazeni

sférickych soutradnic:

r* = r3cos?¥sindd

r = cos’¥siny
a zaroven plati r > 0

0<r<cos?dsind.

7 podminky pro proménnou r ziskavame i meze proménné 1J:

0 < cos?¥sind
0 < sin?d
navic pro proménnou ¢ plati —5 <4 < 7

79€<0+2k7r,72r+2k:7r>.

Situaci zobrazime fezem télesa rovinou y = 0, viz obrazek 5.33. Zaroven pro promeén-

nou ¢ jsme nedostali Zddné omezujici podminky, takze ¢ € (0, 27).

Vypocet objemu télesa:

us .
2 [ 3 [ cos?¥sind

o [ 5 3
vV = / / / r?cosVdr | dv | dp = / / K), cos ﬁ]gOSQﬁsmﬁdﬂ> dp =
0 0

0 \0 0
1 o [ 5 1 oan [ 5
= 3 / /cos.7 Ysin® 9dv | dp = 3 / /c0s7 ) (1 — cos® 19) sinvdd | dp =
0 \0 0 \0
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Obrézek 5.33: (22 + 22)* = 22 — 22

Pouzijeme substituci:
cost =t
—sinddy = dt
P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:
I=0—-t=1
T
’19 = — t =
2 —
2 0 2
1 1 1 T
= —= tT(1—)dt|dp=—= | —dp = —
30/<1/( >)¢ 3/ 72077 7 60

Objem télesa je V = &j?.
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Priklad 5.16 ([4]) Vypoctéte objem télesa uréeného nerovnicemi

Py + 22 <4dar? + y* + (2 — 2)? < 4

Resent

Téleso tvori prinik dvou kouli o stejném poloméru, ale s odlisnou polohou stiedi
lezicich na ose z, viz obrazek 5.34. Pokud si uvédomime jeho symetri¢nost podle
roviny z = 1, mtizeme objem vypocitat pomoci transformace do sférickych soutadnic.

Zavedeme transformaci do sférickych soutadnic:

Obrazek 5.34: 22 +y> + 22 <4, 2 +y* + (2 —2)* <4

X = 7rcosycosv,
y = rsingcosv,
z = rsind

a jakobian této transformace je J = r? cos 9.

Vypocitame si pouze objem poloviny télesa, ktera lezi nad rovinou z = 1. Znamena
to tedy, Ze pocitame objem kulové vysece. Podstavu tohoto télesa tvori kruznice o
poloméru r. Proto pro proménnou ¢ plati ¢ € (0,27). Integrace podle proménné r
probih4 od roviny z = 1 po kouli zadanou rovnici 22 + y? + 22 = 4. Po dosazeni

sférickych soutadnic vyjadiime dolni mez z rovnice

rsind = 1

1
ro= — pri¢emz musi platit, ze ¥ # 0 + k=
sin )
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Horni mez urcuje rovnice koule:

’ ~ Z s s
navic pro proménnou ¢ plati —5 <4 < 7

Vypocet objemu télesa:

1
5.V —

w5 [ 2 or [ 3 .3 2
/ / / r?cosdr | dv | dy = / / [3 cos v dd | dp =
0 % sir1119 0 % ﬁ

jus
2

27
1 cos v
30/ /(800519— sin319> dd | dp =

us
6

Pro druhou ¢ast integralu pouzijeme substituci:

siny =t
cos¥dy = dt
Pfti pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:
6 2
2
27 2r [ 1
1 jus 1 1 8 1 1 5
= [ [8sind]2 d ——/ /7 avd :_[_} _2
30/[sm]69030 I v=3 %), " 3

Objem télesa je V =22 = 23,

Poznamka:

Tuto tlohu jsme jiz fesili v prikladech 2.11 a 5.10.
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5.4 Vypocet objemu pomoci substituce

Navod 5.4 2 je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Zobecnénd transfor-

mace je dana predpisem:

Najdeme ¥ C R x R x R tak, Ze kaZdému bodu (u,v,w) € U je timto predpisem
jednoznacné pritazen bod (x,y,z) € Q, pricemZ funkce g, h, j a jejich parcidlni
derivace jsou v ¥ spojite.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

99 989 99
ou Ov Ow
= Oh  Oh  Oh
J ou Ov Ow 7£ 0.
9j 06i 0j
ou Ov Ow

Pak objem telesa ) je ddn vzorcem

V= ///|J|dudvdw,
v

kde |.J| je absolutni hodnota Jakobia determinantu (tzv. Jakobian).
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Priklad 5.17 ([3]) Vypoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami z = z? + 32,
=2+, xy=1, 2y =2, 2 =2y ay = 2z.

Resent
Téleso je ohranic¢eno Sesti plochami a pfi vykresleni je situace velmi neptehledna,
viz obrazek 5.35. Zvolenim vhodné substituce si situaci pro vypocet vytvorime mno-

hem prehlednéjsi.

Obréazek 5.35: z =22 + 32, 2 =222 + ), oy =1, 2y =2, v =2y, y = 27

Zavedeme substituci:

u = xy
Yy
U f— J—
x
wo o= z.

Abychom vypocitali jakobian této substituce, musime si vyjadfit proménné z, y a z:

8
I
S
ST

129



Vypocet jakobianu:

1 _ YJu 0
2y/uv 2Vv3 1
_| v v _
J 2\/u 20 0 2 70
0 0 1

, 2 2
Obrézek 5.36: w = 4= 7 = 2UWEW 1y =] u =2, v =3, 0 =2

Po dosazeni substituce do ptvodnich rovnic ziskdme intervaly pro nové proménné

(situaci mzeme sledovat na obrézku 5.36):

u € (1,2)

w € ,
v v
Vypocet objemu télesa:
o [ o [ 2l 5 [ o
1 u + uv?
Vo= / / / oodw | dv du:/ / i dv | du =
2v 202
1 % utuv? 1 %

rouw w2 ; u 9
= /—-1—] du:/<2u—>du: w - —| ==
L 2v 2 11 2 4 4
1 2 1 d1
Objem télesa je V = 2j3.
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Kapitola 6

Trojny integral - vypocet

hmotnosti

6.1 Vypocet hmotnosti bez uziti transformace

Navod 6.1 () je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Jestlize 2 ma hustotu

o(x,y,z) v bodé [x,y, 2|, pak je hmotnost télesa Q) dana vzorcem

m = ///J(x,y,z)da:dydz.

Dad-li se mnozina 2 napsat pomoci intervali s promeénlivou spojitou mezi,

napt. Q = {[v,y,2];x € (a,b) ,y € (g9(x), h(x)) 2z € (k(x,y),l(z,y))},

potom

b [ h(z) [ (=zy)
m = ///a(:c,y, z)dzdydz :/ (g/ (k/ o(z,vy, z)dz) dy) dx.
Q (z,y)

a (z) z,y
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Piiklad 6.1 ([2]) Urcete hmotnost jehlanu ohrani¢eného rovinami x +y + z = a,
xr =0,y =0, z =0, je-li hustota v libovolném bodu télesa pfimo tmérna prvni
soufadnici tohoto bodu.

Resend

Jehlan je umistén v pocatku souradnicového systému, viz obrazek 6.1.

Skl

Obrazek 6.1: v 4+y+2=a,2=0,y=0,2=0

Stanovime si funkci hustoty o(z,y, z) jehlanu. Zvolime-li si libovolny bod
A = [z, y, z|, leZici na nebo uvnitf télesa, pak funkce hustoty je pfimo timérna
prvni soufadnici tohoto bodu, takze o(z,y, 2) = kz, kde k je koeficient pfimé tmér-
nosti.
Meze proménnych x, y jsou urc¢eny trojuihelnikovou podstavou jehlanu. Za konstantni
meze zvolime meze proménné z, pak 0 < x < a. Meze proménné y jsou tedy
0 < y < a — ux. Integrace dle proménné z probiha od roviny z = 0 po ro-
vinuz=a—2—9,t.0 < 2 < a —z — y.
Vypocet hmotnosti télesa:

m = /(/(_/_yk:xdz) dy) dx:kj(c;/xx(a—x—y)dy) dz =

0 0

— k:/axl(a—x)y—y;}:_xdx:ko/;(a—xfdx:

Hmotnost jehlanu je m = o'k
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6.2 Vypocet hmotnosti pomoci transformace do
cylindrickych souradnic

Navod 6.2 () je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Cylindrické sourad-

nice jsou dany predpisem:

T = Trcosy
Yy = rsingp
z = z

kde
r > 0,
v € (0,2m).

Najdeme U C (0,00) x (0,27) x R tak, Ze kaZdému bodu (r,p,z) € U je timto
predpisem jednoznacné pritazen bod (x,vy,z) € .

Jakobituv determinant této transformace md tvar

cosp —rsing 0
J = |sing rcosp 0|=r

0 0 1

Pak hmotnost télesa 2, které ma hustotu o(x,y,z) v bodé [z,vy, 2], je dina vzorcem

m = /// o(rcos,rsing, z)rdzdrde.
T
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Piiklad 6.2 ([2]) Urcete hmotnost piimého rota¢niho valce s polomérem podstavy
R, vyskou h, je-li hustota v jeho libovolném bodé piimo tmérnd druhé mocniné

vzdalenosti tohoto bodu od stiedu zakladny véalce.
Resent
Valec umistime tak, aby stfed podstavy lezel v poc¢atku souradnicového systému,

viz obrazek 6.3.

Obrazek 6.2: Valec s polomérem podstavy R a vyskou h

Zvolime-li si libovolny bod A = [z, y, z] valce, pficemz —R < 2 < R,
—VR?—22 < y < VR?2—22a 0 < z < h, pak jeho vzdélenost od stiedu
zékladny valce je rovna /22 + y? + 22. Hustota v libovolném bodé valce je piimo
umeérna druhé mocniné vzdalenosti tohoto bodu od stiedu zékladny valce, takze jeji
funkéni predpis je
o(z,y,z) =k (22 + y* + 2?), kde k je koeficient pfimé tméry.

Zavedeme transformaci do cylindrickych souradnic:

T = 1TCOoSp, Yy =rsingp, 2=z

a jakobian této transformace je J = r.

Po dosazeni cylindrickych souradnic do funkéniho pfedpisu hustoty ziskavame
o(r,p,z) = k(r* + 2%). Meze pro proménné r a ¢ uréime z podstavy vélce, coZ

je kruznice s polomérem R. Odtud tedy 0 < r < R a 0 < ¢ < 27. Vélec je zdola
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omezen rovinou z = 0 a shora rovinou z = h, takze 0 < z < h.

Vypocet hmotnosti télesa:
R 2T h R o rzg W

" /(/ (/k”"(r?“?)dZ) dw) drzk/(/ [TSH«‘S] dgo) dr =
0 0 0o \0 0

0
2

R R 9
5 rh? B hrt r?h3T knR*h 9 9
k0/<0/<hr +3>dg0>dr—2k7r[4+ | =T (3R 2w

0

Hmotnost télesa je m = 721 (3R2 4 242),

Priklad 6.3 ([2]) Urcete hmotnost valce s polomérem podstavy R a vyskou h,
jestlize hustota v bodé M valce je primo timérné vzdalenosti bodu M od horni pod-

stavy a je rovna 1 na dolni podstavé.
Resend
Vélec umistime tak, aby stfed podstavy lezel v poc¢atku souradnicového systému,

viz obrazek 6.3.

Obrazek 6.3: Valec s polomérem podstavy R a vyskou h

Resime hmotnost totozného télesa s télesem v piedchozim piikladé (6.2). Opét
mame valec, jehoz podstavou je kruznice s polomérem R a jeho vyska je h. Zavedeme

transformaci do cylindrickych soufadnic:

T = TCOS P, Yy = rsinp, z=2z

a jakobian této transformace je J = r.
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Meze pro proménné nam zustavaji stejné:

0<r<R,

0<¢<2m,

Nyni musime stanovit funkci hustoty o(z,y, z). Vzdalenost bodu M = [z,y, z] od
horni podstavy je rovna h—z, pak hustota v tomto bodé je rovna o(z,y, z) = k(h—2).
Navic vime, ze na dolni podstavé je rovna 1. To znamena, ze pokud bod M bude
lezet v dolni podstavé, hustota bude rovna k(h — 0) a zaroven jedné. Odtud muzeme

vyjadrit koeficient tmeérnosti k:

kE(h—0) = 1
1
k= —.
h
Funkéni ptredpis hustoty je tedy o(r, ¢, z) = %(h —2)

Vypocet hmotnosti valce:

S T T Py =

0 0

R /2w R
hr . 17 hr R?
= /(O/<hr—2>dgo)dr—hﬂ[r—21 =

0

hmR?

Hmotnost valce je m = 5
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Piiklad 6.4 ([2]) Urcete hmotnost homogenniho télesa, které je vytvofeno ¢asti
vnittku valcové plochy 22 4 y? = 2z lezici mezi plochou 224 y? = 2z a rovinou z = 0.
Resent

Téleso je valec, jehoz osa je rovnobézna s osou z, zdola je omezen rovinou z = 0

a shora ¢asti paraboloidu 2 + 3% = 2z, viz obrazek 6.4.

Obréazek 6.4: 22 +y?> =2z, 2> + 3> =22, 2 =0

Zavedeme transformaci do cylindrickych souradnic:
T = 1Cos, y = rsing, z=2z
a jakobian této transformace je J = r.
Podstavou télesa je kruznice s polomérem 1 a stfedem v bodé S = [1,0,0]. Promén-

nou r vyjadiime tedy z rovnice valce:

r? = 2rcosy

r = 2cosp
pohybujeme se uvnitt kruznice a zaroven plati » > 0, takze ziskdvame
0<r<2cosp.
Z podminky pro proménnou 7 si vyjadiime meze proménné (:
2cosp > 0

cosp > 0

p € <—g+2k:7r,g+2k‘7r>.
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Integrace podle proménné z probiha od roviny z = 0 do plochy 2% + 3? = 2z. Po
dosazeni cylindrickych soutadnic ziskdme:

7"2

0<2< —.
S22 > 5

Jedné se o homogenni téleso, proto funkéni predpis hustoty je o(r, ¢, z) = k, kde k

je konstanta.

Vypocet hmotnosti télesa:

-2
2cosp [ T

bl
m = / / /krdz dr |dp =k
0

% 2cosg0T3 %
/ ( / 2d?") dp =2k / cos* pdy =
0 -3 N0 3

INE]

2
(1 + 2cos 2¢ + cos? 2@) dp =

I
N
\M\:l

_r
2

k z s §1+cos47r
. _ 2 3 2 —
= 5 |l +sin2plfs + [ T | =

-3

1 +1[ +sin4<p]§ 3
= —_ ﬂ' —_ [ —

2\" 2" T ) T

3

Hmotnost télesa je m = <.
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6.3 Vypocet hmotnosti pomoci transformace do
sférickych souradnic

Navod 6.3 () je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Sférické souradnice

jsou ddny predpisem:

xr = rcosgcost
y = rsinpcosy
z = rsind,

kde
r > 0
e € (0,2m)

E<7r7r>
272/

Najdeme ¥ C (0, 00) x (0, 27) x <—g, g> tak, Ze kazdému bodu (r, p,9) € U je timto

predpisem jednoznacné pritazen bod (z,y,z) € Q.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

cospcost —rsingcosty —rcos psiny
J = . . . .2 9
= | sinpcos? rcospcosty —rsinpsing | =717 cosv.

sin 0 7 cos U

Pak hmotnost télesa 2, které md hustotu o(x,y,z) v bodé [z,vy, 2], je ddna vzorcem

m = ///a(r cos @ cos ¥, rsin o cos ¥, r sin ¥)r? cos Ydrdddep.
T
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Piiklad 6.5 ([2]) Urcete hmotnost koule s polomérem R, je-li jeji hustota pfimo
umérna treti mocniné vzdalenosti od jejiho stfedu a v jednotkové vzdélenosti je

rovna .

Reseni

Stied koule umistime do poc¢atku souradnicového systému, viz obrazek 6.5.

Obrazek 6.5: Koule s polomérem R

Zavedeme transformaci do sférickych soutadnic:

T = 7rcosycos,
y = rsingcos,
z = rsind

a jakobidn této transformace je J = % cos .

Stanovime funkci hustoty o(z,y, z) koule. Je-li bod A=[x,y,z] libovolnym bodem
koule, pii¢emz —R <z < R, —vVR2—22 < y < VR?—212 a

—VR?2 — 22— 9?2 < z < VR?Z — 22 — 42, je jeho vzdalenost od stiedu koule rovna
V2% + y? + 22. Funkce hustoty je tedy rovna o(x,y,2) = k (\/m)g Navic

vime, Ze pokud je vzdélenost tohoto bodu rovna 1, pak o(z,y, z) = 7. Odsud mizeme
vyjadrit koeficient pfimé tmeéry:
3
o(z,y,2) = k (\/ﬂf2 +y? + 22>
v = 1k
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k=~

Z toho vyplyva, ze funkce hustoty po dosazeni sférickych souradnic je rovna
o(z,y,z) = rs.

Rezem télesa rovinou z = 0 je kruznice s polomérem R, odtud tedy 0 < r < R a
0 < ¢ < 2m. Zaroven pro proménnou ¥ nemame zadné omezujici podminky, takze
—<9<s

Vypocet hmotnosti koule:

R [ 27

o= (]

o \o \'z 0
2ym RS
3

\MI:

R /2w R
yr® cos¥dd | de | dr = 27/ (/ r5d<p) dr = 477r/7°5d7“
0

0

2ym RS

Vypocet hmotnosti m = =15

Piiklad 6.6 ([2]) Urcete hmotnost kulové vrstvy mezi kulovymi plochami
22 +y? + 22 =1a 2%+ y? + 22 = 4, je-li hustota v libovolném jejim bodé nepiimo

umérnd vzdalenosti bodu od pocatku souradného systému.

Reseni

Stredy obou ploch lezi v pocatku soufadného systému, viz obrazek 6.6.

Obrazek 6.6: 22 +y?> + 22 =1laa®> +y> + 22 =4

Vzdalenost libovolného bodu A = [z, ¥, z], lezici v prostoru mezi obémi koulemi, od
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stfedu kulovych ploch je rovnay/z? + y? + 22. Pak hustota vysece je
k

o(z,y,2z) = V2

Zavedeme transformaci do sférickych soutadnic:

T = 7rcosycosv,
y = rsingcos,
z = rsind

a jakobian této transformace je J = r%cos?.

Po dosazeni sférickych souradnic do funkéniho predpisu hustoty je hustota
o(r,e,v) = % Integrace podle proménné r probihd od kruznice s polomérem 1
po kruznici s polomérem 2, odtud 1 < r < 2. Meze proménnych ¢ a 19 nejsou nijak

omezeny, a proto pro né plati:

e € (0,2m)
c T 7T>
272
Vypocet hmotnosti vysece:
2m % 2 3k 21 %
m = / / (/k;rcosﬁdr) dy | dyp = ?/ /Cosﬁdﬁ dp =
0 \Jz \1 0 \Uz

2m
= 32k/2dg0:6k7r
0

Hmotnost télesa je m = 6km.
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Kapitola 7

Trojny integral - vypocet

v o

souradnic tézisteée

7.1 Vypocet souradnic tézisté bez uziti transfor-
mace

Navod 7.1 Q) je omezend a uzaviend mnoZina v prostoru xyz. Jsou-li xo, Yo a 2o

soutadnice teziste télesa S, je-li navic o(x,y, z) jeho hustota a m hmotnost, pak plati:

1
Tg = —///a(m,y,z)-xdxdydz
m
)
1
yo = — [[] o(z,y,2) ydedydz
m
Q
1
20 = — o(x,y,2) - zdedydz
e

Dad-li se mnozina £ napsat pomoct intervali s promenlivou spojitou mezi,

napr. Q = {[z,y];z € (a,b) ,y € (g(z), h(x)),y € (k(z,y),l(z,y))},

potom

b [ h(z) [l
ry = nll///a(:c,y,z)wdxdydz/(g/ (
Q (

(z,y)
a \g(z) Y)

/ o(z,y,2) ~xdz) dy) dz

T
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Yo

20

L fffeten
L fffeten

b [ h(z)
-ydaxdydz = /

@ \g(z)

b [ h(z)
- zdzedydz = /

@ \g(z)

144

l(z,y)

\@(mvy)

l(z,y)

\k()

/ o(x,y,z) -ydz) dy

/ o(z,y,z) - zdz) dy

dx

dz.



Piiklad 7.1 ([4]) Vypoctéte soufadnice tézisté T télesa, je-li o(x,y, z) = k hustota.
Téleso T je urcené nerovnicemi z > 0, y > 422 a z < 424

Resent
Téleso je tvotfeno parabolickou plochou y = 42? a shora omezeno rovinou z =

viz obrazek 7.1.

Obrézek 7.1: 2 >0, y > 422, 2 < ¥

Rezem télesa rovinou z = 0 vznikne parabola y = 422 vytatd pfimkou y = 4.
Odtud ziskdme meze proménnych x a y. Meze proménné x jsou x-ové soutfadnice

prusecikti piimky s parabolou, tj. + = —1 a = 1. Pak meze proménné y jsou

y = 422 a y = 4. Integrace proménné z probihd od roviny z = 0 po rovinu z = 4_73’.

Vv

2

1( 1 [ L4, L 4
m = / / /k‘dz dy da::k/ /de dx:/[ély—y] dr =
0 -1 2 271 2 Ly

—1 4.’172 .Z2
ot r 23 1624 64k
=8k/ - - de =8k |= — = _ O
( =+ ) ’ [2 373 ]1 15
Vypocet z-ové souradnice tézisteé:
1 4 [ 4
15 15
T kadz | dy | d / 4—y)dy | de =
o 64k:/ / / FEY T 108, (4 z(4-y) y) ’
—1 4‘,1:2 0 1‘2
1 - 4 1
15 x> 15 5 s
= 58 _4xy—2]4x2d1':16/(x—2x +x)dx:
15 x2 x? N 267" 0
1602 2 6],
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Vv

1 a [ 1/ 4
15 15
yr = GT/I / /k;ydz dy) dx—ﬁg_l (4/y(4—y)dy) dr =
1 -

1
15 b 15 [ (1 226
= = [l2p2-L :_/__4_ _
12/ Y 31 4= (3 vy
1 4z —1
15 [x 2® 27 12
4 13 5 21, 7
Vypocet z-ové souradnice tézisté:
1 4 [ 1/ 4
15 15
27 o / / /kzdz dy | dz 51 (4/(6 8y+y)dy) dx
—1 \4z2 0 -1 22
1
15 b 15 (1 6
= — [ |16y — 4y? d:—/——24—d=
12_/ Y Y-+ ]4952 T 8_1 (3 Tt +x 6 T

Obrézek 7.2: Tézisté télesa

146



Priklad 7.2 ([4]) Vypoctéte soutadnice tézisté T télesa, je-li o(x,y, z) = k hustota.
Téleso je uréené nerovnicemi 0 <y <1a 0 <z <y? — 22
Resent

Téleso je ¢ast hyperbolického paraboloidu, ktera lezi nad rovinami z = 0 a y = 0,

a je ohranicena rovinou y = 1, viz obrazek 7.3.

Obrazek 7.3: 0 <y <1a0<z<y?— 22

Meze pro proménné y a z jsou jiz zadany v zadani. Meze proménné x zjistime
pomoci fezu télesa rovinou z = 0, coz znamen4, ze fesime rovnici 0 = y? — 2? a odtud
dostavame z = —y a x = y.

Vypocet hmotnosti télesa:

1 Yy y2—a:2 1 Yy 143 1
m = / / / kdz | dz dy:k/ /(yZ—xz)dx dy:k/?dy:?c
0 —y 0 0 —Yy 0

Vv

y y2_$2

1 i
/ / kxdz | dx | dy = 3/ / (:Uy2 — 3:3) dz | dy =
0 0 —y

Y

1
/
Lr 2 9 47Y
%y x
_ T Qu=
/[2 4]y0
0 y

rr =

3
k

I
w

Vv

y [ y?—a?

/ / kydz | dx

[
/

0
379 1
Yz 4
] et ot
—y 5

yr = 2 (v* - 2%y)dz | dy =

o

<

I

w
o
|
e T~

= 3



Obrazek 7.4: Téziste télesa

Vv

nicené plochami y = /z, y =2/, z=0ax + 2 = 6.

Resent
Téleso je ohranic¢eno plochami y = \/x, y = 2/, zdola je omezeno rovinou z = 0

a shora rovinou z + 2z = 6 viz obrazek 7.5.

Obrazek 7.5: y = /2,y =2/r,2=0,2+2=6
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Obrazek 7.6: y = /x,y =2/, 2=0,2 =06

Rezem télesa rovinou z = 0 ziskdme meze proménnych = a y. Z obrazku 7.6 je patrné,
ze meze pro proménnou x jsou x = 0 a x = 6. Integrace podle y probiha od kiivky
y = /z po kiivku y = 21/x. Téleso je omezené zdola rovinou z = 0, tj. dolni mez, a
shora rovinou z = 6 — x, to je horni mez.

Vypocet hmotnosti télesa:

3
I

|
=~ O\@
O\m
~—~
(@)
B
|
&

B
N—
o
&

I
o
——
W
&

Njw
|
[N}
8
i
| I
[N
|
[N
08)
2
ol

5 6 [ 2VT /6—z 5 6 [2Vz
rp = / / (/ kxdz) dy | dz = 7/ / (61: . x2) dy | dz =
48+/6k b\ \s 48+/6 v
5 7 5 (1208 225 10 18
= —_ [ (6 — 22 do = = ==
48 60/(‘%‘/5 oVa) do 48\/6[5 7 L 7

5 6 [2Vz /62 5 6 [2Vx
_ kydz | dy | de = —2— /6 ~ ) dy | dz =
yr 48%1{;/ /(/y)y 15V / f(y y) dy
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Vypocet z-ové souradnice tézisté télesa:

5 6 [2vVZ /6—x
r = / / (/kzdz) dy | dx =
48V/6k 7\
5 6 [ 2z
= —/ /(36—12x+x2>dy dx
96v/6 pa
o
0

6
I 2423 +2x% 12
= — T2 — -
961/6 5 T, T
R < : _ [18 15v6 12
Teézistém télesa je bod T = {7, T 7}.

Obrazek 7.7: Tézisté télesa
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b4 ,

7.2 Vypocet souradnic tézisté pomoci transformace
do cylindrickych souradnic

Navod 7.2 ) je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Cylindrické sourad-

nice jsou dany predpisem:

T = Trcosy
Yy = rsingp
z = z

kde
r > 0,
v € (0,2m).

Najdeme U C (0,00) x (0,27) x R tak, Ze kaZdému bodu (r,p,z) € U je timto
predpisem jednoznacné pritazen bod (x,vy,z) € .

Jakobituv determinant této transformace md tvar

cosp —rsing 0
J = |sing rcosp 0|=r

0 0 1

Pak soutadnice tézisté télesa ), je-li o(z,y, z) jeho hustota a m jeho hmotnost, jsou

ddany vzorci

1 . 2

Ty = — /// o(rcos p, rsing, z)r” cos pdzdrde
mIly
1

v = — /// o(r cos @, rsin p, 2)r? sin pdzdrdy
m

T

1
20 = —/// o(rcosp, rsing, z)zrdzdrde.
m JJ.
¥
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Priklad 7.4 ([4]) Vypoctéte soutadnice tézisté T télesa, je-li o(x,y, z) = k hustota.

Téleso je urcené nerovnicemi z < 4 a z > 4 (:1:2 + y2).

Resent

Téleso je rotacni paraboloid shora omezeny rovinou z = 4, viz obrazek 7.8.

——

D
gD
=
L
Gty
e

%

15 10 "1 s
X ¢

Obrazek 7.8: 2 < 4, z > 4 (2% + 3?)

Zavedeme transformaci do cylindrickych soutadnic:

T = T COS P, Yy =rsinp, z2=2z

a jakobian této transformace je J = r.

Meze pro proménnou z jsou patrné ze zadani a po zavedeni transformace je tedy

41?2 < z < 4. Odtud zjistime meze pro proménnou 7

472

VAN
W

7‘2

IA
—

zaroven pro r plati r > 0

r

IA
—

Neméme Zadnou podminku pro proménnou ¢ a i z obrazku je patrné, ze ¢ € (0, 27).

Vypocet hmotnosti télesa:

— 7(/1 (4/4/@7»012) dr) dcp:k:Zr(O/l4(T—7‘3)dT) dep =

0 0 r2

2r 2 At
- 4k/ [2 - 1 dg = k[]2™ = 2kn
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Vypocet z-ové souradnice tézisté télesa:

rr =

Yyr =

1 2 1
w ] |/
0 0

4 1 /2
1
kr?cosdz | dr | dp = — / /4 (7“2 — 7"4) cos pdp
/, 27 ,

0

1

2 2 4 : 27

— — dr =
0/(7’ r ) [sm QD]O r 0

1 21 1
min ) |/
0 0

4 Y&
kr?sinpdz | dr | dp = —/ /4 (
/) 2m ;

Vv

1
2 2 4 27

— — - dr=0
7T0/(7’ 7’)[ cos |, dr

Vypocet z-ové souradnice tézisté télesa:

ZT

_ 2’”07 ( 0/1 (4 mdz> dr) 0/1 (78 (r=r")de
l

2]=

w| co

Obrézek 7.9: Tézisté télesa
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hustotou ohrani¢eného plochami z =1 — /2?2 +y? a z = 0.
Reseni

Téleso je kuzel zdola omezeny rovinou z = 0, viz obrazek 7.10.

Obrazek 7.10: z=1— /2?2 + 92, 2 =0

Zavedeme transformaci do cylindrickych soutadnic:

T = TCOS Y, Yy = rsinp, z2=2z

a jakobian této transformace je J = r.

Rezem télesa rovinou z = 0 ziskdme meze proménnych r a ¢. Jedna se o kruznici
s polomérem 1j. Odtud dostavame 0 < r <1 a 0 < ¢ < 27. Integrace dle proménné
z probih4 od roviny z = 0 po kuzelovou plochu z = 1—+/22 + 32, po dosazeni novych
soufadnic z =1 — 7.

Vypocet hmotnosti télesa:

m = Of(g/(0/_T1-rdz)dr)dcp:0/7r<o/(r—r2)dr)dgozo/ﬂ[7;—T;}Odwz
~ gl =12

Vv

27 1 1—r 1 27
Ty = 3/(/(/7“200890012) d?“) dg0=3/(/(7“2—7“3>00390d90) dr =
7r0 7T0

0 0 0

1
3 2 3 : 2
7T0/(7’ r ) [sin p]y" dr
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Vv

2w 1 1—r 1 T
yr = 3 (/(/r smcpdz) ) 3/(/7’—7’ smcpd(,p)dr:
7 T

0 0

Vypocet z-ové souradnice tézisté télesa:

= i7(/1 (1/_Trzdz) dr) d¢:237TO/1 (Z(T—%Q—i—r?’) dgo) dr =

0 0 0
_3T2 2r3+r41_1
o2 3 4, 4

Tézistém télesa je bod T' = {0, 0, ﬂ

Obréazek 7.11: Téziste télesa
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7.3 Vypocet souradnic tézisté pomoci transformace
do sférickych souradnic

Navod 7.3 () je omezend a uzaviend mnozina v prostoru xyz. Sférické souradnice

jsou ddny predpisem:

xr = rcosgcost
y = rsinpcosy
z = rsind,

kde
r > 0
e € (0,2m)

E<7r7r>
272/

Najdeme ¥ C (0, 00) x (0, 27) x <—g, g> tak, Ze kazdému bodu (r, p,9) € U je timto

predpisem jednoznacné pritazen bod (z,y,z) € Q.

Jakobiiv determinant této transformace md tvar

cospcost —rsingcosty —rcos psiny
J = . . . .2 9
= | sinpcos? rcospcosty —rsinpsing | =717 cosv.

sin 0 7 cos U

Pak soutadnice téziste télesa U, je-li o(z,y, z) jeho hustota a m jeho hmotnost, jsou

ddny vzorci

1 . . 3 2

Tg = — /// o(r cos ¢ cosd, rsin @ cos ¥, rsin ¥)r° cos ¢ cos” Ydrddde
g
1

v = — /// o(r cos p cos ¥, rsin  cos U, r sin ¥)r? sin ¢ cos® Ydrdidy
m

Q

1
20 = —///a(rcosgocosq?,rsingpcosﬁ,rsinﬁ)r3sim?cosﬁdrdq?dgp
m
)
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Vv

hustotou uréeného nerovnicemi 2 + 2 + 22 < 9 a z > /22 + 2.

Resend
Téleso tvori prinik koule, kterd ma polomér 3j a stfed v souradnicovém pocatku,

s kuzelem, viz obrazek 7.12.

Obrézek 7.12: 2% + y? + 22 <9, z > /22 + 32

Zavedeme transformaci do sférickyjch soutadnic:

T = 7rcosycosv,
y = rsinpcosv,
z = rsind

a jakobidn této transformace je J = 72 cos .
Polomér kulové plochy ndm udéva horni mez proménné r, odtud 0 < r < 3. Meze

proménné 1) ziskdme z nerovnice z > /1?2 + y?:

r’sin®9 > r?cos®

sin?9 > cos? v
T

zaroven pro proménnou ¢ plati ¢ € <—§, §>

v

vV
T
N
(ORI
~_—
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Pro proménnou ¢ nemame zadné podminky a proto ¢ € (0, 27).

Vypocet hmotnosti télesa:

us
27 2

3 2n [ 3
m = / / (/1-T2COS’19C1T) dd | de :/ /9c0819d19 dp = 187 [sin 9]
0 0 %

ENEIVE]

™

rr =

3
( / 73 cos  cos? ﬂdr) dd | dp =

0

S— ., Ma\w‘

7 cos? 9 [sin @] dr) dd =0

Vypocet y-ové souradnice tézisté télesa:

2r (5 /3
yr = 97r(2—\/§)/ /(/7’3Sing0cos219dr)d19 dp =

0 T 0

|
—_
\w:‘

5 /3
_— 3 cos? ¥ [— cos ]2 dr | d0 =0
o (2 va) / </ [~ oosel

4

Vypocet z-ové souradnice tézisté télesa:

2m 2 3
SoTAVAVAE
r = ———— r?sind cosddr | did | dp =
g 9#(2—\/5)0 ( )

0

sin¥ cosvdd | dp =

Mﬂ\w‘:‘ Mﬂ\w 5

9 2T
N 47r(2—\/§)0/

Pouzijeme substituci:
sind =t
cos¥dy) = dt

Pr1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:

i Trel 9
- weal [ me e

2



Tézistém télesa je bod T = {O, 0, 8(2—9\/55].

Obrazek 7.13: Tézisteé télesa
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Priklad 7.7 (]2]) Najdéte soutadnice tézisté koule 22 +y* + 2% < 2z, jestlize hustota

je v libovolném bodé koule nepfimo timérna vzdalenosti bodu od pocatku soutradnic,
k

Resent

Vv

obrazek 7.14.

Obréazek 7.14: Koule s polomérem 1j a stiedem S=[0,0,1]

Zavedeme transformaci do sférickych soutadnic:

T = 7rcosycosv,
y = rsingcosd,
z = rsintd

a jakobidn této transformace je J = r? cos 9.
Z nerovnice 2% + y* + (z — 1)> < 1, po dosazeni sférickjch soufadnic, ziskdme meze

promeénné r:

r?cos? + (rsind — 1) < 1
r2 —2rsing < 0
r(r—2sind) < 0
nezapominame na podminku r > 0
r < 2sind
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Pak meze pro proménnou ¢ zjistime z nerovnice:

2sin v

Y
o

sind > 0

vew . , T
pri¢emz pro proménnou ¢ plati ¢ € <—2, 2>

T
19 _
< <0’2>

Pro proménnou ¢ plati ¢ € (0,27). A funkéni predpis hustoty po dosazeni sférickych

soufadnic je tedy roven o = %

Vypocet hmotnosti koule:

o [ 5 2sind ) 2r [ 5 (272500
m = / /( / —r? cosﬁdr) dd | dp = k:/ /[2] cosdv | dp =
o \o Vo " 0 \0 0

27 %
= Zk/ /sinQﬂcosﬁdﬁ dp =
0 \0

Pouzijeme substituci:
siny =t
cos ¥dd = dt

Pr1i pouziti substituce musime zménit meze nové promeénné, tedy:
9=0—1t=0

9=" =1
2

2T 1
2 4
— 2k:/ /ﬁdt dp = 2p e — AkT
/\J 3 3

Vv

3 2r [ 5 /2sin® I
Tr = —/ / / =3 cospcosvdr | dv | dp =
4k ;o

0 \0
g 3 /3] 2sin0 9 3

= — / / — cos pcos¥dd | dp = — / [sin 90](2)7r sin® ¥ cos ¥dY = 0
4 31 T

0 0

vy

3 on [ 5 /2 sinﬂk
yr = — / / / —r3sinpcos¥dr | dv | dp =
4km / r

0 0
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3 2 [ 3 3725 5 z
= */ /[] sin p cos¥dv | dp = 7/[_COS90](2)ﬂSiH319COS’(9d19:()
47r0 3 0 ey

Vypocet z-ové souradnice tézisté télesa:

3 27 % QSinﬂk
r = / /(/ 7“3sin1900319d7“) dd | dp =

4km r
0 \0 0
o [ 5 372sind 2r [ 3
3 T . 1 4
_ 7/ / r sin 9 cos 9 d(p:—/ /ssm 9 cos 90 | dp =
47TO J 310 470 5

Pouzijeme substituci:
sind =t
cosvdy = dt

P1i pouziti substituce musime zménit meze nové proménné, tedy:

9=0—t=0
19:%—%:1
27 1
2 2 . 4
= = thdt | dp = — [p]s" = =
w/(/ )“0 5 P =3
0 0
Tézistém télesa je bod T' = [0,0, 2.

Obréazek 7.15: TéZiste télesa
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