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Nutnou podminkou k ucasti na zkousSce je odevzdani domaci
prace (vypracovani zadanych iloh). Z kazdé kapitoly uéebnich
textt (kromé kapitoly ” Aplikace” ) je nutno vypracovat 2
priklady, z kapitoly ” Aplikace” 1 pfriklad na kazdy vzorecek.

Zkouska se sklada z tstni a pisemné casti.



Neurcity integral

V celé kapitole je c € R takzvand integra¢ni konstanta.

F'(x) = f(z) pro z € (a,b),

pak /f(a:) dz = F(z) + ¢ na intervalu (a,b)

+1

+1

z% dx =

+c¢ pro a # —1
e dr=¢€e"+c¢
cosx dr =sinx + ¢

dm—tgw+c

dz = —cotgx + ¢

/
/
/
=

/(a-f(:c)+b'g(:c)) d:c:a~/f(a:) dx—l—b~/g(:c) dz

pro a,b € R, pokud existuji integraly vpravo

Spoctéte integraly (bez pouziti per partes a substituce):

1)/m5dm 2)/4m3dm 3)/% dx

4)/%@: 5)/%@ 6)/\/5da:
7)/5/50195 8) \;Edm 9)/m-3/5dm

10) [ 2? -z dz 11) /ﬁ dx 12) 325 dx

13) / Sw(2? — 1) da 14) / 22(3 — z) da 15) / v ;f”Q dz
16) /11:3@2 dz 17) /(m2—3x) dz 18) /mziiﬁ_‘l dz
19) /(1;x)2 d 20) /(1:;\/?2 d 21 /sml% d

4 — 2cos®
22) /(BSin:c—2cos:U) dz 23) /# dz
cos? x



Vysledky: )—+c:UER2):c4+c:UER3) gz e x#0;4) —55 +c,
T #0; 5)ln|\+c:c7é0 6) 2va? +c:1:>0 7)5\/ +c, x €R; 8)3\/ + ¢,

:c;éog)% Yz 4, x € R; 10) 223 - /x4 ¢, z > 0; 11) \/_+c:c>0
12) — \3/_2+c:1:7é0 13)T——+c:c€R 14)3:82——+c:c6R
15)%—4m+c,m750; 16) — 51z + In |z + ¢, z # 0; 17)—5——+3m +ec,zeR;

18)§—x—|—c,m7é—4; 19) =2 —2Injz|+z +c, z #0; 20) 2zyz — 4\/_—\/54—0,
x > 0;21) —cotgx + ¢, x # km; 22) —3cosx —2sinz + ¢, x € R; 23) dtgx — 2x + ¢,
x # 5+ k.

Metoda per partes

/u’-vzu-v—/u-v’

Spoctéte integraly pomoci metody per partes:

1
1) /mQ-lnx dz /—lnx dz

3) mTjd:c 4) /:U~ln:cd:c
5) /ln:c dz 6) /(2x+3)~lnx dz
7) /m-sinxdx 8) /mQ-cosxdx
9) /$2~€xd£€ 10) /(2x—3)~exd:c
11) /(:U2+:c)~e’“° dz 12) /(3—2:c)~sin:c dz

Vysledky: 1) %x?’lnx— %:c3+c, £>0;2) —5;Inz— ;5 +¢,2>0;3) 2y/zInz -
4y/x+c, x> 0;4) % ln:c—‘”’%f—kc, x>0;5)zlnz—z+c, x > 0;6) (:U2+3:U)'lna:—§—
3x+c,x>0;7) —xcosz+sinzx+c, x € R; 8):c sinx—2sinx+2rcosx+c, x € R;
9) x%e® —2ze” +2e% +¢, v € R; 10) (22 —5)-e+c, x € R; 11) (22 —z+1)-€® +c,
x € R; 12) (22 — 3) - cosx — 2sinx + ¢, z € R.

Substituce
Schematicky:
=g(z)
dy = ¢'(x) dx
Tedy



Spoctéte integraly pomoci substituce:

1) /cos(ac+2) dz 2) /sin(3m+4) dz /cos 5)d
4) /sin(ﬁ—x) dz 5) /63:0 dz /e_x dz
7) /6$+5 dx 8) /62_3” dx / 22=1 dqg
10) /(x+1)2 dx 11) /(x+1)10 dx /
13) /(2:c+5)5 dx 14) /(3 —52)% dz 15) /\/2:c —1dz
1 1
16 V3 —2xd 17 —d 18 ——d
)/ v )/(:c+7)2 ! )/(3x+2)3 g
1 1 1
—d 20 d 21
)/\/5m+1 v )/33—36 ’ ) z+1
1 1 1
22) / dz 23) / dz 24) / dz
20 — 1 1—-2x 4—x
3 x
25 dx 26 —— dz 27 -3+ 22 de
= = e
x z? x3
2 d 2 d —d
8)/1+m2 ! 9)/m3+1 ! 30)/\/@ !
31) /esmx -cosx dx 32) /(e”” +8)%-¢” dx 33) /sin?’x -cosx dx

Substituce (doporucené): 1) y = x+2;2)y =3z +43)y = 5;4) y = 7 — x;

5)y=3w;6)y=—m;7)y—m+5,8)y—2—x,9)y—2x— ,10)y=m+1;
My=z+112)y=1—2;13) y =2x+5; 14) y = 3 — bx; 15) y = 2z — 1;

16)y—3—2:c IMNy=a2+718)y=3x+2;19) y = bz + 1; 20) y = 3 — ;
2 y=a+1;22)y=2x—-1;23) y=1—-2x;24) y=4—x;25) y =1 — x;

26) y=1+2%27)y=3+2%28)y=1+2%29) y=23+1;30) y=1—a%

31) y = sinx; 32)y—e +8;33) y =sinz.

Vysledky: 1) sin(z42)+c, z € R; 2) —1 cos(3z+4)+c, z € R; 3) 2sin(%)+c, z € R;
4) cos(m —x) +¢, z € R; 5) 3" +¢, :UGR 6) —e *+c,z€R;T) x+5+c r €R;
8) —e2" " + ¢, x €R; 9) 2e¥ 1 + ¢, z € R; 10) (mﬂ) +c, z €R; 11) (x+1) +c,
zeR;12) —U=2 D 1 zeR; 13) (2x+5) +c, :UGR 14) — 8= 533) +c z € R;
15)1 (2x —1)3 —|—c m>§,16 /(3 =2x) +¢, z € R; 17) 7+c,x7£ —7;

18) — 6(3x+2)2+c x#—2;19) 2 \/5x+ +ec, x> — 5,20 —3.3/(B— )% +c, x # 3;
2) Injz+1|4+c¢, z # 1 22) 1ln|2m—1|+c r#1; 23) —1In|l—2z|+c x # 3;
24) —In|4 — x| + ¢, x # 4; 25) 31n|1—:1:|+c,:c5£1, 26) V1+a2+4c, xeR;
27) 3(3+2%)V3+ a2 +c¢,z €R; 28) In(1+22) +¢, z € R; 29) 3Inz3 + 1] +¢,
x # —1; 30) —7&2_”34%—0,306(—1,1); 31) st 4 ¢,z € R; 32) @%—c,xe]&
33) Lsin*z 4 ¢, 7 € R




Spoctéte integraly (pomoci per partes a 1. substituce):

1) /ac -cos(mx) dz 2) /cosa: e 7 dx
3) /ln(?):c +92) da 2 /(:c +1)2. e da
5) /x-sin(l—Zm) dz 6) /(1—33)-@—96 dz

Vysledky: 1) Zsin(rz) + 25 cos(mz) + ¢, * € R; 2) e "sinz — Je " cosa + ¢,
z€R;3) zln(B3z +2) —z+ 2In(Bx +2) + ¢, . > —2;4) 1> (222 + 2z + 1) + ¢,
z €R; 5) sxcos(l —2z) + sin(l — 2z) + ¢, z €R; 6) ze " + ¢, z € R.

Rozklad na parcialni zlomky
Necht’ A, B € Z. Necht’ 22 +bzx+c = (x —z1) (v —x3). Pak existuji jednoznaéné
urcena C, D € Z tak, ze

Axr+ B C D

(x —x1)(x — x2) _:c—a:1+:c—a:2'

Spoctéte integraly (pomoci rozkladu na parcidlni zlomky):

) 7 o — 3
1)/#@ 2)/2907@
x4 +2x —3 x4 — 95 + 6
r—2 3z +1

4 EE———
3)/:1:2—9(13j )/:1:2—256—3(13j
1 3
) [ ) [ g

ol
rojot
|

o=

Rozklad na zlomky: 1) x%r?’ + 25 2) 2+ =5 3)

r—2"
) L+ =i:6) 23+ -5 =L
z—1 43" 42 z+1°

r—3 + m+3; 4) x—3 + T 1;

—+

Vysledky: 1) 2In |z +3|+3In|x—1|+¢, x # =3, 2 # 1;2) 12In|z—3|-TIn|z—2|+c,
r#2,5#3;3) ¢ln|e—3/+3In|r+3|+¢, v #+3;4) SIn|z—3|+5In|z+ 1|+,
z#-1,2#3;5) tInjz—1|—3ln|z+3|+c, z # -3,z # 1; 6) %—3x+81n|:c+
2| —In|z+1|+e¢, z# -2, 2 # —1.

Druha substituce

Schematicky:

z = h(y)
dz = h'(y) dy



Tedy

[ 1@ ao= [ i) 1) ay

pokud A’ > 0, resp. h' < 0.

Spoctéte integraly (pomoci 2. substituce):

1 V42
1)/2+\/:Edm D 3y ad

1 x4+ 2
3)/2+€/:Edm Y sy

Doporucéené substituce: 1) y = /z, tj. = 3% 2) y = Vv, tj. = = % 3) y = ¥,
tji. =y 4) y= Yz, tj. v = y°.

Vysledky: 1) 2¢/z —4In(\/x +2) + ¢, 2 > 0; 2) x — 2y/z + 6 In(\/x + 3) + ¢, 2 > 0;

3) 3Va?—6Yz+12In| Yz +2|+c, v £ -8 4) o — 3V +9¥z—27In | Yz +3| +c,
x # —27.

Urcity integral
Necht’ [ f(z) dz (x) + ¢ na intervalu (a, b). Pak
/ (&) do = [F())s = Fo-) = F(a+)
pokud mé rozdil vpravo smysl.

Spoctéte urcité integraly:

1 1 1
1) / 23 da 2) / (2 +1) dz 3) / (2 —2) da
0 —1 —1
4 8 8 1
4 Vo dx 5 Jx dx 6 / dz
) 0 ) -1 ) 0 \3/E
0 3 1
1 1 1
d — d — d
7) T x 8) /2 5 do 9) /0 5 do
0 1 5 2
10) / — dz 11) / e’ dz 12) / e * dx
1T 0 —2
°1 "1 1
13) / — dz 14) / — dz 15) / — dz
1T 0 4T
16) /2 cosz dz 17) /4 cosz dz 18) /2 sinz dz
0 —z 0
19) / sinz dx 20) /3 cos(2z) d 21) / cos(3z) dx
% % %
22) /2 sin(—=) dx 23) /6 sin(x + -) dz 24) /6 cos(4x) dx
3 13 T3
57 jus




Mesivisodiy: 1) (515 ) [5 + 21135 3) [5 — 51%4: 4) oyl ) o071
6) LVale 1) [EVatllis 8) [=z=lsi 9) [—aele 10) [=g2]is 11) (el
12) [~e™*]25; 13) [Inz[]§; 14) [n]alg; 15) [In|z]Z3; 16) [sina]g; 17) [sina]®;
18) [~ cos]i’; 19) [~ cosa] 5 20) [ sin(20)] 255 21) [} sin(32)) s

22) [—2cos( )]? 23) [~ cos(z + 75)]%% 4) [3 sm(4:c)]%12 25) [—1 cos(2z — %)]5%;
26) [—cotgx %, 27) [tgw]g

Vysledky' 1) 1; 2) g' 3) % 4) B:5) 45,6) 6; 7) —3; 8) =5 9) +oo; 10) —
1 1

Spoctéte urcité integraly:

00 0 00
1) / 23 da 2) / 23 da 3) / 23 da
0 —0o0

foe) 0 fore)
2) / (22 +1) do 5) / (22 +1) do 6) / (22 +1) do
0 —oo oo
o) 0 00
7) / (2 — 2) da 8) / (2 — 2) da 9) / (2 — 2) da
0 —0o0 —0o0
00 00 0
10) vz dz 11) vz dz 12) Yz dz
0 —oo oo
13) h Jr dz 14) /00 ! dz 15) /0 ! dz
—00 0 \3/5 —00 \3/5
> 1 > 1 !
16) /_OO 7 dz 17) /1 3 dz 18) /_OO s dz
> 1 0 1 > 1
! > 1 0 1
© 1 0 0
25) / — dw 26) / e’ dx 27) / e’ dx
—oo & 0
28) / e’ dx 29) / cosz dz / sinz dz
—o0 0
<1 <1
31) / — dz 32) / — dz / — dz
1 L 0o Z
<1 <1
4 —d d
3)/_00:695 35)/2 S de /
bl !
37) / —— dz 38) / 5 dz 39) / dz
g x2—1 | 0 x2—1
Mezivysledky — neur¢ité integraly (bez konsta,nty c): 1) ff, 4) % +x; 7) %—3 - %;

10) 2z/x; 12) 32 Y/x; 14)3\/ ; 17) —5h3; 21) — 5155 26) €5 29) sin; 30) — cos a;
31) In|z|; 35) 1hr1|:c—1| ln\x—i—1|



Vysledky: 1) oco; 2) —oo; 3) neexistuje (diverguje); 4) oo; 5) oo; 6) o0; 7) 00;
8) oo; 9) oo; 10) oo; 11) neexistuje (fce neni definovdna na celém intervalu);
12) —o0; 13) neexistuje (diverguje); 14) oo; 15) —oo; 16) neexistuje (fce neni defi-
novana na celém intervalu); 17) 3; 18) —3; 19) oo; 20) —oo; 21) 575 22) 55 23) o0;
24) oo; 25) neexistuje (funkce neni definovana na celém intervalu); 26) oo; 27) 1;
28) 00; 29) neexistuje (diverguje) 30) neexistuje (diverguje); 31) oo; 32) oo;

33) —oo; 34) neexistuje (funkce neni definovana na celém intervalu); 35) 1 In3;
36) co; 37) —oo; 38) 31n2; 39) neexistuje (funkce neni definovdna na celém inter-
valu).

Per partes pro urcity integral

b b
/u’-vz[u-v]g—/u-v’
a a

Spoctéte urcité integraly (pomoci per partes):

© 1
1)/1 P 2) /o Vrlnz dz
1

™

3) /330(:0830 dz 4) / z-e® dx
0 0
e 1

5) / Inz dx 6) / (22 —1)-e* dx
1 0

Mezivysledky — neurcité integraly (bez konstanty c): 1) —1 Inz — 1;

T

2) 2z\/xlnw — §x\/7; 3) xsinz + cosw; 4) x- € —€¥; 5) xlnx — z; 6) 2we” — 3e”.

Vysledky: 1) 15 2) —2;3) ©¥3 _ 1.4) 1;5) 1; 6) 3 —e.

Substituce pro urcity integral

Schematicky:

dy = ¢'(z) dx
Tedy

b / g(b)
| o) g@ar= [ s dy
a g(a)
Spoctéte urcité integraly (pomoci substituce):
1 A 1 1 1 1
1 2r —1)*d 2 —d —d
)/o(m ) do )/_1(33—3)2 g 3)/0 z+1)7 "
3 z s Tz
4) / (2 —2) dz 5) / sin(z — =) dx 6) / cos — dx
1 0 2 0 4



Doporucené substituce: 1) y=2x—1;2)y=2—3;3) y=2x+1;4) y =2 — x;
Sly=x—3;6)y=7.

Vysledky: 1) 1;2) 1;3) 3:4) 0; 5) —1; 6) 2v/2.

Aplikace urcitého integralu

Pro f a g spojité funkce na intervalu (a,b) je
A) obsah plochy mezi grafem funkce f a osou x roven

/ @) d

B) obsah plochy omezené kiivkami y = f(x) a y = g(z) roven

/|f 2)| dz;

C) objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci kiivky y = f(z) kolem osy z

roven
b
T / f3(x) da

D) objem rota¢niho télesa, které vznikne rotaci plochy omezené kiivkami
y = f(z) ay = g(x) kolem osy x roven

w-/abﬁ(:c) d:c—7r'/abg2(:c) d:c‘.

Vypocitejte obsah plochy ”"pod grafem”, tj. mezi grafem dané funkce a osou x:

)y=2—z, z€(0,3) y=2x+1, x € (2,2
y=2>—2, £c(0,2) Hy=z°—x, ze€(-2,2)
5)y =2 x € (-2,2) 6) y =2°, v € (-2,2)

Ty z, x € (0,4) 8) y=+vr—1, x €(0,4)

Mezivysledky — délici body: 1) 2; 2) —3; 3) 1;4) 0 a 1; 5) 0; 6) 0; 7) nejsou; 8) 1.

Vysledky: 1) 3;2) &5 3) 1;4) &3 5) 225 6) 8; 7) ; 8) 2.



Vypocitejte obsah plochy omezené kfivkami:

1)y =246, y=a? 2) y=2% y=2u+3
Ny=1-22 y=4x+4 YHy=za* y==x
2
5)y:x2—2:c,y:4—:c2 6)y2%7y:§+2
x3 3
2 2
Ny=—, y=3+ 10)y:3x,y::c2
T r—3
1) y=2a3 y=z 12) y =23, y =4a
13)y:m4,y:m2 4)y=Vz, y==x

Mezivysledky: 1) f3’2(:c+6—:c2) dz; 2) ffl(2x+3—w2) dz; 3) [ . 1(1 r?—4x— 4)
4) fol(m—m4) dz; 5) f_21(4—m2—m2+2m) dz; 6) ff2(§+2—§ ) dxz; 7) fo —%)
—z

f134 v—3)dz; 9) ff (3425 — 2) dx; 10) [, (Y —22) da; 11) fol 3) dz
12)f (:c — 4r) d:c+f0 (4z — 23) da::2-f02(4:c—:c)d:c 13)f (:UQ—:U)d:H—
+f0 de =2- fox—a:)da:;lzl)ff)l( \/_d:c+f0 v —x) de =

2. fo T —x) dx.

Vysledky 1) 125. 9
10) £;11) 2

3:5)9;6)9;7) 2,8 4—3In3;9) 3—4In2;

127

Vypocitejte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci dané kiivky kolem osy x:

1)y=3z—-2, z€(1,2) 2)y=3x—-2, x €(0,1)
1

Ny=2—=z x€0,3) 4)y:em,m6(0,§>

5y =+, xc(0,4) 6) y=Vr, z€(-11)

Vysledky: 1) 77; 2) 3 3) 3m; 4) Z(e —1); 5) 8m; 6) °F.

Vypocitejte objem rotac¢niho télesa, které vznikne rotaci plochy omezené danymi
kiivkami kolem osy x:

Dy=2z2" y=Vax 2)y=uz, y=a>
2

yy=—, y=3—=x Yy=+z, y==x
X

Mezivysledky — meze integralu: 1) 0, 1; 2) 0, 1; 3) 1, 2; 4) —1, 1.

Vysledky: 1) T2 2) 2T 3) Z; 4) 57,



