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Nutnou podminkou k tcasti na zkousSce je odevzdani
domadci prace (vypracovani zadanych tiloh). Z kazdé
kapitoly ucebnich texta je nutno vypracovat 2 priklady.



Diferencialni rovnice — uvod

Vzorecky potiebné pii upravach:

1
N e_K_e_K
InA+InB=1In(A-B) a-InA=1In(A%)
1
—InA= ln(Z) e = A

(plus podminky: K, L e R;a € R; A, B> 0.)

Je-li A =eP, pak B =1InA za podminky A > 0. Je-li A =InB, pak B = e* za
podminky B > 0.

Je-li A = VB, pak B = A? za podminek A > 0, B > 0. Je-li A = B?, pak
|B| = VA, neboli B = +v/A, za podminky A > 0.

Z nasledujicich rovnic vyjadiete proménnou y. Urcete, pro jakd x maji rovnice
smysl.

1) lny=x-3 2) Inlyl=2+3 3) e¥=2x—-7
1 1

4) y*=2%—-4 5) sz—2 6) y—gzx—2
) Vi=5c+15 8 Lol g —~ _1

= x — =X _ = —

! Vi Vi a
10) Vy=+vz—1 11) eV=5—-z 12) —eY=5-z
13) e V=x-3 14) 3e¥ =z +2 15) ~Iny=x-1
16) 3lny=x+3 17) —lny=2>+3 18) 1—-lny==z

1

19) y* =1 1 20) 1 = 21) 3> =1-1
) ¥’ =Inz+ ) Y=o )y nx
22) eV =¢e"+3 23) e =e" -1 24) In(2y +3) = 22
25) lny=Inz+2 26) Inly|=2In|z| -3 27) Inly|=—1In|z| -3

Vysledky: 1) y = €*73, 2 € R; 2) y = +e®™3, 2 € R; 3) y = In(2z — 7),

r € (1,00);i 4) y = Vi 4, 1 € (00, —2) U (2,00); 5) y = Az, z € (2, 00)

6) Yy = \3/%7 T e (_0072) U (2700); 7) Y= (5$+ 15)27 T e <_37OO);

S (_1700)3 9) Yy = x37 T € (—O0,0) U (07 OO)) 10) Yy = (\/E_ 1)2’ UES <1,00),

11)y=—In(5 —x), x € (—00,5); 12) y = In(z — 5), = € (5, 00);

13) y =1 —In(z — 3), z € (3,00); 14) y = In(£2), = € (-2,

r €R;16) y =est, 2 e R, 17) y = e_xz_?’, r € R;18) y = el™® € R;

19) y = Vlnz+1, = € (0,00); 20) y = ?/ﬁ’ z € (0,

21) y=+v1—Inz, z € (0,e); 22) y = In(e " +3), x € R; 23) y = In(e™® — 1),
z2

T € (—0,0);24) y = “53 1 € R; 25) y = x- €%, x € (0,00); z

z € (—00,0) U (0,00); 27) y = £, 2 € (—00,0) U (0, o0).

3.2




Diferencialni rovnice — zakladni postup

V diferencidlnich rovnicich je y funkei z, tj. ¥y = y(x). Pro zjednoduseni zapisu
se vSak piSe pouze y.

ReSenim diferencidlni rovnice

jsou vSechny primitivni funkce k funkci f, tj.
y=F(z)+ec

kde F/ = f a ¢ € R. Neboli

y = /f(x) dz vcetné konstanty ¢ € R.

Najdéte vsechna feseni diferencialni rovnice:

1) y =2 —cosx 2) y =cotgx 3) y =cos’z
1 1
4) y/ZE—QLz 5) y':ﬁ-lnx 6) y’:—2+\/5
x

Vysledky: 1) %—sinw—kc, z€R,ce€R;2) In|sinx|+c¢, x # km, c€R; 3) sinz —
%singw—kc,weR, ceR;4) ln|w\—%—3+c,x7é0,c€R; 5) %\/:c3lnx—%\/:c3+c,
z€(0,00), c€R; 6) =1 + 2Vad 4 ¢,z € (0,00), c € R.

Metoda separace proménnych

Touto metodou se daji fesit rovnice upravitelné na tvar

g(y) -y = f(x).

Resenim jsou vSechny funkce y vyhovujici rovnici

/g(y) dy = /f(m) dx véetné konstanty ¢ € R.

Pokud tedy F' je primitivni funkci k f a G je primitivni funkei k g, potom feSenim
diferenciali rovnice jsou funkce y spliujici rovnici

pro ¢ € R. Odtud



Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice (metodou separace proménnych):

1) y =3y 9) L= 3 3) =322y
y
! 1 2y
4 I' 2: . 5 y —— 6 /:_
) y'-y” =sinz ) 2 1 ) y=—
) oy =-y 8) 2*-y=y> 9 y—ax-y=1+2"-y

Vysledky: 1) y=K-e3*, KeER, 2z €R;2) y=K -3, K #0, v € R;
B)y:K-6x3,K€R,mER;4)y:\3/30—3(:0836,cER,xER;S)yzK-x+2,
K#0,2#0,6)y=K 2>, KeR, z#0;7)y=5 K#0,2+#0,ay=0;8)

y:ﬁ,c;ﬁo,x;ﬁ%,ay:m,xER;9)y:K-mf_1—|—1,K7é0,m7é—1,a
y=1.

Najdéte partikuldrni feSeni diferencialni rovnice (metodou separace proménnych),
které vyhovuje poc¢iteéni podmince a) y(7) = —1, b) y(0) = 0:

1) y' =y-cosw 2) y =y-sinx 3) ¥y =y-tgw
si sl
4) y' =y cotgx 5 y' = 1295 6) y = 1;23;

Vysledky: la) y = —e58% z € R; b) y =0; 2a) y = —e 172 2 € R; b) y = 0;
3a) y = =,z € (5,35); b) y = 0, z € (—%, Z); 4a) neexistuje (v zaddni nelze
dosadit = 7); b) neexistuje (v zadani nelze dosadit z =0 );

5a) y = —v/—1—2cosz, z € (4F, ); b) neexistuje (v zadani nelze dosadit y = 0);

6a) y = v/—4 — 3coszx, x € R; b) neexistuje (v zaddni nelze dosadit y = 0).

Integracni faktor

Metodou integra¢niho faktoru lze fesit diferencialni rovnice tvaru
y' +a(z) -y =b(z).
Integracni faktor se nazyva funkce
SA)
kde A je (libovolnd ) primitivni funkce k funkci a, tedy A’ = a. Potom
(y- @) =A@ (y +a(x) - y) = e - b(w).

Odtud se jiz snadno vyjadii

y - eA@) _ / A . h(z) da,

a tedy
y = e 4@ ~/6A(f”) -b(x) d.



Najdéte vsechna feseni diferencidlni rovnice. Pouzijte integracni faktor.

1) oy 45y =e* 2) y’—i—g:?)m
x
1
3) Y +y=e " sinz 4) y —=y=1z
x
3 2 .2
5 Y+—-y=— 6) vV +x-y=2r- ¢
x x
/ y 1 / o <2
) Y+ =e- 8) y —tgx-y=3sin“zx
x

Mezivysledky — integraéni faktor: 1) €5%; 2) x; 3) €%; 4) 1; 5) 23, 6) e7; 7) e~ =;
8) cosz.

Vysledky: 1) c~e‘5m+%e2m,w €ER,ceR;2) :c2+§,:c #0,ceR;3)e " (c— cosx)
reR, ceR;4) 2% +c 1z, m;«éO c € R; 5)m22+m3,x750 c € R; 6)62 +c- e_xT,
reER, ceR;T)(x+c)-ex,x#0,ceR;8) ctsin’ ,x# 5 +km,ceR.

COos T

K rovnicim z minulého odstavce najdéte partikularni feseni vyhovujici pocatecni
podmince y(0) = 1. Pokud takové feSeni neexistuje, najdéte partikularni Feseni
vyhovujici podmince y(1) = 0.

Vysledky: 1) £.e75% + 1e2* z € R; 2) neexistuje; 22 — 1, z # 0; 3) e~ (2—cos x),
x € R; 4) neexistuje; ac2 z, x # 0; 5) neexistuje; 5 — 2, x # 0; 6) e % x e R;

7) neexistuje; (x — 1) - ez, x # 0; 8) Lisin®w o # 5 +km.

COos T

Linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Budeme fesit rovnici
y'+py +qy=0

kde p, ¢ € R.
Nejprve najdeme tzv. charakteristickou rovnici

N4+pr+¢=0
coz je kvadraticka rovnice.
M3&-1i charakteristickd rovnice dvé redlnd feSeni (dva kofeny) A1 # A2, pak
vSechna Teseni diferenciadlni rovnice maji tvar

y=A-eM® 4+ B.eM?

kde A, B, z € R.



M&-1i charakteristickd rovnice jedno redlné feseni (dvojndsobny kotfen) A, pak
vSechna feSeni diferenciadlni rovnice maji tvar

y:A-e’\lm—I—B-x-e)‘lm
kde A, B, z € R.

Ma-li charakteristickd rovnice dvé komplexni feseni o & (37, pak vSechna feSeni
diferencialni rovnice maji tvar

y=A-e* - cos(fz)+ B-e*" -sin(fz)

kde A, B, z € R.

Najdéte vsechna feseni diferencialni rovnice:

1) v +3y +2y=0 2) ¥y =3y +2y=0
3) ¥y -2y +y=0 4) y' -4y +5y=0
5 ¢ +9y=0 6) ' -9 =0
7 Yy -9 =0 8) y'+y=0

Mezivysledky — kofeny charakteristické rovnice: 1) —2, —1; 2) 1, 2; 3) 1 (dvojnas.);
4) 244; 5) £3i; 6) £3; 7) 0, 9; 8) =i

Vysledky: 1) A-e 2* +B-e %, 2 € R, A, BER;2) A-e?* + B-¢e%, 2 € R, A,
BeR;3)A-e*+B-z-e*, x €R, A, BER;4) A-e®*.cosz+ B-e*® -sinx, x € R,
A, BER;5) A-cos(3z)+ B-sin(3z),r € R, A, BER; 6) A-e3*+B-e7 3%, x € R,
ABER;T)A+B-¢% 2€R, A, BER;8) A-cosz+ B-sinz,z € R, A, B€R.



