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Diferenciálńı rovnice — úvod

Vzorečky potřebné při úpravách:

eK+L = eK · eL e−K =
1

eK

lnA+ lnB = ln(A · B) a · lnA = ln(Aa)

− lnA = ln(
1

A
) elnA = A

(plus podmı́nky: K, L ∈ R; a ∈ R; A, B > 0.)

Je-li A = eB , pak B = lnA za podmı́nky A > 0. Je-li A = lnB, pak B = eA za
podmı́nky B > 0.

Je-li A =
√

B, pak B = A2 za podmı́nek A ≧ 0, B ≧ 0. Je-li A = B2, pak

|B| =
√

A, neboli B = ±
√

A, za podmı́nky A ≧ 0.

Z následujících rovnic vyjádřete proměnnou y. Určete, pro jaká x mají rovnice
smysl.

1) ln y = x − 3 2) ln |y| = x+ 3 3) ey = 2x − 7

4) y2 = x2 − 4 5)
1

y2
= x − 2 6)

1

y3
= x − 2

7)
√

y = 5x+ 15 8)
1√
y
= x+ 1 9)

1
3
√

y
=
1

x

10)
√

y =
√

x − 1 11) e−y = 5− x 12) − ey = 5− x

13) e1−y = x − 3 14) 3ey = x+ 2 15)
1

2
ln y = x − 1

16) 3 ln y = x+ 3 17) − ln y = x2 + 3 18) 1− ln y = x

19) y3 = lnx+ 1 20) y3 =
1

lnx+ 1
21) y2 = 1− lnx

22) ey = e−x + 3 23) ey = e−x − 1 24) ln(2y + 3) = x2

25) ln y = lnx+ 2 26) ln |y| = 2 ln |x| − 3 27) ln |y| = − ln |x| − 3

Výsledky: 1) y = ex−3, x ∈ R; 2) y = ±ex+3, x ∈ R; 3) y = ln(2x − 7),
x ∈ ( 7

2
,∞); 4) y = ±

√
x2 − 4, x ∈ (−∞,−2〉 ∪ 〈2,∞); 5) y = ± 1√

x−2
, x ∈ (2,∞);

6) y = 1
3
√

x−2
, x ∈ (−∞, 2)∪ (2,∞); 7) y = (5x+ 15)2, x ∈ 〈−3,∞); 8) y = 1

(x+1)2 ,

x ∈ (−1,∞); 9) y = x3, x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞); 10) y = (
√

x − 1)2, x ∈ 〈1,∞);
11) y = − ln(5− x), x ∈ (−∞, 5); 12) y = ln(x − 5), x ∈ (5,∞);
13) y = 1 − ln(x − 3), x ∈ (3,∞); 14) y = ln(x+2

3
), x ∈ (−2,∞); 15) y = e2x−2,

x ∈ R; 16) y = e
x

3
+1, x ∈ R; 17) y = e−x2−3, x ∈ R; 18) y = e1−x, x ∈ R;

19) y = 3
√
lnx+ 1, x ∈ (0,∞); 20) y = 1

3
√
lnx+1

, x ∈ (0, 1
e
) ∪ ( 1

e
,∞);

21) y = ±
√
1− lnx, x ∈ (0, e〉; 22) y = ln(e−x + 3), x ∈ R; 23) y = ln(e−x − 1),

x ∈ (−∞, 0); 24) y = ex
2

−3
2
, x ∈ R; 25) y = x · e2, x ∈ (0,∞); 26) y = ±x2

e3
,

x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞); 27) y = ± 1
e3·x , x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞).



Diferenciálńı rovnice — základńı postup

V diferenciálńıch rovnićıch je y funkćı x, tj. y = y(x). Pro zjednodušeńı zápisu
se však ṕı̌se pouze y.

Řešeńım diferenciálńı rovnice

y′ = f(x)

jsou všechny primitivńı funkce k funkci f , tj.

y = F (x) + c,

kde F ′ = f a c ∈ R. Neboli

y =

∫
f(x) dx včetně konstanty c ∈ R.

Najděte všechna řešeńı diferenciální rovnice:

1) y′ = x3 − cosx 2) y′ = cotg x 3) y′ = cos3 x

4) y′ =
1

x
− x2 5) y′ =

√
x · lnx 6) y′ =

1

x2
+

√
x

Výsledky: 1) x4

4 − sinx+ c, x ∈ R, c ∈ R; 2) ln | sinx|+ c, x 6= kπ, c ∈ R; 3) sinx−
1
3 sin

3 x+ c, x ∈ R, c ∈ R; 4) ln |x| − x3

3 + c, x 6= 0, c ∈ R; 5) 23
√

x3 lnx− 4
9

√
x3+ c,

x ∈ (0,∞), c ∈ R; 6) − 1
x
+ 23

√
x3 + c, x ∈ (0,∞), c ∈ R.

Metoda separace proměnných

Touto metodou se daj́ı řešit rovnice upravitelné na tvar

g(y) · y′ = f(x).

Řešeńım jsou všechny funkce y vyhovuj́ıćı rovnici

∫
g(y) dy =

∫
f(x) dx včetně konstanty c ∈ R.

Pokud tedy F je primitivńı funkćı k f a G je primitivńı funkćı k g, potom řešeńım
diferenciáĺı rovnice jsou funkce y splňuj́ıćı rovnici

G(y) = F (x) + c

pro c ∈ R. Odtud
y = G−1(F (x) + c).



Najděte všechna řešeńı diferenciální rovnice (metodou separace proměnných):

1) y′ = 3y 2)
y′

y
= −3 3) y′ = 3x2 · y

4) y′ · y2 = sinx 5)
y′

y − 2 =
1

x
6) y′ =

2y

x

7) x · y′ = −y 8) x2 · y′ = y2 9) y − x · y′ = 1 + x2 · y′

Výsledky: 1) y = K · e3x, K ∈ R, x ∈ R; 2) y = K · e−3x, K 6= 0, x ∈ R;

3) y = K · ex3 , K ∈ R, x ∈ R; 4) y = 3
√
3c − 3 cosx, c ∈ R, x ∈ R; 5) y = K · x+ 2,

K 6= 0, x 6= 0; 6) y = K · x2, K ∈ R, x 6= 0; 7) y = K
x
, K 6= 0, x 6= 0, a y ≡ 0; 8)

y = x
1−c·x , c 6= 0, x 6= 1

c
, a y = x, x ∈ R; 9) y = K · x

x+1
+ 1, K 6= 0, x 6= −1, a

y ≡ 1.

Najděte partikulárńı řešeńı diferenciální rovnice (metodou separace proměnných),
které vyhovuje počátečńı podmı́nce a) y(π) = −1, b) y(0) = 0:

1) y′ = y · cosx 2) y′ = y · sinx 3) y′ = y · tgx

4) y′ = y · cotgx 5) y′ =
sinx

y
6) y′ =

sinx

y2

Výsledky: 1a) y = −esinx, x ∈ R; b) y ≡ 0; 2a) y = −e−1−cos x, x ∈ R; b) y ≡ 0;
3a) y = 1

cosx , x ∈ (π2 , 3π2 ); b) y = 0, x ∈ (−π
2 ,

π
2 ); 4a) neexistuje (v zadáńı nelze

dosadit x = π); b) neexistuje (v zadáńı nelze dosadit x = 0 );
5a) y = −

√
−1− 2 cosx, x ∈ ( 2π3 , 4π3 ); b) neexistuje (v zadáńı nelze dosadit y = 0);

6a) y = 3
√
−4− 3 cosx, x ∈ R; b) neexistuje (v zadáńı nelze dosadit y = 0).

Integračńı faktor

Metodou integračńıho faktoru lze řešit diferenciálńı rovnice tvaru

y′ + a(x) · y = b(x).

Integračńı faktor se nazývá funkce

eA(x)

kde A je (libovolná ) primitivńı funkce k funkci a, tedy A′ = a. Potom

(y · eA(x))′ = eA(x) · (y′ + a(x) · y) = eA(x) · b(x).

Odtud se již snadno vyjádř́ı

y · eA(x) =

∫
eA(x) · b(x) dx,

a tedy

y = e−A(x) ·
∫

eA(x) · b(x) dx.



Najděte všechna řešeńı diferenciální rovnice. Použijte integračńı faktor.

1) y′ + 5y = e2x 2) y′ +
y

x
= 3x

3) y′ + y = e−x · sinx 4) y′ − 1
x
· y = x

5) y′ +
3

x
· y = 2

x3
6) y′ + x · y = 2x · ex

2

2

7) y′ +
y

x2
= e

1

x 8) y′ − tgx · y = 3 sin2 x

Mezivýsledky — integračńı faktor: 1) e5x; 2) x; 3) ex; 4) 1
x
; 5) x3; 6) e

x
2

2 ; 7) e−
1

x ;
8) cosx.

Výsledky: 1) c·e−5x+ 17e2x, x ∈ R, c ∈ R; 2) x2+ c
x
, x 6= 0, c ∈ R; 3) e−x ·(c−cosx),

x ∈ R, c ∈ R; 4) x2+ c ·x, x 6= 0, c ∈ R; 5) 2
x2
+ c

x3
, x 6= 0, c ∈ R; 6) e

x
2

2 + c · e− x
2

2 ,

x ∈ R, c ∈ R; 7) (x+ c) · e 1x , x 6= 0, c ∈ R; 8) c+sin3 x
cos x , x 6= π

2 + kπ, c ∈ R.

K rovnićım z minulého odstavce najděte partikulárńı řešeńı vyhovuj́ıćı počátečńı
podmı́nce y(0) = 1. Pokud takové řešeńı neexistuje, najděte partikulárńı řešeńı
vyhovuj́ıćı podmı́nce y(1) = 0.

Výsledky: 1) 67 ·e−5x+ 17e2x, x ∈ R; 2) neexistuje; x2− 1
x
, x 6= 0; 3) e−x · (2−cosx),

x ∈ R; 4) neexistuje; x2 − x, x 6= 0; 5) neexistuje; 2
x2

− 2
x3
, x 6= 0; 6) e

x
2

2 , x ∈ R;

7) neexistuje; (x − 1) · e 1x , x 6= 0; 8) 1+sin3 x
cos x , x 6= π

2 + kπ.

Lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu s konstantńımi koeficienty

Budeme řešit rovnici
y′′ + p · y′ + q · y = 0

kde p, q ∈ R.
Nejprve najdeme tzv. charakteristickou rovnici

λ2 + pλ+ q = 0

což je kvadratická rovnice.
Má-li charakteristická rovnice dvě reálná řešeńı (dva kořeny) λ1 6= λ2, pak

všechna řešeńı diferenciálńı rovnice maj́ı tvar

y = A · eλ1x +B · eλ2x

kde A, B, x ∈ R.



Má-li charakteristická rovnice jedno reálné řešeńı (dvojnásobný kořen) λ1, pak
všechna řešeńı diferenciálńı rovnice maj́ı tvar

y = A · eλ1x +B · x · eλ1x

kde A, B, x ∈ R.
Má-li charakteristická rovnice dvě komplexńı řešeńı α ± βi, pak všechna řešeńı

diferenciálńı rovnice maj́ı tvar

y = A · eαx · cos(βx) +B · eαx · sin(βx)

kde A, B, x ∈ R.

Najděte všechna řešeńı diferenciální rovnice:

1) y′′ + 3y′ + 2y = 0 2) y′′ − 3y′ + 2y = 0

3) y′′ − 2y′ + y = 0 4) y′′ − 4y′ + 5y = 0

5) y′′ + 9y = 0 6) y′′ − 9y = 0
7) y′′ − 9y′ = 0 8) y′′ + y = 0

Mezivýsledky — kořeny charakteristické rovnice: 1) −2, −1; 2) 1, 2; 3) 1 (dvojnás.);
4) 2± i; 5) ±3i; 6) ±3; 7) 0, 9; 8) ±i.

Výsledky: 1) A · e−2x + B · e−x, x ∈ R, A, B ∈ R; 2) A · e2x + B · ex, x ∈ R, A,
B ∈ R; 3) A · ex+B ·x · ex, x ∈ R, A, B ∈ R; 4) A · e2x · cosx+B · e2x · sinx, x ∈ R,
A, B ∈ R; 5) A · cos(3x)+B · sin(3x), x ∈ R, A, B ∈ R; 6) A · e3x+B · e−3x, x ∈ R,
A, B ∈ R; 7) A+B · e9x, x ∈ R, A, B ∈ R; 8) A · cosx+B · sinx, x ∈ R, A, B ∈ R.


