
9. cvičeńı

Určete objem množiny pomoćı trojného integrálu:

1 množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ x ≦ y ≦ z ≦ 1

2 množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ x+ y + z ≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0, z ≧ 0

3 množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti z ≧ y2, z ≦ 2− y, 0 ≦ x ≦ z

4 množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ z ≦ x2 − y2

5 množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti x+ y ≦ 3, 2 ≦ x+ z ≦ 3, x ≧ 1, y ≧ 0

Mezivýsledky — meze integrál̊u: 1 x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ 〈x, 1〉, z ∈ 〈y, 1〉; 2 x ∈ 〈0, 1〉,
y ∈ 〈0, 1 − x〉, z ∈ 〈0, 1 − x − y〉; 3 y ∈ 〈−2, 1〉, z ∈ 〈y2, 2 − y〉, x ∈ 〈0, z〉;
4 x ∈ 〈0, 2〉, y ∈ 〈−x, x〉, z ∈ 〈0, x2−y2〉; 5 x ∈ 〈1, 3〉, y ∈ 〈0, 3−x〉, z ∈ 〈2−x, 3−x〉.

Výsledky: 1
1
6 ; 2

1
6 ; 3

36
5 ; 4

16
3 ; 5 2.

Určete
∫∫∫

M
f(x, y, z) dxdydz, je-li:

1 f(x, y, z) = x− y + z

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ x ≦ y ≦ z ≦ 1

2 f(x, y, z) = xyz

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ z ≦ 1− x, x ≦ y ≦ 2x

3 f(x, y, z) =
x+ z√

y

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 2− 2x < y < 2− x, z2 < y < 2

4 f(x, y, z) = cos(x+ y + z)

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ z ≦ y ≦ x ≦ 2π

5 f(x, y, z) = sin(x+ y + z)

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ z ≦ y ≦ x ≦ π

Mezivýsledky — meze integrál̊u: 1 x ∈ 〈0, 1〉, z ∈ 〈x, 1〉, y ∈ 〈x, z〉; 2 x ∈ 〈0, 1〉,
y ∈ 〈x, 2x〉, z ∈ 〈0, 1 − x〉; 3 y ∈ (0, 2), x ∈ (1 − y

2 , 2 − y), z ∈ (−√
y,
√
y);

4 z ∈ 〈0, 2π〉, x ∈ 〈z, 2π〉, y ∈ 〈z, x〉; 5 z ∈ 〈0, π〉, x ∈ 〈z, π〉, y ∈ 〈z, x〉.

Výsledky: 1
1
12 ; 2

1
80 ; 3 2; 4 0; 5 −4

3 .

1



Určete obsah/objem množiny dané nerovnostmi :

1 x2 + y2 ≦ 3, |x| ≧ y

2 1 ≦ x2 + y2 ≦ 9, 0 ≦ y ≦
√
3x

3 1 ≦ x2 + y2 ≦ 9, y ≦
√
3x

4 x2 + y2 ≦ z2, 0 ≦ z ≦ 2

5 x2 + y2 ≦ 2z, z ≦ x2 + y2 ≦ 1, y ≧ x

6 1 ≦ x2 + y2 ≦ 4, 0 ≦ z ≦ 4− x

7 x2 + y2 + z2 ≦ 1, x2 + y2 ≦ z2, z ≧ 0

Mezivýsledky — meze integrál̊u: 1 ρ ∈ 〈0,
√
3〉, ϕ ∈ 〈 3π

4
, 9π

4
〉; 2 ρ ∈ 〈1, 3〉,

ϕ ∈ 〈0, π3 〉; 3 ρ ∈ 〈1, 3〉, ϕ ∈ 〈−2π
3 , π3 〉; 4 ϕ ∈ 〈0, 2π), z ∈ 〈0, 2〉, ρ ∈ 〈0, z〉;

5 ρ ∈ 〈0, 1〉, ϕ ∈ 〈π4 , 5π4 〉, z ∈ 〈ρ
2

2 , ρ2〉; 6 ϕ ∈ 〈0, 2π), ρ ∈ 〈1, 2〉, z ∈ 〈0, 4− ρ cosϕ〉;
7 ρ ∈ 〈0, 1〉, ϕ ∈ 〈0, 2π), α ∈ 〈π

4
, π
2
〉.

Výsledky: 1
9π
4 ; 2

4π
3 ; 3 4π; 4

8π
3 ; 5

π
8 ; 6 12π; 7

π(2−
√

2)
3 .

Určete
∫∫

M
f(x, y) dxdy, resp.

∫∫∫

M
f(x, y, z) dxdydz, je-li:

1 f(x, y) = x− y

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti x2 + y2 ≦ 4, x ≧ −y ≧ 0

2 f(x, y) = 3y

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti (x2 + y2)3 ≦ x4, x ≧ 0, y ≧ 0

3 f(x, y, z) = 6(x+ y + z)

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti x2 + y2 ≦ z2, 0 ≦ z ≦ 1

4 f(x, y, z) = 8xyz

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 0 ≦ z ≦ x2 + y2 ≦ 1, x ≧ 0, y ≧ 0

5 f(x, y, z) = z2

M množina bod̊u splňuj́ıćıch nerovnosti 1 ≦ x2 + y2 + z2 ≦ 4,

0 ≦ 2z ≧
√

x2 + y2 + z2, 0 ≦ y ≦ x

Mezivýsledky — meze integrál̊u: 1 ϕ ∈ 〈−π
4
, 0〉, ρ ∈ 〈0, 2〉; 2 ϕ ∈ 〈0, π

2
〉,

ρ ∈ 〈0, cos2 ϕ〉; 3 ϕ ∈ 〈0, 2π), z ∈ 〈0, 1〉, ρ ∈ 〈0, z〉; 4 ϕ ∈ 〈0, π2 〉, ρ ∈ 〈0, 1〉,
z ∈ 〈0, ρ2〉; 5 ρ ∈ 〈1, 2〉, α ∈ 〈0, π

6
〉, ϕ ∈ 〈0, π

4
〉.

Výsledky: 1
8
3
; 2

1
7
; 3

3π
2
; 4

1
4
; 5

31π
480

.

2


