Ucebni texty ke konzultacim predmétu
Matematicka analyza I pro kombinované studium

Konzultace prvni a druha

RNDr. Libuse Samkova, Ph.D.
e-mail: lsamkova@ pf.jcu.cz

webova stranka: home.pf.jcu.cz/~1Isamkova/
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Literatura:
— ucebnice pro Gymnazia, napt. Funkce, Posloupnosti a fady, nakl. Prometheus
— Petraskova, Zmeskalova: Algebraické funkce, nakl. PF JU

Zipocet se udéluje na zikladé odevzdani domaci priace (vypracovani
zadanych tloh). Z kazdé kapitoly uéebnich texta je nutno
vypracovat 3 piiklady. Plus piiklady uvedené za posledni kapitolou.

Zkouska se sklada z Gstni a pisemné casti. Nutnou
podminkou k tcasti na zkousSce je ziskani zapoctu.



Reste nerovnice v R:

Kvadratické funkce

2? — 32 -28<0 2? +8x+16 <0
2? =22 —152>0 — 2% —5x4+12>0
9% — 6z +1 <0 (6] 2 +22+6<0
2?2 4+2546>0 (z+2)(4—2)<0
dr —3 20% 4+ 1
>0 10 <0
@ T+x — (x—2)(x+1) =
2?2 +5r+4 I
11|, — <0 12| ——— <0
- x2 —b5x —6 - x+1
r—1 T+ 2
13 >1 14 > 2
- 2—x ~ - x+3
Urcete parametr m € R tak, aby dand rovnice méla
dva redlné ruzné kofreny : 2?4+ 22 +m? =0
jeden dvojnésobny kofen : >~ (1-m)-z+1=0
pouze nerealné koteny : 922 — 6max + 9m = 0
dva ruzné zaporné koteny : 22 +2mxr+m? —8=0
jeden kofen : (m—-1)-224+2(m+1)-2+m—-2=0
jeden nebo dva realné koreny : 52 4+ (4m —10) -z +m? —m +15=0

Vysledky: x € (—4,7); x = —4; x € (—00,—3) U (5, 00); z € (—4,3
:c:%;@xe(l);:cE]R;:ce(—oo,—2>U(4,oo);@:c6(—oo,—?)U(%,oo;
z € (—1,2); z € (=4,—1) U (~1,6); r € (—o0,—1) U (-1
:ce(%,Q);:Ue(—4,—3);me(—l,l);me{—l;?)};me(o,

m € (V/8,00); m e {1; +}; m € (—10, —5).



Typ:

Diskriminant:

D >0

a>0

ax’ +bx+c=0 pro a # 0

D = b? — 4ac

—b++D

2 redlnd feseni 19 = 5
a

ax? +br +c=a(r —x1)(z — 13)

a<0

X1 X2

X1

X2

a>0

—b
1 realné feseni x9= —
2a

az® +bx +c = a(x — x9)?

a<0




D <0 zéddné reilné resSeni

rozklad na soucin neexistuje




Absolutni hodnota

Reste rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou:

lz—3/=9 2% + 3z — 2| =2
4
22 =1 o — 3] < 2
T —2
1
5] [2-32)>1 HEE
2= 30) 2 6] |°]z
2
T <1 02 — 7z 4 15| < 9
—x
Reste rovnice a nerovnice (intervalovou metodou):
(9] |z -1 +]z-2|=1 22+ 1| = |z — 1] + 2
S5x —3 4
7| — 2z + 1|+ 3z +2| =0 Br =3 td)
z(6 — x)
1-2z 2 —3x—4
13 <0 14 ———— 20

Vysledky: v e {—6; 12}; [2]z € {~4; =3; 0; 1};[3] z = —1; [4] =z € (1,5);
z € (=00,3) U (1,00); [6] = € (—3,0)U(0,3); [7] = € (—o0,—1); [8] = € (1,6);
(9] z € (1,2);[10] = € {—4; 2}; x=—2[12] 2 € (~o0,—4) U (0, 2) U (6, 00);
z € (—1,1)u(1,00); z € (—1,1)U (4,00).



Rovnice s abs. hodnotou:

la] = a pro a 2
—a pro a =
pro b = 0: |x| =10 — *=0>b nebo x=—b
pro b < 0: |x| =10 — nema feSeni
Nerovnice s abs. hodnotou:
prob>0: |*x| <b = —b<x<b
|*x| >0 = * < —b nebo x > b
prob<0: | x| <b = nema feseni
|*x| >0 = je splnéno vzdy
prob=0: | x| <b = nemd feseni
| x| >0 - *#0



Mocniny a odmocniny

Zjednoduste. U ptikladu s hvézdickou vysledek také zapiste jako mocninu x:

o P ms.% ()4

1 2,7
(+%)2 (2° - y)° 6] 55—
» x-x?-x . 5 8 1 5
T .’17\/E @ \4/5\/5
2.

Vysledky: :U4,:U€R;w—g,z#O;xu,xER;zg,z
x,yER;@m%m;ﬁO;%,m;ﬁO;\B/F,mER;@ Y, x
sz;\‘l/F,x>O;\/_—2\4/F+x,x§O.

*Vysledky: x 1 :U%; @ :Ul_12; x%; :U%.

ARV

Reste rovnice s odmocninou:

Vr+2=2 (2] Vz+1=-2
V2—z=1 Vh—z=x+1

Vysledky:$:14;:c:—9;a::1;:c:1.



|
Q
3w

r—S

(ab)" =a"-b" v as
a'l"
PE

Pro n liché je {/z definovdno pro z € R, pro n sudé je {/z definovano pro x = 0.

m

Proa>0, meN, neN: {/am™ =a~.

Pro x € R:
Va2 =z ...
POZOR! (a £b)? # a? + b2, ale
2

J
o

Vz2=xprox =0
Va2 = —x proz <0

(a £ b)? = a® & 2ab + b2

—
—

|




Exponencialni a logaritmické funkce

Reste rovnice a nerovnice:

15— 3-5%71 =0
27\ 775

[3] 1675 =4 (3)

33m-27>%

22 . 3% — 144

/43— — 1024

G-

(2] [»] [v]

1\ 22 1\ —2z+3
1) <G s S
2 < 2 32m—5 >
Reste rovnice a nerovnice:
1

@ log, (g) =z log 5(64) = x
log,(logs(logs )) =0 logg(z + 1) +logg(z +3) =1
logy(z+2) =3 logi(z+2) 23
log x| < 2 1< |logyz| <2

Vysledky::czl;a::z:ce{—%; 3};w——ﬁ,.:c6 —%,oo),@xe
(—1,0); €  (=00,-3) U (1,00); e (=00l
@x:—?);m=12;x:%;m=0;x€<6,oo),x€(2,—%);
z € (—100,0) U (0,100); z e (3,1)U(3,9).

~—



Typ: a® pro a € (0,1) U (1,00)

a>1 a<l1

,_/1

Pravidla pro pocitani:

3w

a"-a® =a""* (a")* =a"* (ab)" =a" - b" a® =a
G -dee (-l e
a) “a ¢ b/ b5 \a P
Typ: log,, () pro a € (0,1) U (1,00)
a>1 a<1
1
1
Definovéno: y = log,(x) praveé tehdy, kdyz a¥ = z
Specialné: Inz = log, (), logz = log,y(z)
Pravidla pro pocitani:
log,(A) +1og,(B) =log,(A-B)  log,(A*) =k -log,(4)  log,(a") =k
A 1 logy ()
log, (4) — log, (B) = log, (%) log, () = —log,(4) 1 b
0g,(A) —log,(B) = log, ( 5 08q (3 0g,(A)  log,(x) log, (a)

10



Goniometrické funkce

Urcete hodnoty:

sin 5 cos &
sin cos 7
G G
sin 0 cos 0
[o] te7 tg(~3)
sin(—g) cos

N

Vysledky: 1; (8] 3 [4] 2 [5] 4 [6] ¥ [7]0; [8] 1;[9] 15 [10] —/3;

FriET)

}_\
N[

Reste rovnice a nerovnice:

sinxz—% 2] cos(g—g):g
cotgz = 1 cotgz = —1
Si\r/l;—l—coszczo (6] 2cos?z —2sinzcosz =1
cosz < 0 sinz > 0

9] coswz tgz = —V/3

sina| 2 2 cosar] < L2

Vysledky: |1] 2 + 2km, 1T + 2k, @ ™ 4 Ak, T4 4k (3] T 4 ks [4] T + ke
—%+kﬂ;@%+k2,.{1} € (5 —|—2k7r,377r—|—2k7r);m € (2km, w4 2k7);
@$6<%+2k’7r,8§+2k7r);zE(—%%—kw,%%—kw);:UE(%—l—kW,%’T—l—knr);
12| x € (T + 2km, IF + 2kn).
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_M 0 n\/ =t ‘0 T

|

sin a cos jsou funkce 2m-periodické, tg a cotg jsou m-periodické;

D(cos) = D(sin) =R

D(tg) = U(—g +k7r,g+k7r) D(cotg) = | J (k.7 + k)
keZ kEZ
sin(x) = sin(m — ) = —sin(r + ) = —sin(27 — z) = —sin(—z) = sin(27 + x)
cos(x) = — cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2w — x) = cos(—x) = cos(2m + x)
. sin(x) _ 1
tg () cos(x)  cotg(x)
_cos(z) 1
cotg () = sin(z)  tg(x)

cos?(x) + sin®(z) = 1

12



Defini¢ni obory a prusecéiky

Urcete defini¢ni obor funkce f a pruseciky grafu s osami x, y:

f(z) :==1In(x + 3) flz):=vVr-1

f(z) =243z f(z) =+Va?+3zx+2

(@) = e (6] f()= iz

1 1—=x

/() Tz Inz /(@) _ln<1—|—:c>

0] sw)= () f(a) = V3%

fl) =22 £(@) i=In(e” ~ 1)
Vysledky — def. obory: x € (—3,00); z € (1,00); z € (—%,00);
E’ x € (—00,—2) U (—1,00); x € (—00,0) U (9,00); @ x € (1,00);
zl x € (0,1) U (1,00); x € (—1,1); @ x € (—00,—2) U (—2,1) U (1,0);
10 xER;mE(—oo,—l)U(—l,oo);xG(O,oo.

Vysledky — pruseciky s osou x: [—2,0]; . ,0]; [—2,0] a [-1,0
neexistuje; @ [1,0]; neexistuje; [O, ; @ neexistuje; [%,0]; [2,0];
In2,0].

Vysledky — pruseciky s osou y: [0,1n3]; neexistuje; [0, v/2]; [0,/2];
neexistuje; @ neexistuje; neexistuje; [0, 0]; @ [0, 4]; [0, —2]; [0, 2];

neexistuje.

O

Vyjadieni neznamé z rovnice

Z nésledujicich rovnic vyjadiete proménnou z. Urcete, pro jaka y maji rovnice smysl.

Inz =y —3 y= 1 e =27

T+ 2
1 1
=y -4 =y 6] S=y-2
1 11
Va =5y +15 N (9] ==y

Vysledky .:c—ey 3,y eR; .:c— y,ye( 00,3) U ( 300'.:U:ln2y—7)

7.x:i\/y_7y6 o0, 2> <27OO)7$_:E\/—2,Z/6(2OO)

@xzﬁ,yé(—ooﬂ)U(Q,oo);x=(5y—|—15)2, —3,00); .x—(y+1)2,
y € (~1,00);[9]z = 4*, y € (—00,0) U (0, 0).
13



Podminky:

% * £ 0

V* . x 2 0, podobné vsechny sudé odmocniny, tj. /*, ¥/, ...
In(*) e * > 0, podobné vsechny logaritmy, tj. log, ()

tg (%) x# 5 +kn, keZ

cotg (%) *#km, ke’

Je-li © = /%, potom také musi platit o = 0.
Podobné, je-li © = e*, musi ¢ > 0.

Pruseciky s osou x: vSechny body [z, 0], kde z je FeSeni rovnice f(x) = 0.
Prusecik s osou y: bod [0, f(0)], pokud 0 lezi v defini¢nim oboru funkce f.

Tvorba grafu.

Necht’ zndme graf funkce f(x). Necht’ ¢ > 0. Grafy dalsich funkei ziskdme
nasledujicim postupem:

flx)+¢c posunuti grafu o ¢ nahoru

flx)—c posunuti grafu o ¢ dolu

flz+¢) posunuti grafu o ¢ doleva

flx—c) posunuti grafu o ¢ doprava

f(—x) pireklopeni grafu kolem osy y

— f(x) pireklopeni grafu kolem osy x

cf(x) protazeni grafu c-krat ve sméru osy y

f(ex) smrsténi grafu c-krdt ve sméru osy x

|f(2)] preklopeni grafu nad osu z

f(|x|) graf napravo od osy y ponechat a navic preklopit kolem osy y doleva

14



Rozbor (vysSetfovani ) funkce

U nasledujicich funkci urcete defini¢ni obor, pruseciky grafu s osami z, y, nacrtnéte
graf, urcete z grafu obor hodnot, zjistéte kde je funkce rostouci a kde klesajici, zda je
omezend, najdéte funkci inverzni:

fla)=va—1+2 2] j)=2E

fla)=1— ¥z +2 f(z) =3 +In(1 + )
fla) =4 (6] f(r)=(+2)° -1
flz) =1—e*t? fl)=(z+2)%-1

Vysledky — def. obory: x € (1,00); r € (—o0,—3) U (—3,00); r € R;
xe(—l,oo);:ce (—oo,O)U(O,oo);@:ceR;:cER;:cER.

Vysledky — pruseciky s osou x: neexistuji; @ [—3,0]; [—1,0]; [e™3 —1,0];

(3,0 a [1,05;[6] [~1,0]; [ 7] [~2,0; [8] [~1,0] a [-3,0].

Vysledky — prusecik s osou y: neexistuje; [0, 1]; (0,1 — ¥/2]; [0, 3];
neexistuje; @ 0, 7]; [0,1— €2]; [0, 3].

Vysledky — graf:

2]

— s
[

™ A

—
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Vsledky — obory hodnot: [1] (2,00); [2] (~00,2) U (2, 0); [8] B; [4] B; [5] (~o0,4);
[6]R; [7] (—oc, 1);[8] (~1,00).

Vysledky — monotonie a omezenost: rostouci na (1, c0), omezend zdola; rostouci
na (—oo,—3) a na (—3,00); klesajici na R; rostouci na (—1,00); klesajici
na (—o0,0), rostouci na (0,00), omezend shora, @ rostouci na R; ﬂ klesajici na R,
omezend shora; klesajici na (—oo, —2), rostouci na (—2,00), omezena zdola.

, : ) . _ , _ 3y-3
Vysledky — inverzni funkce: x=y>—4y+5, y € (2,00); @ x = ;’_—y,
y € (—oo,2)U(2,oo);3:: (1—y)3 -2, yER;mzey_3—1, y € R;

_ 1 _ 1 ) _ :

ac =~ AT = =,y € (—oo,4),@x = 24+ JYy+1, y € R;
:c =In(l—-y)—2,y € (—oo,l);:c = 24+ Vyt+lazx=-2-y+1,

y € (—1,00).

Piiklady k zapoctu

U nasledujicich funkci urcete defini¢ni obor, pruseciky grafu s osami z, y, nacrtnéte
graf, urcete z grafu obor hodnot, zjistéte kde je funkce rostouci a kde klesajici, zda je
omezend, najdéte funkci inverzni:

fla) =" f@) =2+ fa)=1-1n(x ~2)

T x4+ 1)3
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