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JAK JETO S PRUMERY?

Popis aktivity

Geometrickd interpretace aritmetického, geometrického a harmonického prdméru. Dokazovani
nerovnosti.

Predpokladané znalosti

Thaletova kruZnice, Eukleidovy véty, dlkaz sporem.

Potiebné pomlicky

L 4

Zadani
1. Jsou dana kladnd redlna &isla a,b. Aritmeticky pramér &isel a,bje definovan vztahem

a+b
A(a,b) :T, geometricky primér vztahem G (a, b) =+/a-b apro harmonicky pramér

2ab 2

plati H (a,b): 10 =
+

=1 1 Najdéte geometrickou interpretaci jednotlivych priiméra.
a b
2. Dokazte, Ze pro vsechna kladnd realna ¢isla a,b plati: A(a, b) >G (a, b) >H (a, b) .

Mozny postup feSeni, metodické poznamky
1. Jsou-li kladna redlna &isla a,b velikostmi dvou usedek a sestrojime-li Use¢ku AB, jejiz

a+b
velikost je a+b, pak velikost use¢ky AS, kde S je stfed Usecky AB je pravé , COZ je

A(a,b). Je to vsak také polomér Thaletovy kruznice nad primérem AB neboli velikost

libovolné téznice pravouhlého trojuhelnika ABC s preponou délky a+b avrcholem C na
Thaletové kruZnici.

_'; a+b 5 u .Fj’

Pro geometrickou interpretaci geometrického priméru sestrojime znovu Thaletovu kruznici
nad primérem a+b a pravouhly trojuhelnik ABC svy$kou na pfeponu v bodé P, kde

|AP| X |PB| =a:b. Pak podle Eukleidovy véty o vyice je velikost této vysky ~va-b, coi je
G(a,b).

Autorem materidlu a vSech jeho ¢dsti, neni-li uvedeno jinak, je M. Hrubd
Financovdno z ESF a stdtniho rozpoctu CR.
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Také pro zndzornéni harmonického priiméru vyuzijeme Thaletovy kruznice nad priimérem
a+b apravouhlého trojuhelnika ABC stéZnici SC a s vyskou na pfeponu v bodé P jako
v predchazejicim pripadé.

V pravouhlém trojuhelniku SPC sestrojime vysku na pfeponu SC spatou Q. Podle
. y Ly ., , . 2 a+b
Eukleidovy véty o wysce v trojahelniku SPC je |PQ| = T—X kde X:|QC| a

2
podle Pythagorovy véty v trojuhelniku PQC je |F’Q|2 :(\/ab) —x?. Porovnanim obou

a+b
vztah( dostaneme X-(T— XJ =ab-x°

X- a—er—x =ab-x?
2

a+b ab 2ab 2
X-——=ab, tedy X = = = =H(a,b).
2 " T axb asb 11 (.0)
2 a b
, tedy zda se, Ze skutecné plati
A(a, b) >G (a, b) >H (a, b), kde a,b jsou velikosti Usecek, tedy kladna redlna &isla.

Toto tvrzeni vSsak musime dokazat.
Zvolime dlikaz sporem, budeme proto predpokladat, Ze existuje dvojice kladnych realnych
&isel a,btak, Ze dokazované tvrzeni neplati, ¢ili plati jeho negace, to znamena

A(a,b)<G(a,b)<H(a,b).
Pfedpokldaddame nejprve, Ze A(a,b)<G(a,b) pro néjakou dvojici a,b, tedy Ze plati

2. Na poslednim obrazku vidime, Ze |SC|Z|PC|Z

Autorem materidlu a vSech jeho ¢dsti, neni-li uvedeno jinak, je M. Hrubd
Financovdno z ESF a stdtniho rozpoctu CR.
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a+b
———</ab . Vzhledem k podmince, e a,b jsou kladna redlna &isla, miZeme provést

postupné ekvivalentni Upravy:
a+b<2-Jab

(a+b)2 < 4ab (*)
a’ +2ab+b® < 4ab
a’-2ab+b’<0

(a—b)2<0

Posledni nerovnost neplati pro Zadnou dvojici redlnych Cdisel, doslo tedy ke sporu

a+b
s pfedpokladem — predpoklad neplati, musi platit jeho negace, tj. T >+/ab pro viechna

kladna redlnd ¢&isla a,b, tedy A(a, b) >G (a, b).
Stejné budeme predpokladat, Ze A(a,b)< H (a,b) plati pro néjakou dvojici a,b, tedy
a+b 2ab

T<—b. Hned ve druhém kroku dostdavame nerovnici (*)(a+b)2 <4ab, proto i
a+

v tomto pripadé mlzeme potvrdit platnost vztahu A(a,b) >H (a,b). Ke stejnému zavéru

stejnym postupem dospéjeme i ve tietim pripadé.

Doplnkové aktivity

K zajimavé geometrické interpretaci mizeme dospét za predpokladu a=Db. Zaci sami mohou
nacrtnout odpovidajici obrazek.

Autorem materidlu a vSech jeho ¢dsti, neni-li uvedeno jinak, je M. Hrubd
Financovdno z ESF a stdtniho rozpoctu CR.



