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JAK JE TO S PRUMERY? — RESENI
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1. Jsou-li kladna redlna &isla a,b velikostmi dvou uselek a sestrojime-li usecku AB, jejiz

a+b
velikost je a+Db, pak velikost Gse¢ky AS, kde S je stied usec¢ky AB je pravé , CO% je
A(a,b). Je to vsak také polomér Thaletovy kruznice nad primérem AB neboli velikost

libovolné téznice pravouhlého trojuhelnika ABC s pfeponou délky a+b a vrcholem C na
Thaletové kruznici.

)
e

a+b S a+h

Pro geometrickou interpretaci geometrického prliméru sestrojime znovu Thaletovu kruZznici
nad primérem a-+b a pravouhly trojuhelnik ABC svy$kou na pfeponu v bodé P, kde

|AP| : |PB| =a:b. Pak podle Eukleidovy véty o vy3ce je velikost této vysky ~va-b, coi je
G(a,b).

Také pro znazornéni harmonického pridméru vyuzijeme Thaletovy kruZznice nad primérem
a+b a pravouhlého trojuhelnika ABC s téZnici SC a s vyskou na pfeponu v bodé P jako
v predchazejicim ptipadé.

V pravouhlém trojuhelniku SPC sestrojime vysku na
preponu SC spatou Q. Podle Eukleidovy véty o

a+b
vysce v trojuhelniku SPC je |PQ|2 = X'(T_X] )
kde x = |QC| a podle Pythagorovy véty v trojuhelniku

PQC je |PQ|2:(\/%)2—X2. Porovnanim obou
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a+b
vztah( dostaneme X-(T— Xj =ab—-x°

xa—+b—x =ab-x?
a+b ab 2ab 2
X.T—ab,tedy X_a+b_a+b_1+1_H(a’b)'
2 a b

2. Na poslednim obrazku vidime, Ze |SC| > |PC| >
A(a, b) >G (a, b) >H (a, b), kde a,b jsou velikosti Usecek, tedy kladna redlna &isla.

Toto tvrzeni vSsak musime dokazat.
Zvolime dlikaz sporem, budeme proto predpokladat, Ze existuje dvojice kladnych realnych
Cisel a,btak, Ze dokazované tvrzeni neplati, ¢ili plati jeho negace, to znamena

A(a,b)<G(a,b)<H(ab).
Pfedpokldaddame nejprve, Ze A(a,b)<G(a,b) pro néjakou dvojici a,b, tedy Ze plati

, tedy zda se, Ze skutecné plati

a+b
T<\/ab. Vzhledem k podmince, Ze a,b jsou kladna redlna &isla, miZzeme provést

postupné ekvivalentni Upravy:
a+b<2-Jab

(a+b)2 <4ab (*)
a’ +2ab+b’ < 4ab
a’-2ab+b’<0

(a—b)2<0

Posledni nerovnost neplati pro Zadnou dvojici readlnych Ccisel, doslo tedy ke sporu

a+b
s predpokladem — predpoklad neplati, musi platit jeho negace, t;. T >+/ab pro véechna

kladn4 redlna &isla a,b, tedy A(a,b)>G(a,b).
Stejné budeme predpokladat, Ze A(a,b)< H (a,b) plati pro néjakou dvojici a,b, tedy
a+b 2ab

T<—b. Hned ve druhém kroku dostdavame nerovnici (*)(a+b)2 <4ab, proto i
a+

v tomto pripadé mlzeme potvrdit platnost vztahu A(a,b) >H (a,b). Ke stejnému zavéru

stejnym postupem dospéjeme i ve tietim pripadé.
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