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Kapitola 1

Jev, nahodny jev, pravdépodobnosti
nahodného jevu

1.1 Axiomaticka definice pravdépodobnosti

Kazdému nahodnému pokusu miizeme priradit mnozinu €2, tj. mnozinu vsech moznych
vysledkt pokusu. P¥i hodu kostkou je 2 ={1,2,3,4,5,6}, pii hodu minci je 2={rub,lic}
pii hodu dvéma mincemi je Q={{rub,rub} {lic,lic} {lic,rub} ,{rub,lic}}.
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Prvky w € ) nazyvame elementarnim: jevy,
podmnoziny mnoziny ) jevy.

Jev jisty - €) - je takovy jev, ktery nastane pii kazdé realizaci pokusu.
Jev nemozny - () - je takovy jev, ktery nenastane pii zadné realizaci pokusu.

Definice 1.1 Necht A je neprdzdny systém podmmnoZin mnoziny Q # 0 takovy,
ze

a)) e A

b) je-li A€ A, pak A e A

c) jsou-li A; € A, i = 1,2,..., pak U2 A; € A.

Pak A nazyvame o-algebrou.
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Zapis pravdépodobnostni interpretace
weA jev A nastal, vysledek w nadhodného
pokusu je pfiznivy jevu A

A je podjev jevu B (jev A nastane,
ACB kdykoliv nastane jev B)

rozdil jevu B a A (jev, ktery nastane
B—-A pravé tehdy, kdyz nastane jev B a
zéroven nenastane jev A)

doplnék jevu A (jev, ktery nastane
A=Q— A | pravé tehdy, kdyZ nenastane jev A)
sjednoceni jevii A, B (jev, ktery na-
AUB stane praveé tehdy, nastane-li aspon
jeden z jevi A, B)

prunik jevii A, B (jev, ktery nastane
ANB pravé tehdy, nastanou-li oba dva jevy
soucasné)

jevy A, B nazveme disjunktni (ne-
AN B =1 | mohou nastat soucasné)

Vi #£ j jevy Aj ... A, tvori rozklad jevu C'
U?::[AZ' == C

Tabulka 1.1: Zapis zékladnich pravdépodobnostnich relaci a operaci.
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o-algebra A je tedy mnozinovy systém uzavieny vzhledem k dopliku a spocetnému
sjednoceni. Prvky o-algebry nazyvame nahodné jevy. Uvedme si nyni nékteré dalsi
vlastnosti nahodnych jevti:
1) Jev jisty je ndhodny jev Q2 € A.
2) Rozdil dvou nédhodnych jevi je ndhodny jev
A Be A= B—-AecA

3) Priinik spocetné mnoha nahodnych jevi je ndhodny jev

Al,AQ, ..eA=> m?ilAi c A.

Dvojici (€2, A) nazyvame jevové pole.

Priklad 1.1 NechtQ) ={1, ..., n}. Pak potencni mnoZina P(X)) (tj. mnoZina
vsech podmnozin (1) je o-algebra a neexistuje mensi o-algebra obsahugjici vsechny
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elementarni jevy {w}, w € (0.

Priklad 1.2 Necht €2 = R. Pak potencéni mnoZina je také o-algebra, ale exis-
tuje i mensi o-algebra, které ddvame prednost. Napt. Borelovskd o-algebra (1.
nejmensi o-algebra obsahujici vSechny oteviené podmnoziny R). Borelovskd
o-algebra obsahuje vsechna spocetnd sjednoceni otevrenych mnozin, ale take 1
vsechny uzavrené podmnoziny R.

Definice 1.2 Necht Q) # ), A je o-algebra definovand na ). Pak pravdépodob-
nosti libovolneho nahodného jevu A nazveme libovolnou redlnou funkci P defi-
novanou na A, kterd splnuje

2) P() =1, P(0) =0,

b) P(A) > 0VAe€ A,
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c) pro kaZdou posloupnost disjunktnich jevi {A,}>°, plati
(U7Z14)) ZP

Trojice (2, A, P) se nazyvd pravdépodobnostni prostor.

Nekteré vlastnosti pravdépodobnosti.

1) P(0) =0,

2) P je konetné aditivni, tzn., jestlize Ay,..., A, € A, AiNA; =0 Vi#j, i,j=
1,....n= P(ULA) =510 (A,

3) P je monoténni: A, B € A, AC B = P(A) < P(B),
4) A Be AJAC B= P(B—A)=P(B)— P(A),
5) P(A)=1—- P(A),VA € A,
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6) PLAUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) pro libovolné A, B € A,

7) P(UX,A;) <> P(A;), pro libovolnou posloupnost {A4;} v A,
8) A, € A, A C Ay C As...,A=U2 A, = P(A) = lim,_ P(A,),
9) A, € .A A DA D A;g.. A = mzozlAn — P<A) = lim, P(An)a

Vlastnost 6) lze indukei rozsifit na libovolny konecny pocet jevi, a to nasledovné:

n—1 n
P(U™A;) ZP )= ) P4 nA)+ (1.1)
i=1 j=i+1
n—2 n—1 n
w3 YN P(A NA NA) L ()P A)).

—
i=1 j=i+1k=j+1
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1.2 Klasicky pravdépodobnostni prostor

Definice 1.3 Pravdépodobnostni prostor (), A, P) nazveme klasickym pravdeé-
podobnostnim prostorem, jestlize

a) mnozina ) je koneénd o m prvcich a vSechny mozné vysledky jsou stejné
pravdépodobné, tzn. oznacime-li postupné€ py,...,p, pravdépodobobnosti
jednotlivych vysledki elementarnich jevi, pak p1 = po = ... = pp = %

(je-li moznych vysledki m),
b) za o-algebru A vezmeme systém vsech podmnozin mnoziny ),

c) pravdépodobnost P ndhodného jevu A je rovna
m
P(A) ===,
m
kde m4 je pocet vysledki priznivych jevi A a m je pocet vsech moznych
vysledku nahodného pokusu. Pravdépodobnost takto definovanda se nazyva kla-
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sicka pravdépodobnost.

Ctenar si sam oveéri, ze klasicka pravdépodobnost je pravdépodobnosti ve smyslu
definice 1.2, tzn. ovéri vSechny tTi axiomy.

Priklad 1.3 Hdzime dvéma kostkami. Stanovte pravdépodobnost jevu A
"na kostkach padne soucet mensi nez 57.

Jsou-li jevy disjunktni, jejich pravdépodobnosti se séitaji.

Priklad 1.4 V urné mdme 32 karet, z toho 4 esa. Dvakrdt za sebou vytihneme
ndhodné jednu kartu s tim, Ze po pronim tahu ji a) vrdatime zpét do urny, b)
nevratime. Stanovte pravdepodobnost jevu A ”alesporn jedna z vytaZenych karet

je eso”.

Dvé reprezentace: 1) rozliSujeme potadi, 2) nerozliSujeme poradi.
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Princip inkluze a exkluze. Pouziti dopliikového jevu.

Priklad 1.5 Hazime jednou Sesti kostkami, pricemz kaZdou kostku si ocis-
lujeme jednim z cisel 1,...,6 (kaZdd kostka bude ocislovand jingm cislem,).
Jaka je pravdépodobnost, Ze alespon na jedné kostce bude pocet ok souhlasit
s cislem, jimz jsme kostku oznacili?

Priklad 1.6 V osudi je n listki ocislovanych cisly 1 aZ n; r-krdt po sobé
vytahneme po jednom listku, pricemz kaZdy listek po tahu vracime zpét. Jakd
je pravdépodobnost, Ze v r tazich vyjde kaZdé z n cisel asporn jednou? (Pred-
pokladejme, Ze n < ).

1.3 Geometricka pravdépodobnost

O geometrické pravdépodobnosti mluvime v pripadé, Ze

a) Q C RY.
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b) A = B(Q)) je Borelovskd o-algebra na €) (tj. nejmensi o-algebra obsahujici
vSechny oteviené podmnoziny €2).

c) P(A) = Z ZE“S;, kde 114 je d-rozmérné Lebesqueova mira. Pro nase tcely postad,
pokud si pod p!(A) piedstavime délku mnoZiny A, pod p?(A) obsah A a pod

13 (A) objem A.

Geometricka pravdépodobnost je vhodnym modelem tam, kde vysledkiim pokusu
Ize jednozna¢né piitadit body w € Q C R? a kde zadnym vysledkiim nelze dat
prednost pred ostatnimi.

Priklad 1.7 Autobusy prijizdeji na zastavku pravidelne v 10 minutovich in-
tervalech. Student prijde na zastavku v nahodném case. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze bude cekat déle neZ 5 minut?

Priklad 1.8 Duvé osoby (I, II) prijdou na misto schuzky mezi 12. a 13. hodi-
nou. Doby prichodu o0sob jsou ndhodné a nezavislée. Ten, kdo prijde na misto
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schizky, ceka 20 minut a nedockd-li se druhého, odchadzi. Jakd je pravdépodob-
nost, Ze se osoby setkaji?

1.4 Dalsi priklady pravdépodobnostnich prostoru

. Diskrétni
a) () = {wl,wg, .. }
b) A je mnozina vSech podmnozin €.

¢) Jsou dany pravdépodobnosti elementarnich jevit P(w;), které spliiuji: > >0, P!
1. Pak pravdépodobnost libovolného jevu je dana jednoznacné vztahem

P(A) = ) _eq Plwi).
. Spojity
a) Q =R.
b) A = B(R) je Borelovska o-algebra nad R.
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c) Je déna funkce f: R — [0, 00] takovd, Ze [, f(x)dz = 1. Pak pravdépodob-
nost libovolného jevu A € A je dana jednoznacné vztahem

P(A)—/Af(a:)da:.



Kapitola 2

Podminéna pravdépodobnost, nezavislost

2.1 Podminéna pravdépodobnost

Definice 2.1 Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (Q, A, P) a ndhodné
jevy A, B, kde P(B) > 0. Podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky,

15
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zZe nastal jev B, definujeme vztahem
P(AN B)

PUAIB) = =5

(2.1)

Véta 2.1 Necht je dan pravdépododnostni prostor (), A, P) a ndhodny jev B,
kde P(B) > 0. Potom pro libovolnj jev A € A plati:

a) P(A|B) >0,

b) P(QB) =1,

c) P(US A, B) =", P(A,|B) pro kazdou posloupnost { A, } disjunktnich

Jevl.

Vv

Poznamka 2.1 Véta 2.1 rikd, Ze podminénd pravdépodobnost md wvsechny
zakladni vlastnosti pravdépodobnosti nepodminéné (definice 2.2), a tudiZ je
to takée pravdépodobnost.
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Véta 2.2 (o nasobeni pravdépodobnosti):
Pro libovolnou posloupnost ndhodngch jevi Ay, As, ..., Ay, takovych, Ze P(A1N
AQ N ... N An—l) > O, platz’

P(NiLAi) = P(A)P(As]A)P(As[Ar NAy). .. (2.2)
PAJATN AN N AL,

Priklad 2.1 Z urny, ve které je n bilych a n cernych kulicek, nahodné vy-
bereme n-krdt po dvou kulickach bez vraceni vytaZenych kulicek. Urcete, jakad
je pravdépodobnost, Ze vidy vytahneme jednu bilou a jednu cernou kulicku.

2.2 Nezavislost

Uvazujme nyni dva nahodné jevy A a B. Jestlize pro né plati

P(A|B)= P(A) a P(B|A) = P(B), (2.3)
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pak mluvime o jejich vzajemné nezavislosti. Z (2.3) vidime, Ze pravdépodobnost
jevu A podminénd jevem B nezévisi na jevu B a naopak. Z (2.3) a z definice
podminéné pravdépodobnosti pak dostavame nasledujici definici nezavislosti dvou
nahodnych jevi.

Definice 2.2 Ndhodné jevy A a B jsou nezdvisle, jestlize plati
P(ANB)=P(A)- P(B). (2.4)

Pojem nazavislosti miizeme rozsitit i na skupinu nahodnych jevi.

Definice 2.3 Necht A, As, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze jsou skupi-
noveé (totdlné) nezavisle, jestlize pro libovolnou posloupnost indexi
{k1,koy ... K.} CH{L,....,n}, m=2,...,n plati

P(Ak:l M A;{;Q MN...N A;{;T) = P(Ak:l) . P(Akz) L P(Ak:n) (2.5)

Definice 2.4 Necht A, ..., A, jsou ndhodné jevy. Rekneme, Ze jsou po dvou
nezdavisle, jestlize jevy A;, A; jsou nezdvislé pro vsechna i,j =1,...,n, i # j.
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Priklad 2.2 Pri hodu dvéma mincemi uvazZujeme tyto nahodné jevy:
Aq ... jev spocivajict v tom, Ze na 1. minci padne rub,

Ay ... jev spocivajici v tom, Ze na 2. minci padne lic,

As ... jev spocivajici v tom, Ze na obou mincich padne rub, nebo lic.
Zjistéte, zda dan€ jevy jsou skupinove nezauvisle.

Priklad 2.3 Profesor zapomene destnik pri kazdée ndvstéve obchodu s pravdépod
nosti i. Jestlize navstivil ¢tyri obchody a prisel domi bez destniku, jakd je
pravdépodobnost, Ze jej zapomnél v poslednim obchode?

Pravdépodobnosti nezavislych jevii nasobime.

Véta 2.3 Necht A, B jsou nezdvislé ndhodné jevy. Pak dvojice jevi (A, B),
(A, B), (A, B) jsou nezdvislé.

Véta 2.4 Necht Ay, ..., A, jsou skupinové (totdlné) nezdvislé jevy. Potom
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plati nasledujici
n

P(ULA) =1—]]I1 = P(A)). (2.6)

1=1

Priklad 2.4 Béhem dne se v porodnici narodilo 10 déti. Pravdépodobnost
narozent chlapce je p = 0,514. Jaka je pravdépodobnost, Ze behem tohoto
dne se narodil v porodnici alesporn jeden chlapec?

Véta 2.5 Ndhodné jevy A, B, kde 0 < P(B) < 1, jsou nezdvislé pravé tehdy,
kdyz
P(A|B) = P(A|B). (2.7)



Kapitola 3

Celkova pravdépodobnost, Bayesuv vzorec

Véta 3.1 (O celkové pravdépodobnosti) Necht Ay, As, ...jsou ndhodné
jevy tvorict rozklad jevu jistého, tzn.

Necht tyto ndhodné jevy maji postupné pravdépodobnosti P(Ay), P(As),. ..,
pricemz P(A;) >0, Vi =1,2,... Uvazujme libovolny ndhodny jev B, u néhoz

21
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zname podminénée pravdépodobnosti
P(B|A), Vi=1,2,...

Potom
o0

P(B)=Y_P(4) P(B|A). (3.1)

1=1

Priklad 3.1 Ve mésté jsou tri obchodni spolecnosti. Pod pruni obchodni spolecn
spadd 20 obchodi, pod druhou 15 obchodi a pod treti 10 obchodi. Pri ndavstéve
obchodu prvni spolecnosti budete oSizen s pravdépodobnosti 0,15, v obchodé
druhé spolecnosti 0,08 a u treti spolecnosti s pravdépodobnosti 0,05. Jakad je
pravdépodobnost, Ze pri ndakupu v tomto mésté budete osizen?

Véta 3.2 (Bayesova véta) Necht jsou splnény predpoklady véty 3.1. Pak

P(A;|B) = Z;(i‘(i?) -'Z((léiiAj)’ i=1,2,... (3.2)
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Priklad 3.2 Pri vysetrovani pacienta je podezieni na 3 navzdjem se vylucu-
gict memoct. Pravdépodobnost vyskytu pruni nemoci je 0,3, druhé 0,5 a treti
nemoci 0,2. Laboratorni zkouska ddva pozitivni visledek v 15% nemocnych
na proni nemoc, u 30% nemocnych na druhou nemoc a u 30% na treti nemoc.

Jaka je pravdépodobnost vyskytu druhé nemoct, jestlize po vykondni labora-
tornt zkousky je vysledek pozitivni?

Poznamka 3.1 Pravdépodobnosti P(A1), P(As), ... v (4.4) se nazyvaji apri-
orni a jevy Ay, Ao, ... se nazyvaji hypotézami. Pravdépodobnosti P(A;|B) nazjvd
aposteriorni.

Priklad 3.3 (AIDS).

Krevnt test na pozitivni virus HIV nemusi vZdy spravné identifikovat chorobu.
Mohou nastat dva druhy chyb.

1. Test spatné indikuje pozitivitu,
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2. test spatneé indikuje negativitu.

Statistickym pozorovdanim bylo zjisténo, Ze tento test je velmi spolehlivy, pre-
snéj, je-li objekt infikovan, bude test pozitivni s pravdépodobnosti 0,995. Neboli
P(Poz|Inf) = 0,995, odtud dostavdme, Ze pravdépodobnost chyby 1. druhu je
P(Neg|lInf)=0,005. Podobné P(Neg|Nelnf)= 10,995 a pravdépodobnost 2.
chyby je P(Poz|Nelnf) = 0,005.

Predpokladejme, Ze bude vydan zdkon, ktery naridi vsem lidem provést tento
"presny” test, aby mohli byt identifikovani vsichni infikovant lide. Jestlize pak
nahodné vybereme jednoho cloveka s pozitivnim vysledkem testu, ptame se,
jakd je pravdépodobnost, Ze skutecne ma HIV. Neboli zajimd nads pravdépodob-
nost P(Inf|Poz), kterou uréime podle Bayesova vzorce:

P(Poz|Inf) - P(Inf)
(Poz|Inf)- P(Inf)+ P(Poz|Nelnf)- P(Nelnf)

P(Inf|Poz) = 2

Zbyvd ndm urcit apriorni pravdépodobnosti P(Inf), P(Nelnf). Napr. v USA
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v roce 1996 bylo 293.433 infikovanych lidi, coZ vede k odhadim

P(Inf) = 0,001 a P(Nelnf) = 0,999.

Po dosazeni dostavame
0,995 - 0,001

P(Inf|Poz) =
(Inf1Poz) = 5595 0,001 70,005 . 0,999

— 0, 16.

Muzeme tedy mluvit o stésti, Ze takovy zdkon nebyl nikdy vytvoren, protozZe
pouze 16% pozitivnich lidi by bylo skutecné infikovanych HIV.



Kapitola 4
Nahodna veli¢ina

4.1 Definice nahodné veli¢iny

Definice 4.1 Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlnou funkci
X definovanou na () nazyvame ndahodnou velicinou, jestlize X je meéritelné

zobrazeni X : (2, A) — (R, B), tj.
{we: X(w)eBle A (4.1)

26
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pro libovolnou borelovskou mnoZinu B € B (B je o-algebra borelovskijch podm-
nozin, tj. nejmenst o-algebra obsahujici systém vsech otevrenych podmnozin
R).

Poznamka 4.1 Ndhodné veliciny budeme znacit velkymi pismeny: X,Y, Z ...
Hodnoty, kterych mohou ndahodné veliciny nabyvat, budeme znacit malymsi pis-
meny x,, z.

Misto {w € Q : X(w) € B} budeme zjednodusené psat {X € B} a misto
{w e N: X(w) < x} budeme zjednodusené psat {X < x}.

Poznamka 4.2 Soucty, souciny a podily nahodnych veli¢in jsou ndhodné velicir
umocnéni nahodné veliciny prirozenym cislem, ndsobeni nahodné veliciny skaldr
jsou opét nahodné veliciny.

Priklad 4.1 Necht) ={1,2,3,4,5,6} predstavuje prostor vsech vysledki nahod:
ného hodu kostkou. Za oc-algebru A vezmeme systém vsech podmmnozZin ).
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Pravdépodobnost P(A) ndhodného jevu A € A je rovna poméru priznivich
jevi ke vsem jevim. Toto odpovidad klasickému pravdépodobnostnimu pros-
toru. Nyni na tomto prostoru (2, A, P) zkonstruujeme ndahodnou velicinu X ,

ktera md hodnotu 1, padne-li 6, a hodnotu 0, padne-li néco jineho. Nebol:
X6)=1aX((i)=0,1=1,...,5.

X :({1,2,3,4,5,6}, A, P) — {0, 1},

P(w=35)=P(5) = 1/6,

PlweQ: Xw)=0)=P(X=0)=5/6, PweQ: X(w)=1)=P(X =1) =
1/6.

P(X<2)=P(X=0+P(X=1)=1.
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4.2 Distribuéni funkce

Definice 4.2 Necht X je ndhodnd velicina. Jeji distribucni funkci nazijvame
realnou funkci F'x redlné proménne x definovanou

Fy(x)=P(X <z)=P{w: X(w) < z}). (4.2)

Definice distribu¢ni funkce mé smysl, nebot z definice ndhodné veli¢iny X vime, Ze
{w: X(w) <z} € A tzn. {w: X(w) < x} je ndhodny jev a kazdému nahod-
nému jevu miizeme priradit pravdépodobnost. Distribuc¢ni funkce je definovana pro
vSechna x € R.

Priklad 4.2 Distribucni funkce F' nahodné veliciny definované v predchozim
prikladu je pak definovdna takto:

F(x) =0, pokud z <0,

F(x)=5/6, pokud 0 < x <1 a

F(x)=1, pokud z > 1.
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Distribuc¢ni funkce maji urc¢ité spole¢né vlastnosti.

Véta 4.1 (vlastnosti distribuc¢ni funkce) Distribucni funkce Fx(x) nd-
hodné veliciny X je

a) neklesagict, tj. pro libovolné a,b € R, a < b, plati Fx(a) < Fx(b),

b) zleva spojita v libovolném bodé = € R,

c)lim, . o Fx(x)=0,lim, .o Fx(z)=1,

d) md nejuyse spocetné bodiu mnespojitosti; tyto body mespojistosti jsou
1. druhu (tj. skoky) a velikost skoku v bodé xy je

FX(CES_) — FX<$0> = P({w e ) X(UJ) = 330}),
kde Fx(x{) = lim,, .+ Fx(x).

Poznamka 4.3 Je-li distribucni funkce Fx(x) spojitd v bodé xq, pak velikost
skoku v bodé xy je rovna nule tzn. P({w : X(w) =z} = 0.
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Tyto tvahy nas vedou k rozdéleni ndhodnych velic¢in na dva zakladni typy, na diskrétni
a absolutné spojité nahodné veliciny. Distribuc¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny
je konstantni az na spocetné mnoho bodti, ve kterych méa skok. Distribuc¢ni funkce
absolutné spojité nahodné veliciny je spojita, a tudiz neobsahuje zadné skoky:.

4.3 Diskrétni nahodné veli¢iny

Definice 4.3 Ndhodna velicina X se nazyva diskrétni, jestliZe existuje po-
sloupnost redlnych cisel {x,} a odpovidajici posloupnost nezdapornych cisel
{p,} takovd, Ze

an =1, kde p, = P(X = z,). (4.3)

n=1

Distribuc¢ni funkce diskrétni ndhodné veli¢iny X ma tvar

Fx(r)=P(X <z)= Y PX=z)= > p (4.4)

{n:xp<zx} {nxp<x}
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a
Pla<X <b)=Fx(b)~Fx(a)= Y PX=xz)= Y pa
{n:a<z,<b} {n:a<z,<b}

pro libovolna realna ¢isla a, b, kde a < b.

Poznamka 4.4 Distribucni funkce je schodovita funkce se skoky v bodech x1,

To, ...a je konstantni na intervalech (x,,T,.1]. Velikost skoku v bodé x, je
= P(X =uz,).

Priklad 4.3 Uvazujme ndhodnou velicinu X, jejiz hodnota uddvd pocet tele-
fonnich vyzev za 1 minutu. Distribucni funkce F ani pravdépodobnosti {p,}
nejsou znamy. Sledovali jsme 60 realizact této nahodné veliciny a zaznamenals
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3, 2, 2, 8, 1, 1, 0, 4, 2, 1
1, 4, 0, 1, 2, 3, 1, 2, 5, 2
, 3, 0, 2, 4, 1, 2, 3, 0, 1, 2
vystedhy. 1, 3,1, 2,0, 7, 3 2 1, 1
4, 0, 0, 1, 4, 2, 3, 2, 1, &
2, 2, 8, 1, 4, 0, 2, 1, 1, 5

Jednotlivé realizace nahodné veliciny X jsou nezavislé, mdme tedy k dispozici
ndhodny vybér (tj. X1, ..., Xgo jsou nezdvislé stejné rozdélené ndahodné velici-
ny s distribucni funkci F).

Vytvorme si tabulku absolutnich a relativnich cetnosti vyskytu jednotlivych
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Pocet telefonnich
vyzev za 1 min | Absolutni cetnost| Relativni cetnost
0 8 0,133
1 17 0,283
) . 2 16 0,266
vysledkaii. 3 70 0,166
4 6 0,1
5 2 0,033
7 1 0,016
Celkem 60 1

Relativnt cetnosti nam odhaduyji pravdépodobnosti p,. Vzhledem k zakonu velkych
cisel (viz veta 12.4) je tento odhad vhodny. Vezméme tedy tyto p, jako skutecné
pravdépodobnosti p, = P(X =n). MuZeme pak zakreslit distribucni funkci F.

Neékdy se misto zobrazeni distribucni funkce pouzivda zobrazent relativnich cet-
nosti neboli histogram.
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10] S
08

02f

Obréazek 4.1: Distribuéni funkce Fx(z).

4.4 Absolutné spojité nahodné veliciny

Definice 4.4 Nahodna velicina X se nazyvd absolutné spojita, jestliZe existuje
nezapornd integrovatelna funkce fx takovd, Ze plati

Fy(x)=P(X <) = /x fx(t)dt, =z € (—o0,00). (4.5)

Funkce fx se nazyva hustotou rozdélent pravdépodobnosti.

Poznamka 4.5 Misto "P|X md vlastnost V| = 1" budeme Tikat ”X md vlast-
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2 4 6 8

Obrazek 4.2: Histogram X.

nost V skoro jisté.” Casto budeme uZivat zkratku s.j.

Véta 4.2 (Vlastnosti hustoty) Necht fx(z) je hustota rozdéleni pravdépo-
dobnosti nahodné veliciny X . Pak plati:

a) fx(z) = L Fx(x) s.
b) |7 fx(z)dr =1
c) Pla< X <b) = Fx(b) — f fx(z)dx pro libovolnd redlnd cisla



KAPITOLA 4. NAHODNA VELICINA
a,b, kde a < b.

37

Priklad 4.4 Uvazujeme hypotetickou populaci ryb. Je znamo, Ze funkce umi-
rant ryb zdvist na kvadratu délky zZivota a Ze Zadna ryba se nedoZije vice nez
10 let. Neboli F(x) je dana vztahem

0 z <0
F(x)—{(c-w)2 0<z <10
1 x > 10

a) urceme konstantu c tak, aby F(x) byla distribucni funkce,
b) spoctéme hustotu umirani v rybi populaci,

c) spoctéme pravdépodobnost, Ze ryba zemie mezi 3. a 4. rokem Zivota.
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Priklad 4.5 Urcete koeficient ¢ tak, aby funkce
2 T
c-xr°-e 0<z<l1
flw) = { 0 jinde

byla hustotou néjaké nahodné veliciny.

38
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Charakteristiky nahodnych velic¢in

Definice 5.1 a) Necht X je diskrétni nahodnd veli¢ina nabyvagici redlngch
hodnot xy, xs, 3, ..., tzn. takovd, Ze P(X = x;) = p;. Pak stredni hodnota
EX ndahodné veliciny X je tvaru

1=1

pokud Tada v (5.1) konverguge.

39
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b) Necht X je absolutné spojitd ndhodnd veli¢ina s hustotou fx. Pak stredni
hodnota nahodné veliciny X je

EX — /_ " (@), (5.2)

pokud integrdl existuje.

Vlastnosti stfedni hodnoty. Necht X,Y, X,,, n = 1,2,... jsou ndhodné
veli¢iny na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P), a, b jsou realné konstanty.

1) stredni hodnota konstanty je konstanta

FEa =a

2) absolutni integrovatelnost

EX < o0 < E|X| <

3) linearita
E(aX 4+ 0Y) = aEX + bEY
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4)
X>0sj=EX>0

5) monotonie
X1§X§XQSJZ>EX1§EX§EX2

[EX]| < E|X]

I X| <Y sj, EY <oo=EX <

8) integrace clen po clenu

f:E\Xny < o0 = E(i X,,) = f:EXn
n=1 n=1 n=1

9) Fatouovo lemma

X, >0 s.j. = E(liminf X) <liminf EX

n—oo n—oo
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Véta 5.1 Necht X je ndhodnd velicina a necht ¢ : R — R. Pak plati:

Ma-li ndhodnd velicina X diskrétni rozdélent {xy, pntnen,, pak

Egb(X) - Z ¢(xn)pn7 (5'3)

nenNy

pokud jedna ze stran rovnosti existuje.

Ma-li nahodna velicina X absolutné spojité rozdeleni s hustotou f, potom

E6(X) = [ o(a)flalds, (5.4)
pokud jeden z integrdli existuje.
Definice 5.2 Necht n je prirozené cislo, n-ty moment nahodné velicdiny X
je definovdan jako E(X"); n-ty absolutni moment jako E(| X|"); n-ty centrdlni
moment jako E[(X — EX)"].

Poznamka 5.1
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a) Z predeslé definice vidime, Ze stredni hodnota je pruni moment.
b) Pruni centrdlni moment je vZdy roven nule, nebot

E(X —EX)=EX —E(EX)=EX —EX = 0.

Definice 5.3 Druhy centralni moment nahodné veliciny X se nazyvd rozptyl,
oznacuje se obvykle var X (z anglického "variance”)

var X = E(X — EX)?.

Rozptyl je druhou nejdtilezitéjsi charakteristikou nahodné velic¢iny. Z jeho definice
vidime, Ze existence stfedni hodnoty je nutnou podminkou k existenci rozptylu.
Cislo var X je vzdy nezaporné a rovnd se nule pravé tehdy, kdyz P(X = ¢) = 1,
c je konstanta. Vzhledem k tomu, Ze rozptyl udava variabilitu nahodné veli¢iny ve
¢tvercich jejich jednotek, pouziva se také ¢asto druhé odmocniny z rozptylu, tzv.

smeérodatne odchylky
o=Vvar X,
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ktera méti variabilitu v ptivodnich jednotkédch ndhodné veliciny.

v/

Nejdtlezitéjsi vlastnosti rozptylu nahodné velic¢iny X.

1) Necht X je ndhodnéa veli¢ina, pak var X pocitame nejcastéji pomoci vzorce:
var X = E(X?) — (EX)%
2) Necht ¢ je konstanta. Pak var ¢ = 0.
3) Necht X je ndhodné veli¢ina, a a je realné ¢islo. Pak
var (aX) = a*var X.
4) Necht X je ndhodn4 velicina a ¢ je konstanta. Pak

var (X +c¢) = var X.

5) Necht X je ndhodné veli¢ina, kterd ma konecnou stfedni hodnotu a konecny

nenulovy rozptyl. Necht
X -EX

y =2
vvar X
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Pak EY =0avarY = 1.

Lemma 5.2 Necht existuje n-ty moment ndhodné veliciny X, n > 0. Pak pro

libovolné € > 0 plati:
E|X|"
Pl X|>¢] < ‘5"‘ :

Véta 5.3 (CebySevova nerovnost) Necht X je ndhodnd velicina s konecnym
rozptylem. Pak pro libovolné € > 0 plati

var X
—-

P[IX —EX|>¢| <

€

Priklad 5.1 Uvazujeme absolutné spojitou ndahodnou velicinu X, kterd md

1
hustotu f(x) = it 22 (Cauchyho rozdeélent). Vypoctéte EX.

V nékterych situacich, jako napriklad v predchozim prikladu je vhodné pouzivat k
popisu rozdéleni dalsi charakteristiky, kterych je celd rada. Jednou z nich je tzv.
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medidn x. Je to ¢islo, pro které plati

1
P(X<#)25aP(X 27>

DN | —

Je nutné poznamenat, ze median neni témito podminkami urcen jednoznacné. Pro
jiz zminéné Cauchyho rozdéleni ma median hodnotu x = 0. Dalsi charakteris-
tikou rozdéleni muZe byt modus, ktery se obvykle znaci . Je-li diskrétni rozdélent
soustiedéno v bodech x1, z9, ..., je T ta hodnota, pro kterou plati

P(X=%)>P(X=ux), Vi=12,...

Je-1i rozdéleni absolutné spojité, za modus bereme takovou hodnotu Z, pro kterou
plati

f(@) = f(z), V&€ (—o0,00).
Také modus nemusi byt uréen jednoznacné (najdéte priklad).

Je-li F' distribuéni funkce, zavedme funkci F~! piedpisem

Flu)=inf{z: F(z)>u}, 0<u <1.
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Pak se F'~! nazyva kvantilovd funkce odpovidajici distribu¢ni funkci F. Hod-
notam funkce F~1(u) se ¥ik4 kvantily. Tedy a-kvantilem budeme nazjvat hodnotu
F~1(a). Pokud F je rostouci a spojitd, pak kvantilova funkee je inverzn{ funkei k F.
Odtud pochézi i oznaceni F~1. Kvantil F71(0,25), resp. F'~1(0, 75) byvé zvykem
nazyvat dolnim, resp. hornim kvartilem. Kvantilové charakteristiky se pouzivaji
ziidka a jsou uziteéné zejména tehdy, kdy nelze uzit momentd.

Priklad 5.2 Podle umrtnostnich tabulek USA (1978 aZ 1979) je pravdépodob-
nost umrti 32 leté Zeny béhem jednoho roku rovna 0,001819. Pojistovna nabizi
zenam tohoto veku, Ze pri rocnim pojistnem 100 USD vyplati pozustalym v pri-
padé umrti pojisténce 25 000 USD. Jakiy zisk muZe pojistovna ocekdvat, jestlize
takovou pojistku uzavre 5 000 Zen wvedeného veku?

Priklad 5.3 Oznacme dobu cekani rybdre na dlovek (v minutdch) jako nahod-
nou velicinu X . Predpokladejme, Ze tato nahodnd velicina ma hustotu pravde-
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podobnosti
{e‘x pro () <z < oo

@)=V inak.

Urcete stredni hodnotu a rozptyl doby cekdani rybdre na ulovek.

Priklad 5.4 Urcete modus T nasledujicich nahodnyjch velicin:

1. diskrétni veliciny X s rozloZenim pravdépodobnosti

1\n
> pron=12 ...
pn:{(Q)

0 ginak

2. spojité nahodné veliciny s hustotou

fla) =2, 2 € (0,00), f(a) = 0 jinde.

48



Kapitola 6
Priklady diskrétnich nahodnych velicin

1. Nula - jednickové (alternativni) rozdéleni.
Tak budeme nazyvat rozdéleni nahodné veli¢iny X', kterd nabyva jen hodnot 0
a 1 s pravdépodobnostmi 1 — p a p. Cislo p se nazyva parametr alternativniho
rozdéleni, 0 < p < 1.

49
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Distribuc¢ni funkce alternativniho rozdéleni je dana vyrazem
0 prox <0
F(x)—{l—p prol0 <z <1
I prox > 1.

Stfedni hodnota EX = p. Rozptyl var X = p(1 — p) (dokazte). Alternativni
rozdéleni s parametrem p budeme zkrécené oznacovat A(p).
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2. Binomické rozdéleni.

Je to rozdéleni nahodné veliciny X, ktera nabyva hodnot £ =0, 1,2, ..., n. Bi-
nomické rozdéleni je jednoznacné urcéeno dvéma parametry: prirozenym c¢islem
n a Cislem p € (0,1). Pro binomické rozdéleni s parametry n, p budeme uzivat
zkraceného znaceni Bi(n;p). Binomickym rozdélenim se ¥idi napf. ndhodnd
veliéina X, ktera je rovna poctu tspécht v posloupnosti n nezavislych al-
ternativnich pokust, kde pravdépodobnost tspéchu v kazdém pokusu je p,
0<p<l.

Tedy

X = En:X
=1

v { 1  pokud v i-tém pokuse nastal tspéch,

kde

0  pokud tspéch nenastal.

X je souctem n alternativnich nahodnych veli¢in. Vzhledem k nezavislosti X
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je hledana pravdépodobnost p tvaru
P = (Z)pk(l —p)"Fprok=0,1,...,n.

0251 -
020} ° .

015
010

005} =

1;_._._:_._._._.#_‘444‘_._._,
Obréazek 6.1: Pravdépodobnosti py binomického rozdéleni. Bi(16;0,5) - kruhy, Bi(16;0,8) - ¢tverce.

Pravdépodobnosti pj. spliuji podminky pro pravdépodobnostni rozdéleni, nebot
plati:

a) pp > 0, Vk,
b) Siope = Yio(ph (1 —p)" =1 —p) +p" = 1.
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Nazev binomické rozdéleni vyplyva ze skutecnosti, Ze pravdépodobnost py je
¢lenem binomického rozvoje. Distribucni funkce F'(z) je tvaru

r <0

F(z) = {Zo<k<x() (1_p)_k O<z<n

xr > n.

Rozdéleni Bi(n;p) ma stfedni hodnotu np a rozptyl np(1 — p).
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3. Poissonovo rozdéleni
je rozdéleni ndhodné veli¢iny X, ktera nabyva hodnot £ = 0,1, 2, ... s pravdépodc
nostmi

k
A)\
k!’
Cislo A > 0 je parametr Poissonova rozdéleni. Vidime, Ze pro takto definované

Pk =

pravdépodobnosti p; jsou splnény podminky
a) pr > 0, V/{::O,l,Q,...
)\k AP
b) D im0 Pk =D o T AZZOM'—L

a tedy py je rozdéleni pravdépodobnosti.

Distribuc¢ni funkce je tvaru

Plz) = {O pro x < 0
x
D 0<jer € % pro 0 < z < o0.

EX = A\
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Obréazek 6.2: Pravdépodobnosti py Poissonova rozdéleni. Po(5) - kruhy, Po(10) - ¢tverce.

var X = ).

Poissonovo rozdéleni je limitnim pfipadem binomického rozdéleni pro n —
0o,p — 0,np — A (=konstanta).
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4. Geometrické rozdéleni
je rozdéleni ndhodné veli¢iny X, ktera nabyva hodnot £ = 0,1, 2, ... s pravdépodc
nostmi py = p(1 — p)*. Parametr p je z intervalu (0,1). Je zfejmé, Ze viechna
pe > 0ad> " pr =1, nebot

00 _oo } ]{;: 00 } ]{;: B
;pk—;p(l p)=p> (1-p) P = "

0.8

0.6

04

0.2

2 4 6 8

Obréazek 6.3: Pravdépodobnosti py geometrického rozdéleni. Geom(0,5) - kruhy, Geom/(0, 8) - étverce.
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Distribu¢ni funkce geometrického rozdéleni je tvaru

F(z) { ! pro x < 0
€T =
> 0<pes P(1 — p)"  proz > 0.
EX = 1%9.
1 —
var X = p.

o7
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Priklad 6.1 Jakd je pravdépodobnost, Ze mezi ¢tyrmi po sobé€ narozenymi
detmi budou

a) proni dva chlapci, dalsi dvée divky

b) pravée dva chlapci, vime-li, Ze pravdépodobnost narozent chlapce je 0,5157

c) Zjistéte, kolik se musi narodit déti, aby pravdeépodobnost, Ze mezi nimi
bude alespomn jeden chlapec, byla véetsi nebo rovna 0,99.

Priklad 6.2 Vime, Ze pravdépodobnost vypéstovani zdravé sazenice ze se-
mena je 0,62. Za ndahodnou velicinu X budeme povaZovat pocet zdraviych
sazenic vypéestovanych z 27 semen. Urcete

a) jaky je nejpravdépodobneéjsi pocet zdravich rostlin a jakd je jeho pravdeé-
podobnost,

b) stredni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny X .
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Priklad 6.3 Predpoklddejme, Ze mlada drava ryba preZije, pokud ulovi rybu
alespon jednou za dva dny. Béhem dvou dni podnikne 8 zdpasi s pravdepo-
dobnosti uloveni p = 0,25. Jakd je pravdépodobnost, Ze dravd ryba nezemre?

Priklad 6.4 Na nadrazi maji byt instalovany automaty na prodej jizdenek,
ktere po vhozeni prislusné mince vydaji behem 10 sekund Zadanou jizdenku.
Predpokladejme, Ze v dobé nejvétsi frekvence bude chtit pouzit automat v pri-
meéru 6 0osob za minutu. Kolik automati je nutné instalovat, aby s pravdépodob-

nosti vetst neZ 0,95 byl v dobé nejvétsi frekvence obslouZen kaZdy zdajemce
okamziteé?
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Priklady spojitych nahodnych velicin

1. Rovnomérné rozdéleni na intervalu [a, b]

je dano hustotou
L a <z <D,

r<a, x>D>.

60
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Distribuc¢ni funkce je

0 r < a,
F(a:)—{fg;‘ a<x<b
1 x > b.
Stfedni hodnota a rozptyl jsou:
a+b 1

EX =

, var X = —(b—a)?,
12

dokazte. Toto rozdéleni budeme oznacovat Ul(a, b) (z angl. "uniform™).
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2. Exponencialni rozdéleni.
Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni je

x>0

QN
8

0 jinak.

201

151 "

Pt e B S S

T T S S S H 1
10 15 20 25 3.0

L
05

Obrazek 7.1: Graf hustoty exponencidlniho rozdéleni - plnad ¢ara Fxp(l), ¢arkovand Exp(1/2), ¢erchovana

Exp(2).
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Distribuc¢ni funkce je

0 pro x < (

—_
|
Q]
18

x > 0,

kde A je parametrem rozdéleni. Ovéifme nejprve, zda f(x) je hustota. Vidime,
ze f(x) >0, Vo € R.

/Z f(z)dx = /OOO X€_§d33 = 1.

Stfedni hodnota EX = \ a rozptyl var X = \°.

Véta 7.1 Ma-li nahodna velicina X exponencidalni rozdélent, pak

PX>z+ylX >y =PX>2x), Vr>0,y>0,
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2. Normované normalni rozdéleni

je definovano hustotou
I
flz) = e, —oo<x<o00.

V21

Jeho distribuc¢ni funkce se tradi¢né znaci pismenem P.

1 * 2
O(x) = E/ e Tdt, —oo < 1 < 0o.

Stfedni hodnota EX = 0 je zaroven medidnem i modusem tohoto rozdéleni.
var X = 1.

3. (Obecné) normalni rozdéleni.
Toto rozdéleni je definovano hustotou

1 (z—p)?

f(z)=—]m—=e 2, —oco<z< o0,

V21 o2

kde p1 realné a o? kladné jsou parametry.
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65

Obrazek 7.2: Graf hustoty normalniho rozdéleni - plna ¢ara N (0, 1), ¢arkovana N (0, 2), teckovana N(0,1/2).

Distribucni funkci

1 T (t=p)?
F(ﬂf) = m / e 207 dt,

lze vyjadiit pomoci funkce ® jako ®(—F).

— 0 <Tr <O

(7.1)
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Priklad 7.1 Prodejna ocekdvd dodavku zboZi v urcity den v dobé od 12 do 16
hodin. Podle sdeleni dodavatele je uskutecnéni dodavky stejneé mozné kdyko-
liv behem tohoto casoveho intervalu. Jakd je pravdépodobnost, Ze zbozZi bude
doddano v dobé od jedn€ hodiny do pul druhé?

Priklad 7.2 Autobusy méstskeé dopravy odjizdéji ze stanice v sedmiminutovych
intervalech. Cestugici muze prijit na stanici v libovolném okamziku. Jaka je
stredni hodnota a rozptyl doby jeho cekani na odjezd autobusu ze stanice?

Priklad 7.3 Z dlouhodobych mérent je zndmo, Ze radiomagnetofon Sony md
poruchu v primeéru jednou za 10 000 hodin. Predpoklddejme, Ze "doba cekdni
na poruchu” je nahodna velicina X s exponencialnim rozdélenim. Stanovme
hodnotu t tak, aby pravdépodobnost, Ze radiomagnetofon bude pracovat delsi
dobu neZ t, byla 0,99.

Priklad 7.4 Do obchodu prijde primérne 60 zdkazniki za 1 hodinu. Jakd
1

je pravdépodobnost, Ze do obchodu nepTijde Zddny zakaznik béhem 5

min.,
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ve které je prodavac nepritomen.

Priklad 7.5 Vime, Ze populace urcitého druhu kvétin dorustd vysky X s nor-
malnim rozdeélenim N (20, 16). Spoctéte pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand

kvetina mad vysku
a) mensi nez 16,
b) vétsi nez 20,
c) v mezich od 12 do 28,
d) mensi nez 12 nebo vétsi nez 28,

e) rovnu 22.



Kapitola 8
Zpracovani statistického materialu

8.1 Rozlozeni ¢etnosti a jejich znazornéni

Definice 8.1 M¢éjme soubor dat o rozsahun: x1,...,x,. Necht a je minimalni
hodnota (popt. infimum) , b je maximdlni hodnota (popr. suprémum), tj.

Tmin = Gy Tmaxr = b.
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1. Interval < a,b > nazyvdme variacnim oborem
2. Rozdil x = b — a nazyvdme variacnim rozpétim.

3. Variacni obor < a,b > rozkladdme na mensi ¢dsti, nazyvané t¥idy (popr.
tridni intervaly).

4. Sitkou (délkou) h tridy prislusného tridniho intervalu < a,b > nazgvdme

¢islo h = b, — a. Cislo % (ar + b ) nazgvdme stredem tridy, cislo ap dolni

hranici uvaZovan€ tridy, cislo by horni hranici uwvaZované tridy.

5. Hodnotu x;, argumentu X, kterd je zpravidla dana stredem k-té tridy a zas-
tupuje vsechny hodnoty patrici do této tridy, nazyvame tFidnim znakem
k-té tridy.

Pii rozkladu varia¢niho oboru < a, b > v t¥idy budeme dbat zpravidla téchto zasad:

1. Obsahuje-li soubor jen maly pocet rtiznych hodnot, volime kazdou hodnotu zy
za samostatnou tridu. Pokud statisticky soubor méa znac¢né velky pocet riiznych
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hodnot z; (popf. je jich nekone¢né mnoho), sdruzujeme hodnoty argumentu v
tridy. Pritom sitky tiid volime obvykle stejné velké. Pro vypocet sitky h lze
pouzit piiblizného vzorce h = 5+ (b — a).

P1i volbé poctu tridnich intervalil se doporucuje, aby jich bylo 8 az 20. Zalezi na
rozsahu souboru a Gcelu statistické tabulky. Pocet £ tfidnich intervalt volime
napt. k &~ 3,3log(n) nebo k ~ +/n. Dvé pozorovani povazujeme za ekviva-

lentni, jakmile padnou do téhoz tridniho intervalu.

2. Jestlize na hranici dvou sousednich tiid padne vice hodnot argumentu, zarazu-
jeme polovinu z nich do nizsi tiidy a druhou polovinu do t¥idy vyssi. Zbyla-li
jesté jedna hodnota (toto odpovida lichému poc¢tu hodnot leZicich na hranic),
rozhodneme o jeji prislusnosti k dané tridé losem. Neni vhodné zarazovat stereo-
typné takové hrani¢ni hodnoty vzdy do vyssi, popf. nizsi t¥idy, nebot by se tim
mohl zkreslit celkovy obraz rozlozeni uvazovaného souboru ve prospéch vyssich,
popi. nizsich trid.

4. Vyskytuje-li se v hrani¢nich tiidach velmi méalo hodnot | je vhodné tyto tridy
spojit se sousedni tfidou v tridu jedinou.
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Definice 8.2 Druhy cetnosti:

1. Pocet prvku souboru patricich do k-t€ tridy nazyvdme absolutni ¢etnosti
argumentu v k-té tridé mebo absolutni tridni cetnosti (strucné cetnosti)
k-te tridy. Znacime fj.

2. Jeli f absolutni tridni cetnost k-t€ tridy, n rozsah uvazZovaného souboru,
potom

a) % nazyvame relativni Cetnosti k-te€ tridy,
b) 100 % nazyvdime procentni relativni cetnosti k-t€ tridy.

3. Kumulativni (souctovou) absolutni Cetnosti f; k-t€ tridy nazgvdame
soucet vSech cetnosti fi. aZ do k-te tridy vcetnée, tj.

k
Fe=>f;
j=1
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4. Kumulativni relativni ¢etnosti R, k-t€ tridy nazyvdme soucet
k fF
R.—=N i _ Tk

Poznamka 8.1 Pro cetnosti plati nékteré vlastnosti (wvaZujeme statisticky
soubor rozsahu n, ktery je rozdeélen do r trid )

1. .
2 fi=m
k=1
2.
F.=n
3.
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Definice 8.3 Tabulkou rozloZeni c¢etnosti daného statistického souboru

nazyvame tabulku, v niZ jsou uvedeny hodnoty s prislusnymai absolutnimz, popr.
relativnimi cetnostms.

Priklad 8.1 Na telefonni stanici zaznamendvali pocet telefonnich vijzev za
dobu 1 min. Béhem jedné hodiny bylo v urcité denni dobé dosaZeno téchto
vysledki (v kaZdém Tddku jsou hodnoty ziskané béhem 10 minut):

3,2,2,3,1,1,0,4,2,1
1,4,0,1,2,3,1,2,5,2
3,0,2,4,1,2,3,0,1,2
1,3,1,2,0,7,3,2,1,1
4,0,0,1,4,2,3,2,1,3
2,2,3,1,4,0,2,1,1,5.

Sestavte tabulku rozlozeni daného statistického souboru.
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Pocet telefonnich
vyzev za 1 min | Absolutni ¢etnost | Relativni ¢etnost

0 8 0.133
1 17 0.283
2 16 0.266
3 10 0.166
4 6 0,1
5 2 0,033
7 1 0,016

Celkem 60 1

Tabulka 8.1: Tabulka rozloZeni ¢etnosti

Argument statistického souboru predstavuje nahodnou velic¢inu X . Ze zakona velkich

¢isel plyne, Ze relativni ¢etnost % udavé (priblizné) pravdépodobnost, ze X padne

do k-té ttidy, takze plati pp = P(ar < X < by)

k-tou tridou.

~ %, pricemz interval (ay, by) je

Definice 8.4 Typy zndzorneni absolutnich c¢i relativnich cetnosti:

1. Histogram rozloZeni absolutnich (relativnich) cetnosti sestavime tak, Ze na
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osu x vyneseme stredy jednotlivych trid a nad kaZdou useckou zobrazujict
urcitou tridu (Sitky h) sestrojime pravouhelnik s vyskou rovnou prislusné
absolutni cetnosti fi., popr. relativni cetnosts % Horni obraz pravouhelnika
predstavuje histogram rozloZeni cetnosti. Histogram relativnich cetnosti
aprorimuje hustotu rozdéleni nahodné veliciny X .

2. Usec¢kovy diagram (nebo graf) rozlozent absolutnich (relativnich) cetnosti
dostaneme, jestlize na ose x zobrazime stredy jednotlivych trid a v kaZdém

z nich sestrojime ve smeéru osy y usecku o délce rovne prislusne absolutni
i

Cetnosti fi, popr. relativni Cetnosti <F.
3. Polygon rozloZeni cetnosti (spojnicovy diagram) dostaneme, jestlize kon-
cové body useckového diagramu rozloZeni cetnosti spojime useckami a
vytvorime tak lomenou caru, kterd pak predstavuje hledany polygon neboli

spojnicovy diagram.

4. Graf, polygon nebo histogram kumulativnich cetnosti dostaneme analogicky

jako v bodech 1,2 a 3.
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5. Ogivni kiivku (strucné ogivu) dostaneme, sestrojime-li polygon kumu-
lativnich relativnich cetnosti. Ogiva aprorimuje graf distribucni funkce
uvazZované nahodné veliciny X .

4 6 8

Obrazek 8.1: Histogram a ogiva dat z Prikladu 8.1

8.2 Charakteristiky polohy

Definice 8.5 Necht je ddan statisticky soubor o hodnotdch xi,xs, ..., x,, které
jsou popft. roztridény do r trid, pricemz f. znaci absolutni cetnost k-te tridy.
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1. Aritmeticky pramér X je definovdn vztahy
S 1 «
X = — = — i Lj.

2. Geometricky prumér X, je definovdn vztahem

Xg:{l/ﬂ?l'l’gm..'ﬂfl

3. Harmonicky primér X, je definovdn vztahy

_ 1 e 1 1< f
Xp=— kdeA==-Y —==-3"2
hT g e n;xk nle

1=1

7

(8.1)

(8.2)

(8.3)

Ve vztazich 8.1, 8.3 jsou uvedeny dva tvary. Prvni tvar odpovida souboru neroztridénér

a druhy tvar roztridénému.

Véta 8.1
X, <X, <X.
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Necht je dan statisticky soubor o hodnotach x, s, ..., x,. Setfidime-li hodnoty
podle velikosti dostaneme tzv. settidény statisticky soubor

kde X1y oznacuje nejmensi hodnotu, X9y oznacuje druhou nejmensi hodnotu, ...
Obecné X ;) oznacuje i-tou poradovou hodnotu.

Definice 8.6 Median je urcen dvéma zpiusoby, v zavislosti na poctu prvki
statistického souboru. V pripadé lichého poctu hodnot vezmeme za median T
prostredni hodnotu

T [y
Pokud X ma sudy pocet hodnot, vezmeme za median T aritmeticky prumeér
prostrednich dvou hodnot

() A e
2

T =
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Median je specialnim ptipadem vybéeroveho kvantilu. Vybérovym kvantilem nazyvam
hodnotu zvolenou tak, Ze pozorovani, kterd jsou mensi nez tato hodnota, tvori
predepsany dil vybéru (napr. 25% vybérovy kvantil se nazyva dolni vybérovy
kvartil, 50% vybérovy kvantil je medidn a 75% vybérovy kvantil se nazyva horni
vybérovy kvartil).

Definice 8.7 Necht argument statistického souboru mize nabijvat pouze konecn
mnoha hodnot. Pak Modus je hodnota argumentu s nejvétsi absolutni cet-
nosti. Modus nemusi byt urcen jednoznacne.

Priklad 8.2 Uvazujme ndsledujici hypoteticky priklad. Ve firmé F existuji
4 platové tridy, s platy uvedenymi v nasledujict tabulce. Pocet zaméstnanci
uddva, kolik zaméstnanci je v dané platove tride.

Spoctéme nékteré charakteristiky polohy. Aritmeticky primér X = 13500,
geometricky primer X, = 12381.3, harmonicky primér X; = 11726.6. Je-
likoZ mdme 44 hodnot, bude median prumeér 22. a 23. poradové hodnoty, tedy
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trida zalazeni plat v K¢ | pocet zaméstnanct
1. | vykonna sila | 10.000 30
2. mistr 16.000 10
3. naméstek 28.000 3
4. feditel 50.000 1

Tabulka 8.2: Tabulka ¢etnosti pfijmu zaméstnanci ve firmé F.

x = 10.000. Dolni vybérovy kvartil bude primeér 11. a 12. poradové hodnoty,
t7. 10.000 a horni vybérovy kvartil je 16.000.

KazZda charakteristika polohy nam dava jen parcialni informact o statistickém
souboru, zatimco grafy rozloZeni cetnosti nam ddvaji uplnou informaci o stati-
stickém souboru.

8.3 Charakteristiky variability

Definice 8.8 Charakteristiky variability:
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1. Rozptylem (disperzi) statického souboru s rozsahem n nazyjvdme arit-
meticky primeér kvadratickych odchylek (x;, — X)? hodnot argumentu X od
aritmetického primeéru X

n

§ — %Z(wk _Xp— %Z Filwi— X2 (3.4)

2. Smérodatnou odchylkou nazyvame

Vs2=5>0. (8.5)

3. Primérnou odchylkou d nazjvdme aritmeticky primér absolutnich hod-
not odchylek od aritmetického priméru X, tj.

1 < _ 1 — _
d:EZy:pk—X\:EZﬁ\@—X;. (8.6)
k=1 i=1
4. Variacni koeficient v statistického souboru je definovdn jako

X
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Poznamka 8.2 Rozptyl je definovdn vzorcem 8.4, pro jeho vypocet se vsak
castéjr pouzivd vzorce

1 I .
2 _ * 2y _ X2 = 2t — X2, 8.8
== () 2 2 fi (838)

k=1

Poznamka 8.3 Hodnoty statistického souboru jsou realizace néjaké nahodné
veliciny. Napt. Pocet telefonnich hovori na ustredné za 1 minutu (viz. Priklad
8.1) je ndhodnd velic¢ina, kterd md Poissonovo rozdéleni X ~ Po(X\). Vsechny
charakteristiky polohy aproximuji stredni hodnotu nahodné veliciny EX = .
Podobneé rozptyl statistického souboru aproximuje rozptyl ndahodné veliciny
VarX = A. Rozptyl uvedeny ve vzorcich 8.4 a 8.8 rozptyl ndhodné veliciny
podhodnucuge, proto se k vypoctu rozptylu castéji pouZiva vzorci:

1 z _ 9 1 L _ 9
yzn—léﬁm_x):n—lzyN%_X)’ (8.9)
o 1 nz_”*z_l T_z_n*2
S =—7 (x3) n—lX _n—lé fix; n—1X° (8.10)
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Tyto vzorce j1Z teoretickou hodnotu nepodhodnocuyt.
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