
MECHANICKÉ PŘEVODY VE VÝUCE MATEMATIKY
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Abstrakt. Př́ıspěvek je věnován výuce matematiky na středńı škole, konkrétně

řešeńı aplikačńıch úloh vycházej́ıćıch z technické praxe, obecně pak užit́ı mo-

derńıch výukových metod. V př́ıspěvku řeš́ıme dvě konkrétńı matematické

úlohy z tématu všeobecně známých mechanických převod̊u. Úlohy doplňujeme

komentářem v oblasti didakticko-metodologické, uvád́ıme výhody i úskaĺı je-
jich zařazeńı do výuky matematiky na středńı škole a pro potřeby učitel̊u

připojujeme vlastńı zkušenosti z výuky na gymnáziu.

Úvod

Současné výuce matematiky na základńıch a středńıch školách bývá právem
vytýkána řada skutečnost́ı. Jak vyplývá např. ze zprávy České školńı inspekce ČR
([1], s. 36-38), je matematika pro žáky stále neobĺıbený předmět, žáci nevěř́ı ve své
znalosti a dovednosti, jejich postoj k matematice se s věkem zhoršuje, žáci středńıch
škol hodnot́ı sv̊uj vztah k matematice h̊uře než žáci základńıch škol a nevńımaj́ı
matematiku jako d̊uležitý předmět pro své budoućı vzděláńı a pracovńı uplatněńı.
Ve výuce se dostatečně a zřetelně neuvád́ı do souvislosti matematické teoretické
poznatky s praktickými aplikacemi z běžného života žák̊u apod. Závěry zprávy
ČŠI o rozvoji matematické gramotnosti potvrzuj́ı, že existuje zjevný vztah mezi
sebed̊uvěrou žáka a jeho zájmem o matematiku a jeho úspěšnost́ı v ńı. Vyvstává
tak jednoznačný požadavek (podle zprávy zvláště na středńıch školách) na zvýšeńı
zájmu žák̊u o matematiku, aniž by došlo ke sńıžeńı množstv́ı nabytých znalost́ı
a dovednost́ı.

Jak naplnit takové ćıle? Zpráva mimo jiné doporučuje rozšǐrovat paletu už́ıvaných
výukových metod ve výuce matematiky, využ́ıvat ICT technologie, aktivněji zapojo-
vat žáka ve výuce apod. K nápravě výše naznačených problémů může podle našeho
názoru přispět také postupné, nenásilné, současně však promyšlené zařazeńı nových
matematických úloh (ve vhodném didaktickém zpracováńı a s využit́ım vhodných
výukových metod) do výuky matematiky či fyziky, které budou svým tématickým
zaměřeńım podporovat zájem žák̊u o matematiku a v nichž žáci propoj́ı své znalosti
z r̊uzných obor̊u s prax́ı.

V př́ıspěvku jsme zvolili úlohy, které využ́ıvaj́ı fyzikálně-technických poznatk̊u
o mechanických převodech, které naplňuj́ı ćılové zaměřeńı vzdělávaćı oblasti Mate-
matika a jej́ı aplikace podle Rámcového vzdělávaćıho programu pro gymnázia ([2],
s. 22): řešeńı problémových úloh, práce s matematickými modely a jejich kritické
posouzeńı s vědomı́m, že realita je vždy komplikovaněǰśı, pochopeńı vzájemných va-
zeb mezi okruhy učiva a aplikaci poznatk̊u v jiných předmětech, už́ıváńı moderńıch
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poč́ıtačových technologíı k efektivńımu řešeńı úloh aj. Po velmi stručném vhledu
do technicko-fyzikálńı terminologie mechanických převod̊u (který doporučujeme
před vlastńım zařazeńım úloh do výuky matematiky provést také se žáky např.
v součinnosti s učitelem fyziky) se zaměřujeme na didakticko-metodologické aspekty
dvou matematických úloh ze zvoleného tématu a kromě konkrétńıch návod̊u připo-
jujeme pro potřeby učitel̊u vlastńı zkušenosti s těmito úlohami z výuky na gymnáziu.

1. Mechanické převody a jejich druhy

Mechanickými převody se zabývá fyzikálńı obor mechanika a rozumı́ jimi součásti
mechanických stroj̊u (např. páka, kladka, kolo na hř́ıdeli, nakloněná rovina aj.),
které přenáš́ı śılu mezi jeho pohyblivými částmi. Na mechanickém převodu tedy
rozlǐsujeme vždy převodovou část hnaćı a část hnanou, při tom obě části konaj́ı
nejčastěji otáčivý pohyb a jde tedy většinou o tělesa ve tvaru kol. Kolo roztáčené
vněǰśı silou se nazývá hnaćı kolo, kolo, které je roztáčeno hnaćım kolem, se nazývá
hnané kolo. Kola nemaj́ı společnou osu otáčeńı.

K základńım druh̊um mechanických převod̊u řad́ıme podle konstrukce mecha-
nické převody třećı (např. v třećıch lisech, na hrnč́ı̌rském kruhu, u benzinových
motorek a j́ızdńıch kol), převody ozubenými koly (nejčastěji např. v hodinářských
stroj́ıch a v převodovkách aut), řemenové převody (dř́ıve běžně už́ıvané v továrnách
pro spojeńı hř́ıdeĺı stroj̊u, dodnes nenahraditelné např. při přenosu rotačńıho po-
hybu z turb́ıny na alternátor např. ve strojovně malé vodńı elektrárny), řetězové
převody (např. v převodech na j́ızdńıch kolech nebo v motorech automobil̊u, u řetě-
zových dopravńık̊u, řetězových kladkostroj̊u), hřebenové převody či šnekové převody
(např. u vinných lis̊u, vrátk̊u, výtah̊u, naviják̊u, zvedák̊u, naṕınák̊u strun kytary).

Podle směru otáčeńı rozlǐsujeme převody souhlasné (obě kola maj́ı stejný smysl
otáčeńı, vyskytuj́ı se u řetězových a řemenových nezkř́ıžených převod̊u) a převody
nesouhlasné (kola maj́ı opačný smysl otáčeńı, vyskytuj́ı se u třećıch, ozubených
a řemenových zkř́ıžených převod̊u).1 Konečně členěńı podle velikosti převodu: tzv.
převod dorychla (hnané kolo se otáč́ı rychleji než hnaćı kolo) a převod tzv. dopomala
(hnané kolo se otáč́ı pomaleji než hnaćı). Existuje řada daľśıch druh̊u mechanických
převod̊u (např. tzv. variátory), pro naše úlohy se staly inspiraćı předevš́ım řetězové
převody. Podrobněǰśı popis jednotlivých druh̊u mechanických převod̊u lze nalézt
např. v [12].

1.1. Matematicko-technický popis řetězového a řemenového převodu, po-
pis převodu ozubenými koly. Znázorněme si pro potřeby daľśıch úvah řetězový
převod. (Obrázek 1) Základńı charakteristikou každého převodu je ve fyzice tzv.
převodový poměr, značený i, který je určen poměrem počtu otáček hnaného a hna-
ćıho kola, nebo poměrem jejich poloměr̊u nebo pr̊uměr̊u, př́ıpadně poměrem počtu
zub̊u hnaćıho a hnaného kola:

1Převody souhlasné, resp. nesouhlasné se nazývaj́ı též jako synchronńı, resp. asynchronńı.
Geometrickým modelem asynchronńıho plochého řemenového převodu je známá Möbiova páska

(viz [3]).
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(1.1) i =
n2

n1
=
d1

d2
=
z1

z2
,

kde n1 (n2) je počet otáček hnaćıho (hnaného) kola (také frekvence otáčeńı), d1

(d2) pr̊uměr hnaćıho (hnaného) kola a z1 (z2) je počet zub̊u hnaćıho (hnaného)
kola.

Obrázek 1. Model řetězového převodu (zde převod dopo-
mala).(Zdroj obrázku: [4])

Plat́ı: pro i < 1 jde o převod dopomala, pro i > 1 jde o převod dorychla. Ve
strojnictv́ı je převodový poměr definován opačně než ve fyzice:

(1.2) i =
n1

n2
=
d2

d1
=
z2

z1
.

Hodnota i > 1 plat́ı pak pro převod dopomala, i < 1 převod dorychla. V daľśım
textu se přidrž́ıme druhého, tj. strojnického či technického pojet́ı převodového
poměru podle vztahu 1.2.

Jednoduchý převod tvořený dvěma ozubenými koly má neměnný převodový
poměr. (Obrázek 2) Tzv. převodovka umožňuje měnit velikost kol, a t́ım i převodový
poměr.

Obrázek 2. Model převodu ozubenými koly. (Zdroj obrázku: [5])

Převod ozubenými koly se skládá ze dvou kol, která společně tvoř́ı soukoĺı. Menš́ı
z obou kol se zpravidla nazývá pastorek. Převod̊u ozubených kol existuje velké
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množstv́ı s rozličným použit́ım, neǰsirš́ı uplatněńı našel čelńı převod ozubenými
koly např. v mechanismech stavidel, lis̊u a zubaček (horských drah), v čerpadlech,
převodovkách apod.

U řetězového a řemenového převodu ani převodu ozubenými koly neovlivňuje
výslednou hodnotu převodového poměru i vzdálenost střed̊u ani délka řetězu či
řemene. Výslednou hodnotu i tak ovlivňuj́ı pouze poloměry (resp. pr̊uměry) obou
kol, nebo též počty zub̊u na obou ozubených kolech.
Poznámka ke geometrickému tvaru zub̊u ozubeného kola: Mechanický pře-
vod ozubenými koly, ve kterém do sebe zapadaj́ı zuby hnaného a hnaćıho kola,
nevzbuzuje u laika představu o nějaké zvláštńı geometrické složitosti ozubených
kol. Opak je však pravdou: aby zuby kol do sebe správně zapadaly, muśı být ve
tvaru cykloid (v́ıce k cykloidám např. v [8]), častěji však tzv. evolvent (např. v [9]).
Evolventu si žáci nejsnáze představ́ı jako křivku, kterou oṕı̌se bod př́ımky, která se
odvaluje po dané kružnici. Dodejme, že problematika geometrie převodu ozubenými
koly je pro žáky středńıch škol jednoznačně nadstavbová, tedy nad rámec základńıho
učiva. Proto se zde konstrukci cykloid a evolvent podrobně nevěnujeme. Toto téma
by snad bylo možné zařadit jen do matematických seminář̊u na středńıch školách
či do učiva pro talentované žáky.

2. Matematické modelováńı některých mechanických převod̊u

Pokud čtenář vynechal předchoźı kapitolu o matemticko-technickém popisu ře-
tězového a řemenového převodu, resp. převodu ozubenými koly, mohou pro něj být
některé dále už́ıvané pojmy nesrozumitelné a v takovém př́ıpadě pak doporučujeme
se k obsahu úvodńıch kapitol vrátit. Také žáci by měli být před řešeńım následuj́ıćıch
úloh seznámeni se základńı terminologíı mechanických převod̊u, nebot’ jim to umožńı
lépe porozumět obsahu zadaných úloh. Předloženými úlohami se budeme dále za-
bývat předevš́ım z pohledu matematiky.

Obrázek 3. Detail řetězového převodu cyklistického kola: hnané
kolo s osou opatřenou pedály má 3 převodńıky s r̊uznými pr̊uměry
(vpravo), hnané kolo má 7 ozubených kol s r̊uznými poloměry
(vlevo), obě kola jsou spojena článkovým řetězem. (Zdroj obrázku:
[6])

2.1. Úloha 1: Rychlost pohybu cyklisty. V prvńı úloze se vrat́ıme k řetězovému
převodu, který děti znaj́ı předevš́ım z převodu na cyklistickém kole. (Obrázek 3)
Jakou rychlost́ı na kole jedeme a co ji m̊uže ovlivnit? To je asi nejzákladněǰśı otázka,
kterou si děti kladou, když chtěj́ı jet na kole co nejrychleji. Součást́ı řetězového
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převodu na cyklistickém kole je také tzv. přehazovačka (u hnaného kola, př́ıpadně
také u kola hnaćıho). K čemu přehazovačka slouž́ı a jak ovlivňuje výslednou rychlost
j́ızdy? Který převodový taĺıř využijeme při j́ızdě do kopce a který při j́ızdě s kopce?
Děti většinou znaj́ı, že přehazovačka slouž́ı k přesunu řetězu na jiné ozubené kolo za
účelem změny převodového poměru, méně známá je skutečnost, že jej́ı podstatnou
funkćı je naṕınáńı řetězu. Takové a jim podobné otázky by měly u žák̊u vzbudit
zájem o řešeńı následuj́ıćı úlohy.

Zadáńı úlohy: Vypoč́ıtejte rychlost pohybu cyklisty při proměnném počtu zub̊u
z1, z2, dané frekvenci šlapáńı a dané velikosti kola v palćıch. Sestavte graf závislosti
rychlosti pohybu na hodnotě převodového poměru.

Řešeńı úlohy: Označme proměnné a konstanty, které se v úloze vyskytuj́ı:
vzdálenost os hř́ıdeĺı d̄ (neovlivňuje hodnotu i) se odv́ıj́ı od r̊uzně velkého rámu
cyklistického kola (v modelu považujeme za konstantu), délka řetězu, která neo-
vlivňuje velikost výsledné rychlosti pohybu a proto ji ponecháváme bez označeńı,
velikosti pr̊uměr̊u d1, d2 hnaćıho a hnaného kola ovlivňuj́ıćı velikost i, v modelu
dále uvažujeme počty zub̊u z1 (u hnaćıho kola) a z2 (u hnaného kola).

Výsledná rychlost v pohybu cyklisty záviśı na frekvenci f šlapáńı (tj. počet
otáček za sekundu), velikosti kol na j́ızdńım kole (pr̊uměr d v palćıch) a hodnotě
převodového poměru i.

Uvažujme pro daľśı úvahy j́ızdńı kolo s možnost́ı změny 3 taĺı̌r̊u na hnaćım kole
(s počty zub̊u 22, 32 a 42) a pětikolečkem vzadu na hnaném kole (s počty zub̊u
postupně 10, 15, 20, 25 a 30).

Má-li největš́ı taĺı̌r na hnaćım kole 42 zub̊u a nejmenš́ı ozubené kolo vzadu na
hnaném kole 10 zub̊u, je převodový poměr i = z2

z1
= 10

42

.
= 0,24 a p̊ujde o převod

dorychla (i < 1), který využijeme při j́ızdě s kopce nebo na rovině, co do vynaložené
śıly jde o převod

”
nejtěžš́ı“.

Uvažujeme-li naopak na hnaćım kole nejmenš́ı taĺı̌r s 22 zuby a u hnaného kola
vzadu největš́ı ozubené kolo s 30 zuby, je převodový poměr i = z2

z1
= 30

22

.
= 1,36

a jde o převod dopomala (i > 1), což využijeme tehdy, jedeme-li na kole do kopce,
co do vynaložené śıly jde o převod

”
nejlehč́ı“. Jestliže by mělo hnaćı i hnané kolo

stejný počet zub̊u, bude převodový poměr i = 1.
Jaký je vliv převodového poměru na rychlost j́ızdy? Větš́ı hodnota převodového

poměru i svědč́ı o potřebě vynaložit na j́ızdu menš́ı śılu, avšak při nižš́ı rychlosti.
A obráceně. Nebo také: Č́ım větš́ı je převodový poměr, t́ım menš́ı bude výsledná
rychlost a opět obráceně. To je patrné i ze vztahu pro výpočet výsledné rychlosti
pohybu cyklisty, kde i figuruje ve jmenovateli zlomku

(2.1) v =
fπd

i
,

kde f je frekvence šlapáńı, tj. počet otáček hnaćıho kola za časovou jednotku, zde
uvažujeme f = 1 ot/s, a kde d je pr̊uměr kola v palćıch (1 palec = 25,4 mm). ([7],
s. 142) V úloze uvažujeme kolo pro dospělé, tedy d = 26 palc̊u, tj. 660,4 mm= 0,6604
m.

Po dosazeńı do vzorce 2.1 za f a d dostaneme:

(2.2) v =
fπd

i

.
=

1 · π · 0,6604

i

.
=

0,6604π

i
.
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Uvažujeme funkci g2, která vyjadřuje závislost rychlosti v pohybu cyklisty na
hodnotě převodového poměru i:

v = g(i),

tedy

(2.3) g : v =
0,6604π

i
,D(g) =

〈
10

42
;

30

22

〉
.

Připojme nyńı komentář k definičńımu oboru D(g) vytvořené funkce g: Definičńı
obor funkce g nyńı pro jednoduchost považujme za reálný uzavřený interval na-
vzdory skutečnosti, že cyklista může při r̊uzných volbách ozubených kol na hnaćım
a hnaném kole vytvořit jen 15 r̊uzných kombinaćı, tedy dosáhne 15 r̊uzných fixńıch
rychlost́ı. Definičńım oborem by tedy měla být množina daná výčtem 15 r̊uzných
hodnot reálných č́ısel převodového poměru i. Rovněž grafem by neměla být souvislá
křivka (jak uvád́ıme dále), nýbrž množina 15 izolovaných bod̊u, které ovšem lež́ı na
zmı́něné hyperbole. Graf funkce g v soustavě souřadné Oiv je uveden na obrázku 4.

Obrázek 4. Graf funkce g vyjadřuj́ıćı závislost rychlosti v pohybu
cyklisty na převodovém poměru i podle funkčńıho předpisu 2.3
(Zdroj obrázku: vytvořil autor v programu GeoGebra).

Grafem funkce g (2.3) je část hyperboly. Z obrázku 4 je patrné, že při stálé
frekvenci šlapáńı 1 ot/s klesá s rostoućı hodnotou převodového poměru i výsledná
rychlost v pohybu cyklisty. Např. pro i = 0,45 dosahuje cyklista rychlost v

.
=

4,65 m/s
.
= 16,7 km/h. Pro nejnižš́ı hodnotu převodového poměru i = 10

42 je jeho

2Záměrně nevoĺıme označeńı funkce f , jak to bývá ve školńım prostřed́ı běžné, nýbrž znač́ıme
g, aby nedošlo k záměně s frekvenćı šlapáńı cyklisty.
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rychlost nejvyšš́ı: v
.
= 8,71 m/s

.
= 31,3 km/h, naopak nejnižš́ı rychlosti v

.
= 1,53

m/s
.
= 5,5 km/h dosáhne při nejvyšš́ı hodnotě převodového poměru i = 1,36. Ve

všech př́ıpadech však předpokládáme stálou frekvenci šlapáńı 1 ot/s. K řešeńı nebo
ověřeńı výpočtu lze využ́ıt dynamický applet programu GeoGebra (viz [10]).

Metodicko-didaktické poznámky: Základńım motivačńım momentem úlohy je
skutečnost, že j́ızda na kole je pro žáky běžnou a obĺıbenou sportovńı činnost́ı. Stává
se často, že žáci nevěd́ı, jak správně na kole řadit. Právě s t́ımto problémem může
žák̊um úloha pomoct, stejně jako s nalezeńım odpovědi na otázku, jak doćılit co
nejvyšš́ı rychlosti. Z uvedeného vyplývá, že úloha žáky podporuje v jejich vnitřńı
motivaci k učeńı.

Předevš́ım je potřeba upozornit učitele na zvýšené požadavky na znalosti žák̊u
o mechanických převodech (např. převodový poměr, frekvence šlapáńı aj.). Bez
jejich porozuměńı by byla úloha pro žáky nesrozumitelná a tedy obt́ıžně řešitelná.
Pomoct může spolupráce s učitelem fyziky.

Úloha má silný mezipředmětový náboj, nebot’ propojuje aplikaci poznatk̊u z ma-
tematiky a fyziky. Strukturńı složitost úlohy poukazuje na vyšš́ı komplexnost, což
dokládaj́ı obecnost zadáńı (zcela bez konkrétńıch č́ısel, jež muśı žák postupně do-
plnit), množstv́ı použ́ıvaných termı́n̊u, a t́ım i š́ı̌re uplatněných znalost́ı z r̊uzného
matematického učiva. Pochopitelná je tedy i vyšš́ı časová náročnost na zařazeńı
úlohy do výuky: doporučujeme věnovat řešeńı úlohy ideálně projektovou meto-
dou aspoň dvě vyučovaćı hodiny. Investovaný čas se zhodnot́ı ve zpestřeńı výuky
a zvýšeńı zájmu žák̊u o řešeńı matematických problémů ze života. V výukových
forem je pak vhodná skupinová práce, kde se přirozeně vytvoř́ı pracovńı hierar-
chie žák̊u, což všechny zapoj́ı do práce. Rovněž je vhodný pracovńı list, který žáky
úlohou

”
provede“.

Tato problémová úloha je dobrou ukázkou matematické úlohy z teorie funkćı
(konkrétně jde o funkci nepř́ımá úměrnost), které se středoškoláci věnuj́ı většinou
ve druhém ročńıku. Př́ınos řešeńı naš́ı úlohy spoč́ıvá v tom, že žáci pracuj́ı s ma-
tematickým modelem určitého častého jevu své reality, oproti př́ıpadu, kdy učitel
se žáky pouze nacvičuje sestrojeńı grafu tohoto druhu funkce bez vztahu k realitě.
I když by bylo možné považovat vytvořenou funkci g za funkci v́ıce proměnných
(f , d a i), záměrně se omezujeme volbou konstant za f a d na funkci jedné reálné
proměnné i, jak je na středńı škole běžné. Naznačené rozš́ı̌reńı však neńı – aspoň
podle našich zkušenost́ı – pro většinu žák̊u vyšš́ıch tř́ıd gymnázia nepřekonatelné.
Za velmi vhodné považujeme upozornit žáky na existenci funkćı v́ıce proměnných,
nebot’ se s funkćı jedné proměnné setkaj́ı v životě jen zř́ıdkakdy, sṕı̌se výjimečně.
Proto je také potřeba žák̊um zd̊uraznit, že vytvořené matematické modely nemohou
nikdy odrážet realitu zcela přesně, výsledky jsou tedy pouze přibližné.

Vzorec 2.1 popisuj́ıćı danou závislost žáci sice sami neodvozuj́ı, je však vhodným
odrazovým můstkem k hlubš́ım myšlenkovým pochod̊um o vlivu jednotlivých pro-
měnných na výslednou rychlost pohybu a je prostředkem pro nácvik dovednosti
práce se symboly (např. vyjadřováńı neznámé ze vzorce, což se uč́ı již v prvńım
ročńıku).

Úloha je vhodná jak ve fázi vysvětlováńı učiva, tak ve fázi procvičováńı. K úloze
se může učitel také opakovaně vracet a s vyšš́ım stupněm znalost́ı žák̊u klást
při řešeńı náročněǰśı otázky a úkoly. Aktivizuj́ıćı povaha úlohy se ześıĺı využit́ım
vhodného matematického software např. pro tvorbu grafu.
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2.2. Úloha 2: Délka řetězu na řetězovém převodu. Znovu se budeme zabývat
řetězovým převodem na cyklistickém kole a zaměř́ıme se na délku řetězu, který spo-
juje obě ozubená kola. Pro jednoduchost vynecháme z řetězového převodu přehazo-
vačku. Jak dlouhý řetěz máš na svém j́ızdńım kole? Jak dlouhý řetěz je vhodný pro
tvé kolo? Rozd́ılnost žákovských odpověd́ı na tuto úvodńı jednoduchou otázku,
která je má vyb́ıdnout k diskusi, může učitele až překvapit. Potvrzuje to naš́ı
zkušenost, jak obt́ıžné mohou odhady být. Jak ukážeme dále, představuje určeńı
délky řetězu poměrně komplikovaný úkol, a to jak z pohledu geometrie, tak i
náročnosti užitých výpočt̊u.

Zadáńı úlohy: Uvažujme tedy řetězový převod (bez přehazovačky), jako je
na obrázku 1, který je tvořen kolem hnaćım o poloměru r1, r1 ∈ {1, ..., 10} [cm],
a kolem hnaným o poloměru r2, r2 ∈ {1, ..., 10}, [cm]. Nejdř́ıve odvod’te vzorec
pro výpočet délky l řetězu cyklistického převodu, je-li vzdálenost os obou kol d̄,
d̄ ∈ (0; 20〉, [cm]. Vypoč́ıtejte délku l řetězu, je-li r1 = 4 cm, r2 = 7 cm a d̄ = 15
cm. Jaká podmı́nka muśı být splněna pro r1, r2, d, aby byl převod funkčńı? Kdy
jde o převod dopomala a kdy dorychla (pro jakou hodnotu převodového poměru
i)? Jak se vzorec pro výpočet délky řetězu změńı pro r1 = r2 = r?

Řešeńı úlohy: Hledanou délku řetězu si snadno představ́ıme na matematickém
modelu na obrázku 5. Délka l řetězu je rovna součtu délek k, o dvou oblouk̊u GCI a
JDH na kružnićıch modeluj́ıćıch ozubená kola a délek dvou úseček m, n s krajńımi
body po řadě I, J a G, H, jež jsou dotykovými body společných tečen obou kružnic.

Obrázek 5. Matematický model pro výpočet délky řetězu na
řetězovém převodu

Postupnými kroky odvod́ıme délku l řetězu: Uvažujeme r1 < r2.
Podle obrázku 5 plat́ı: m = n, l = o+ k + 2 · n a α+ β = 360◦.
Po dosazeńı vztah̊u za d́ılč́ı proměnné dostaneme:



18 JAN FIALA

l = α
2πr1

360◦
+ (360◦ − α)

2πr2

360◦
+ 2
√
d̄2 − (r2 − r1)2,

(2.4) l =
πα

180◦
(r1 − r2) + 2πr2 + 2

√
d̄2 − (r2 − r1)2.

Ve vzorci 2.4 z̊ustává neznámá proměnná velikost úhlu α. Opět z obrázku 5
lze odvodit: α

2 = 90◦ − α′ a sinα′ = r2−r1
d̄

, tedy sin
(
90◦ − α

2

)
= r2−r1

d̄
, tedy

cos α2 = r2−r1
d̄

.

Pak α = 2 arccos r2−r1
d̄

. Po dosazeńı dostaneme:

(2.5) l =
π

90◦
(r1 − r2) · 2 arccos

r2 − r1

d̄
+ 2πr2 + 2

√
d̄2 − (r2 − r1)2.

Po dosazeńı do 2.5 hodnot ze zadáńı úlohy r1 = 4 cm, r2 = 7 cm a d = 15 cm
źıskáme:

l =
π

90◦
(4− 7) · 2 arccos

−1

5
+ 14π + 2

√
152 − (7− 4)2 =

=
−π
30◦

arccos

(
−1

5

)
+ 14π + 2

√
216

.
= 65,16 cm

Aby byl převod funkčńı, muśı platit: r1 + r2 < d. Je-li r1 < r2, jde o převod do-
pomala, je-li r2 < r1, jde o převod dorychla. Podobně lze také ř́ıct: Je-li převodový
poměr i = d2

d1
, i ∈ (0; 1), jde o převod dopomala, pro i ∈ (1;∞) jde o převod

dorychla. Pro r1 = r2 maj́ı obě kola stejný počet otáček a vzorec 2.5 má zjed-
nodušený tvar l = 2πr+ 2d̄, což je součet délky kružnice o poloměru r1 = r2 = r a
dvojnásobku vzdálenosti d̄ os obou kol.

Také u druhé úlohy lze k řešeńı nebo k ověřeńı ṕısemného výpočtu využ́ıt applet
programu GeoGebra (viz [11]).

Didakticko-metodické poznámky: Řešený př́ıklad je tématicky jednak z ob-
lasti geometrie, nebot’ připomı́ná žák̊um konktrukčńı úlohu nalézt společné tečny
ke dvěma kružnićım s r̊uznými středy, jej́ıž řešeńı se oṕırá o podobné zobrazeńı stej-
nolehlost, resp. stejnolehlost kružnic. K vlastńımu výpočtu délky řetězu je pak za-
potřeb́ı využ́ıt znalost́ı z goniometrie, resp. trigonometrie pravoúhlého trojúhelńıku,
které jsou podle našich zkušenost́ı pro žáky jedny z nejobt́ıžněǰśıch část́ı učiva ma-
tematiky zpravidla ve třet́ım ročńıku na středńı škole. Zvláště uplatněńı gonio-
metrických (zde také cyklometrických) funkćı je v praktických úlohách tou hlavńı
překážkou k nalezeńı správného výsledku dané úlohy. Může to pramenit také z toho,
že žáci nevhodně či př́ılǐs ukvapeně voĺı postup řešeńı a mylně se spoléhaj́ı na
jeho správnost: pro vyjádřeńı d́ılč́ıch část́ı délky celého řetězu muśı žáci vhodným
zp̊usobem doplnit obrázek a k výpočt̊um využ́ıt vzorec pro délku oblouku kružnice,
Pythagorovu větu, dále také např. kofunkčńı vztahy apod.

Ve výuce žáci úlohu řešili ve skupinách po třech nebo čtyřech, v každé skupině
byl aspoň jeden zdatněǰśı žák, který za pomoci ostatńıch doplňoval správná řešeńı
k d́ılč́ım otázkách v pracovńım listu. Žáci si uvědomili složitost celého vzorce na
výpočet délky řetězu, s jehož lepš́ı vizuálńı podobou jim pomohl učitel. Vlastńı
dosazeńı konkrétńıch hodnot se ukázalo být dobrým nácvikem jejich početńıch do-
vednost́ı středoškolák̊u. Tak jako v prvńı úloze muśıme zjǐstěný výsledek potřeba
za pouze přibližný, nebot’ ozubená kola zapadaj́ı do řetězu a jeho délka tak muśı
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být o trochu větš́ı, aby źıskal řetězový převod určitou v̊uli pro svou potřebnou
funkčnost. Výsledek je platný pro tzv. patńı kružnici ozubených kol (viz geometrie
ozubeného kola, podrobnosti uvád́ı např. technické tabulky).

Stejně jako prvńı řešená úloha je i druhá úlohou komplexńı, vyžaduj́ıćı mate-
matické znalosti (i dovednosti) z r̊uzného učiva matematiky na SŠ, což úlohu čińı
obt́ıžnou. Na druhou stranu jej́ı vyřešeńı – nejlépe v rámci procvičeńı probraného
učiva – upevńı žákovské početńı dovednosti i jejich zkušenosti s řešeńım komplexněji
pojatých úloh.

Závěr

V př́ıspěvku jsme se snažili představit mechanické převody jako didakticky i mo-
tivačně vhodný materiál pro tvorbu úloh do výuky matematiky, nebot’ přináš́ı do
školńıho prostřed́ı tolik žádané aplikace. Inspirovat se můžou učitelé historickými
př́ıklady užit́ı machanických převod̊u i př́ıklady ze současnosti, kdy jsou využ́ıvány
předevš́ım v technické praxi. Je však třeba mı́t na paměti vhodné didaktické zpra-
cováńı do výuky, které zohledńı věk žák̊u a dosažený stupeň znalost́ı. Řešené úlohy
jsou vhodné do třet́ıho nebo čtvrtého ročńıku středńı školy.

Technická komplikovanost mechanických stroj̊u vede často k matematickým ú-
lohám vyšš́ı vnitřńı složitosti, což má za následek zvýšenou náročnost na pozor-
nost žák̊u při vlastńım řešeńı. jak jsme zd̊uraznili již výše, je nezbytné se žáky
před vlastńım řešeńım vysvětlit význam fyzikálně-technických pojmů, které jsou
k řešeńı potřeba. Ve výuce se nám osvědčila skupinová práce: žáci řešili dané
úlohy ve skupinách čtyř nebo pěti žák̊u. Nápomocný jim byl učitel. Přestože role
každého ze člen̊u skupiny je při řešeńı obt́ıžněǰśıch úloh většinou jiná, vyšš́ı in-
timita menš́ıho pracovńıho kruhu sńıž́ı nebo úplně odstrańı ostych žák̊u známý
z frontálńıho vyučováńı a zavede každého z nich bĺıže k aktivńımu zapojeńı, a t́ım
k vyšš́ımu učebńımu efektu. Žáci už́ıvali předem připravený pracovńı list a společně
řešili zadané úkoly. Na závěr projektových hodin byly výsledky porovnány a ověřeny
na appletech v programu GeoGebra.

Obě úlohy naplnily ćılové zaměřeńı vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı aplikace
podle RVP: užili jsme netradičńı metodu a formu výuky, využili jsme ICT technolo-
gie, propojili jsme poznatky z r̊uzných obor̊u i z r̊uzných část́ı matematického učiva
a připoměli žák̊um, že se v životě se školńı jednoduchost́ı řešených úloh setkaj́ı jen
velmi zř́ıdka, a tak je potřeba považovat výsledky matematických model̊u za pouze
přibližné.

Literatura
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