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VYUZITI ELIMINACE PRI RESENI ULOH NA MNOZINY BODU
DANE VLASTNOSTI

SONA KONIGSMARKOVA

ABSTRACT. Loci of a given property belong to the difficult topics in school
mathematics. The problem for students is to construct the set of equations,
then modify the system of equations, eliminate certain unknowns and deter-
mine what kind of the locus it is. With this problem helps computer software,
for example GeoGebra. The program GeoGebra eliminates variables and also
shows students the set of all solutions. However, we may encounter the prob-
lem, that we obtain the elimination ideal, that will be null or extra sets due
to degenerate instances of the constraction. Elimination in GeoGebra is based
on the theory of Grobner bases. The goal is to obtain a system of equations
that is easier to solve and equivalent to the original system. The principle is
similar to the Gauss elimination, where we try to adjust the set of equations
to a triangular shape.

UvoD

S tématem mnoziny bodu dané vlastnosti, se setkdvaji jiz zaci sttednich skol. Patii
mezi obtiznd témata ve skolské matematice. P¥i feSeni tiloh na mnoziny v8ech bodu
dané vlastnosti je vyhodné pouzit pocitac. Pfi feSeni tloh je pro studenty nejtézsi
sestavit rovnice, pak soustavu rovnic upravit, eliminovat urcité neznamé a poznat,
o jakou kfivku se jednd. S vyfeSenim soustavy rovnic a s uréenim, o jakou kiivku se
jednd muze pomoci napiiklad program GeoGebra. Studenti mohou s jeho pomoci
experimentovat a seznamovat se s novymi kiivkami. Mohou se vSak pii feSeni
setkat s problémy, ze ziskaji nulovy eliminac¢ni ideal nebo navic néjakou mnozinu
bodu jako napf. piimku nebo kruznici.

1. APLIKACE TEORIE ELIMINACE

Eliminace v GeoGebfe je zalozena na pouziti modernich metod feSeni — Grobne-
rovych béazi. Cilem je ziskat soustavu rovnic, kterd bude ekvivalentni s danou
soustavou, ale bude se snaze Tesit. Princip je podobny jako u Gaussovy eliminaéni
metody — tiprava na trojihelnikovy tvar. Ukdzeme néjaké piiklady na vyuziti teorie
eliminace.

Piiklad 1. Je dédna kruznice k(A,r = |AB|), délka usecky |AB| = a. Sestrojme
rovnoramenny trojihelnik ABC; body B, C' lez{ na kruznici a plati |AB| = |AC| =
a. Oznac¢me O prusecik vysek v,,vp a v.. Bodem C pohybujeme po kruznici k.
Zjistéte, co je mnozinou pruseciku vysek O rovnoramenného trojihelniku ABC.
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Resent:

1. zpusob

Trojtihelnik umistime do soustavy soufadnic tak, ze A = [0,0], B = [a,0], C =
[u,v]. Bod O = [p,q]. Kruznice k mé tedy rovnici 22 + y*> = a®. Bod C € k :
u? +v% —a?=0.

Vysky trojihelniku maji rovnice:

vg: (u—a)r+ovy =0,
vp: ux+oy —ua =0.

Bod O = [p, q] lezi na vyskéch:

Ocv,: (u—a)p+vg =0,
O€cw: up+vgy —ua =0.

Ziskdme tedy soustavu rovnic:

w402 —a? = 0,
(’LL - a’)p +vg = 07
up+vqg—ua = 0.
Bod C = [u,v] je pohyblivy bod, proto ze soustavy eliminujeme proménné u,v

a tim dostaneme rovnici kfivky. Eliminace proménnych u, v vyZaduje hodné matem-
atickych dprav. Pomoci GeoGebry bychom proménné snadno eliminovali pomoci
funkce Elim(u, v). Ze soustavy eliminujeme ruéné promeénné u, v:

w4v2—a2 = 0,
up—ap+vqg = 0,
up+vqg—ua = 0.

ap—vq

Ze druhé rovnice vyjadiime u = a dosadime do 1. a 3. rovnice:

(ap;vq)2_|_v2_a2 _—
aP*UQ,p_FUq_%.a = 0.

p

a?p’~2apvgte’e® | 0 2 _
P 3

2,
ap — vq + vqg — =244 pp“q“ = 0.

a2p2 — 2apvq + v2q2 + v2p2 _ a2p2 = 0,
ap2 — vgp + vgp — a2p +wvga = 0

2 2
, . , . 2 2 s 12 __a“p—ap 7
Ze druhé rovnice po tpravé ap” — a*p +vqa = 0 vyjadiime v = @ dosadime
do 1. rovnice:

2,2 a’p—ap® a’p—ap®\2 2 a’p—ap®\2 2 2,2 _
a’p® = 2a p(F5)q + ()7 + ()"t —atp® = 0,
4, 2 2 2 4 4, 2 2 2 2 4
2 2 a"p“—2a“pa p°+a’p a"p”“—2a”pa p“+ta’p 2
—2p(a®p —a p*) + 2 + o p? = 0,

—2a2¢%p(a®p — a p?) + ¢2a’p? — 2a°p3¢2 + a®piq® + a'p?t — 2a%p° + a?pS
—2a%p2¢? + 2a3p3¢% + 2atp? — 2a3p3¢ + a2pq? + a'pt — 2a3p° + a2pP
—a*p?q® + a2pq? + a*pt — 2a3p° + a2pb

a2 + p?q% + a%p® — 2ap® + pt =

cooo o o
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Tato rovnice je rovnici hledané kiivky. Rovnici se budeme snazit déle upravit.
V tomto okamziku ndm také muze pomoci GeoGebra.

2R PPt at—apP —apP+pt = 0,

p(® +pg® —ap®) —a(p’ +a ¢’ —ap?) = 0.

Piicteme a odeéteme élen apg? a dostaneme:

|
=)

p(0* +pg® — ap® + a ¢*) —a (p* + pg® — ap® + ag?)
(p—a)- (P*+pg® —ap® +a¢®) = 0,
]

(p—a)-[p@*+¢*) —a (@ -¢)] = 0.

P*(0* + ¢%) —ap(p® + ¢*) —ap(p® — ¢*) + *(p* — ¢*) = O,
»* + )@ —ap) = (P* — ¢*)(ap — a?) 0,

P*+¢) -plp—a)—P*—¢*) -alp—a) = 0,

p(P®+¢*) —a (P* — %) 0.

Proménné p, ¢ nahradime x,y a dostaneme:

w(@® +y?) = a(@®-9?).

2. zpusob
Soustava rovnic pro neznamé p, g s parametry u, v:
Ocv, = (u—a)p+vg=0,

Oecev, = p=u,
Ceck = u?+0v?=d?... podminka pro parametry u, v

Eliminace parametru u, v

Eliminace u:
u = p dosadime do 1. a 3. rovnice.

Eliminace v:

t2=a2 = v =q?—p?
(p—a)*p? =v?¢?

(p—a)*p® = (a*> — p*)¢*
(p—a)y’p*+(p*—a®)*=0]:(p—a) #0
p—ap’+(p+a)®>=0 & pP*+4¢*)—a(@P’*—q¢>)=0

Tuto rovnici napiseme do programu GeoGebra a zjistime, jak kiivka vypada. Jednd
se o strofoidu, viz Obr. 1.
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2 strofoida_l.ggk
Soubor Uprawy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
N = 5w T
Al Bl QO] =2 4
braické okno % |~ Nakresna X[~ zépiskonstrukee
® A-(084,1.14) fCv A B~ || &8
® B=(552,11) 5 - -
® K(x 0845+ (y+114r=210 i . h €. [Nazev [Popis [Hodnata [Popisek
® C=(4.13,219) 1BodA A=(0.84,-1.14)
® 004
° 2B0dB B=(552,4.1)
-3.20% -3.33y = - 4 3 Kruinice k Kiuinice bodem B se stiedem Ak (x-0.84F + y + 1.14F =219
® [:1.39x-3.20y=4.91
® P=(4.15026)
* 4BodC Bodnak C=(413,219)
® loct = MnozinaBodu(P, €) ) ¢ : cona -
- & Piimkaf Piimka AB £-0.04x+ 4.68y= 537
6 Piimka g Pfimka AC g -333+320y =655
] a N [ 7 Pimka h Piimka BC h:-3.20x-1.39y =16 61
B
8 Plimka i Pfimka bodem B kolmo k g i2=3.20x - 3.33y =-14.52
9piimka) Plimka bodem Akalmo ki 1.39%-3.207 =491
10Bod P Prisetikia P =(415,0.26)
11/MnoZina bodi loc1 MnozinaBodu(P, C: loc1 =MnozinaBodu(P, C)
12BuikaCAS§1  Eliminovatif® +1#- % p(u-b) ({*p*-20°p +bpt-b*q*+bp
+av, (B-b) U+ q Vi, v)
13 Bufika CAS §2 b pt-207p° + b7 p*- b7 G + b .
14 Bufika CAS §2 5(p-b) (@ P+ B+ p*-p*b)

FIGURE 1. Strofoida

Za pouziti prikazu Elim v GeoGebie
Dostaneme rovnici 4. stupné, dame faktorizovat a dostaneme linearni a kubickou
rovnici. Linedrni rovnice reprezentuje primku a kubickd rovnice je rovnici strofoidy.

FIGURE 2. Strofoida

Problém nastava, kdyz C dojde do B, tedy kdyz piimka BC' neni definovana,
tj. kdyz u = a, v = 0, potom systém hy; = 0, hg = 0, hg = 0 pfechazi v rovnici
p — a = 0, ktera reprezentuje pfimku. Pokud tedy nechceme tuto piimku, musime
pridat podminku B # C. Pak eliminujeme u,v,t. Dostaneme rovnici strofoidy
p® — ap?® + aq® + pg® = 0.
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FIGURE 3. Strofoida a piimka

Zavér: Pii eliminaci proménnych muzeme ziskat polynomialni rovnici, ktera ale
nereprezentuje kiivku.

Piikaz Locus pocita¢ fesi numericky, tedy kazdému bodu na ose x ptiradi y, pokud
se dostane do B = C, bodu na ose z by prifadil nekone¢né mnoho bodu - tuto
moznost pocitac vylouci, proto se neobjevi pfimka.

Pozndmka: Kiivku strofoidy jako prvni popsal ve svych dopisech italsky matematik
a fyzik Evangelista Torricelli kolem roku 1645. Znovu ji objevil anglicky matem-
atik Isaac Barrow ve své préci z roku 1670. Néazev strofoida z latinského strophos
(krouceny pds) pochdzi az z roku 1848.

Priiklad 2. Je ddna kruznice k se stitedem O a polomérem a v kartézské soustaveée
soufadnic (O; x, y). Libovolnym (proménnym) bodem Mu,v] € k vedte kolmice
k pruméram kruznice k v soufadnicovych osidch z,y a jejich paty oznacte X,Y.
K tdsetce XY sestrojte kolmici vedenou bodem M [u, v] a jeji patu oznacte P[p, q|.
Urcete kiivku, kterd je mnozinou vsech téchto pat P kolmic (vedenych vsemi body
M € k).

Resent:
Sestavime rovnice pro uréeni souradnic bodu P[p, ¢] hledané kiivky. Body Y, P, X

jsou kolinedrni, takze pro jejich soufadnice [0,v], [p, ¢|, [u,0] plati:

v 1
q 1|=0,¢liuw—ug—ovp=0.
0 1

LB O

Z podminky M P1 XY plyne, ze (P—M)-(X-Y) =0, atedy: (p—u,q—v)-(u, —v) =
0 ¢cili (p — u)u — (¢ — v)v = 0. Dostdvame tak soustavu rovnic pro nezndmé p, g:
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—vp—uq+uv = 0,
up—vg—u?4+0v? = 0,

s doplikovou podminkou pro parametry wu, v:

Mlu,v] € k = u? +v? = d®

Eliminace parametru u,v z této soustavy rovnic snadno provedeme uzitim para-
metrického vyjadieni kruznice k:

u=a cost, v =a sint, te€ (0,2m).

Po dosazeni dostavame soustavu linearnich rovnic pro neznamé p, g:
asintp —a costq= —a’sintcost,

acostp —a sintq = a*(cos®t —sin’t),

jez mé feSeni (urcené napf. pomoci deterinanti):

a®cos® t

P=—F— :acosgt, q=
a

adsin’t 3
— 5 =asin” t

a

Parametr ¢ eliminujeme tak, ze vypocteme odtud: cost = \3/§ , sint = \3/g
a dosadime do rovnice (doplitkové podminky) sin?t + sin?t = 1. Dostavame im-
plicitni vyjadfeni hledané kiivky ve tvaru:

() () =

Vot + VP = Va2,

cili

2
3

Rovnici této kiivky nazyvané asteroida p% +q3 = a%, viz Obr. 4, lze upravit téz

na ekvivalentni tvar
(p2 + q2 _ a2)3 + 27a2p2q2 — O.

Pozndmka: Kiivku asteroidu jako prvni zkoumal dansky matematik a astronom Ole
Christensem Rémer v r. 1674. V letech 1691-1692 jeji vlastnosti studoval svycarsky
matematik a fyzik Johann Bernoulli. Poznatky o ni 1ze nalézt téz v korespondenci
némeckého matematika a filozofa Gottfrieda Wilhelma Leibnize z r. 1715. Néazev
asteroida byl pouzit v literatufe poprvé roku 1836 a pochdz{ z fec. aster (hvézda).
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P asteroida.ggh - a X

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovida

NEBNoERNER

XI[ » Nakresna ) X[~ zanis konstrukce =
i B |E- R & e
: & |Nazev [Popis [Hodnota [Popisek]
i = =
° S5Pfimkat  Piimka bodem M kolmo k fy=25
3 Osa
® A GPfimkag  Piimka bodem M kalmok gx=3.13
°
B H S
4 780dB Priseticfa OsaY B=(0.25)
3x+25y= 354

® p=(1.91,007) 2 A Geed FETER
B s e &B0d Prisedik OsaXa g A=(313,0

9Usetkah  Usetka[B,Al h=4

f
10Pfimkai  Pfimka bodem M kolmo kh [:-3.13x+ 25y =-3.54
g T
‘a il 11BodP Prisefikhai P=(121,087)
z P
12 inaina bod... MnozinaBodu(P, My o1 = MinazinaBodu(P, )
13 Buiika CAS §1 Eliminovai(u + - &%, uv- {a? - 33% * + 3% g - 3° gF - 3a% p*- 213+
ua-vp,u(p-u)-va-

14 Buiika CAS 52 E (- IptE AI E  20 E

15 Bufika CAS 53 -af - ps+qe-3aps-3aTqre3atpTe 3atg

16Buika CAS 84 (p* + 0*- 2%+ 275777 2737 p° @ + (- + p7 + () = 2727 p* @ + (-

17 Bufika CAS $5 Rozsirit(s4) ~af + 3% P+ 32427 357 p4+ 2727 pR R -6

5 <« [ |[ e > Prehrt 23
Vstup.

FIGURE 4. Asteroida

Piiklad 3. Jsou dany pifmky k, I, které jsou na sebe kolmé. Necht O je pruseéik
pirimek &, . Bod A lezi ve vzdalenosti b od pfimky k a ve vzdélenosti a od primky
l. Pro libovolny bod M lezici na [ sestrojme bod N na k tak, ze M N je kolm4 na
AM . Urcete mnozinu viech bodu paty kolmice P, sestrojené z O na M N, kdyz se
bod M pohybuje po pfimce .

Resent:
Nejprve vyuzijeme piikaz Locus v GeoGebie. Obrazek ukaze, o jakou kfivku se
jedna, viz Obr. fig:Ofiurida.

€2 Ofiuida_3ggb - o
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastrole Okno Népovéda

= ||| v = Mg x=) [x=]|| £ )] @
» cA

s=RovniceMnozinyBodu(P,M) L i

%[> Nakresna

1
® | o si=x' 4 5xy + Xy’ 4 257y + Sxy’ 4 120xy? —25y° = 0

r=Rozklad(s)
= r(x45y) (C4xy +25xy-5y) =0 ) 15

2

5 | txesy "
~ ti=x45y

WK+ X 28y 6= 0

S Wil Xy -5y +2B5xy=0

5| a

FIGURE 5. Ofiurida

Poté vypocéteme rucné.
Ozna¢me body: A = [a,b], M = [0,v], N = [u,0], P = [p,q], O =0,0].
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1. zpisob vypoctu
AMLIMN (M —A)(N - M)=0;

(—a,v —b)(u,—v) = 0,
—au—v24+vb = 0.

OPLMN (P-0)(N—-M)=0;
(pa q) (uv —1)) = 07
pu—qu = 0.
Pe MN dyn = (u,—v),ipyn = (v,u);
vp +uq —uv = 0.

Dostaneme tedy soustavu rovnic:

—au—v24+vb = 0
pu—qu = 0
vp+uqg—uv = 0

Budeme eliminovat proménné u, v.

QU:UP

(%)—v2+vb =

e ()0 (5)0 -

—aqu —v’p+ovbp =
up? + 2 — qu

ol oo o O

v 7
—aq—vp+bp = 0
P+ —q = 0
—qv = —p°—q
v =
—aq — (p2;rq2)p+bp
—aq® —p® —’p+bgp =
ag® +p* +¢’p—bgp =
p(® +¢*) —qlag+bp) =

oo o O

Dostali jsme kiivku, ktera se nazyva ofiurida, neboli zmiji ocas.

Pokud pouzijeme eliminaci v GeoGebte, pak dostaneme nulovy eliminaé¢ni ideal,

viz Obr. 6.

13
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> CAS
r:=a*u—v*2+vb=0

- rl:—v —au+bv=10

r2:=p™u-q*v=0
2
-+ r2: pu—qv=2~0
rI=vp+u'g—urv=0
3
-+ B3:pv+qu—uv=_0
4 wi=Eliminovat{{r1,2 r2}{u v}
e - w:={}

FIGURE 6. Vypocet v GeoGebie I

Pro¢ jsme dostali nulovy eliminaéni idedl? Ziejmé se jednd o sou¢in dvou vyrazu,
ktery se rovna nule. Musime pfidat néjakou dalsi podminku. Pfi ru¢nim vypoctu
jsme vyuzili podminku v # 0. P¥iddme tedy vt—1 = 0, kde ¢ je pomocnd proménn4.
Tato rovnice znamend, ze v je ruzné od nuly, viz Obr. 7.

» CAS
rM:=-a“u—-v"2+v’b=0

= rl: —vz—au+bv:0

r2.=p*u+g*v=0

2
~+ r2: putqv=>0
r3=vip+utg—-utv=0

3
+ 13:pv+qu—uv=_0
rd=v*-1=0

4
- r:tv—1=10

5 Eliminovat[{r1,r2,r3,r4} {uvf}]

- {p*+bpg+tad —pq}

FIGURE 7. Vypocet v GeoGebte I1
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Zjistime Grobnerovu bazi, viz Obr. 8.

» CAS
rol=-a*u—-v'2+v*b=0

-+ rol: —-uz—au+bv:0

ro2-=p*u-q*v=0

2
-+ r2:pu—qv=>0
ro3=vp+uig-utv=0

3
-+ ro3:pv+qu—uv=1>0
rod:=v*t-1=0

4

-+ rod:tv—1=10

5 BB 1:=GroebnerDegRevLex{ {ro1,ro2 ro3 rod});

zm=p"3-b*p*g+atq"2+p*q"2

- zm:=p’+aq +pq’ —bpq

7 Countlf(x =zm, GB1)
- 0

8 GB2:=GroebnerDegRevLex{{ro1, ro2, ro3, rod}, {v});

g Countlf(x =zm, GB2)
-+ 1

10 | GB3:=GroebnerDegRevLex({ro1, ro2, ro3, ro4}, {u});

11 | Countlf(x = zm, GB2)
-1

FIGURE 8. Vypocet v GeoGebte II1

Pomoci GeoGebry zjistime, ze polynomy v - (p® + pg® + aq® — p*qb) = 0 a u -
(p® + pg® + aq® — p*qb) = 0 pati{ do Grébnerovy béze, ale nepatii tam polynom
p® + pg® + aq® — p?qb = 0.
2. zpusob vypoctu
Vyuzijeme jen OP 1. M P a PM 1 AM. Dostaneme soustavu:
P+eé-q = 0,
—pa+qu—gb—v>+vb = 0.

p’+q’
q

2 2 2 2\ 2 2 2
+ + +
_pa+q<f%> e (1%) +<%)b:0

Po dpravé dostaneme:

a dosadime do druhé rovnice:

7 prvni rovnice vyjadiime v =

p* + p*q* + pag® — p*qb = 0.
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Rozlozime na soucin:

p(p® + pg® + ag® — pgb) = 0.

Dostaneme primku p = 0 a rovnici kriivky - ofturidy, viz Obr. 9. Pfidali bychom
podminku p # 0 (Bod P # O.).

o)
"

FIGURE 9. Ofiurida a pfimka

Pokud eliminujeme v GeoGebfe, pak dostaneme jen krivku ofiuridu, viz Obr. 10.

s1=p"2+q"2—-g*v=0

¢ -+ sl: p’+q>—qv=10
s2=—p*a+q*v—g’b-v"2+v*b=0

2 —- s2: v’ —ap—bq+bvtqu=10

9 s3:=Eliminavat[{s1,52},{uv}]

-+ s3:={—p’—pq*+pgb—q’a}

FI1GURE 10. Vypocet v GeoGebte
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3. zpusob vipoctu
Vyuzijeme AM L MN : —au — v? 4+ vb = 0.
Body M, N, P jsou kolinedrni: vp 4+ uq — uv = 0,

AM||OP, tedy }v_-qb

; =0 a dostaneme vp — pb + aq = 0.

Dostali jsme opét soustavu tii rovnic:

—au—v?*+vb = 0
—vpt+uqg—uv = 0
vp—pb+aq = 0
Vyjadiime z prvni rovnice u = ”ba_;’2 a z tteti rovnice v = %.

Dosadime do druhé rovnice:

pb—ag (@)'b‘(@)z (pb_Taq)'b‘(pb_Taq)z pb—ag _
p P a 4= a ' P o

Upravime a dostaneme:

abp® — a®¢® + 2a%¢®pb + p*¢?ab — aqp?®v® — pg®a® — a*p3q = 0.

Rozlozime na soucin:

—a(bp — qa) - (bgp — ¢’p — ¢°a — p*) = 0.

0.

t1:=—a*u—v"2+v*b=0

- tl: v —au+bv=10

2 =vp+urq-utv=0

12
-+ t2: pvtqu—uv=20
t3:=v"p—p’b+a™qg
13
-+ t3:=aq—bp+tpv
14 t4:=Eliminovat{{t1 {2 t3} {uv}]

-+ t4 = {abpa—abzpzq—azp3q+2a2bpq2+abp2q2—a3q3—-a2pq3}

t5:=Rozklad(t4)

~ t5:= {—a(bp—qa) (bqp—q p—q'a—p’)}

FIGURE 11. Vypocet v GeoGebte
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Ziskame rovnici primky a ofiuridy. Pokud se M dostane do O, pak by zbyla rovnice
pb — ga = 0. Piimku nedostaneme, pokud pfiddme podminku M # O, nebo jako v
predchozim zpusobu vt — 1 = 0.

Vysledky pouziti eliminace v GeoGebie viz Obr. 11 a 12.
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®a=1

® b=-3 a=-1

® K1:3x*-x*y+3y* +9x°y -xy* -6xy*+y*' =0 el -

® K2: x°-xy?-3xy+y’=0 b=-3 2
k3:-3x+y=0 —f———————

FIGURE 12. Ofiurida a piimka

ZAVER
Uvedené tlohy na feSeni mnozin bodu dané vlastnosti byly fesené s nadanymi stu-
denty ucitelstvi matematiky na fakultach pfipravujicich ucitele. Podle prizkumu
tyto ulohy ¢ini potize témto studentim ucitelstvi matematiky. Problémy nastavaji
pfi sestaveni rovnic a poté i pii feSeni soustavy rovnic. Pfi feSeni téchto priklada
je vhodné vyuziti GeoGebry, nebot eliminace ruéné byva obtiznd a GeoGebra ndm
pomuze pii zjisténi, o jakou kiivku se jedna.

LITERATURA

[1] Cox, D., Little, J., O’Shea, D.: Ideals, Varieties and Algorithms - An Introduction to Com-
putational, Algebraic Geometry and Commutative Algebra, Second Edition, Springer-Verlag,
New York, Inc., 1997.

[2] Hora, J.: O nékterych otdzkdch souvisejicich s vyuzivdnim programu pocitacové algebry ve
skole - II. dil. Pedagogické centrum, Plzen, 1998.

JIHOCESKA UNIVERZITA v CESKYCH BUDEJOVICICH, PEDAGOGICKA FAKULTA, CESKE BUDEJOVICE,
CESKA REPUBLIKA
Email address: sonakonig@centrum.cz



