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ULOHY O LINEARNICH FUNKCICH S UZITIiM GEOGEBRY

HANA MAHNELOVA

ABSTRAKT. Na stiedni $kole se Zaci setkavaji s linedrni funkci jako s prvni ukazkou
zavislost dvou proménnych. Je potieba, aby si toto u¢ivo dobte osvojili a porozuméli
provazanosti algebraickych vyjadieni s grafy, coz maximalné zaroéi pii studiu
i aplikacich dalsich funkénich zavislosti. Uvadime &tyti ukdzkové ulohy feSené
s podporou digitalnich technologii. Prvni pfiklad vyuzivd linearni zavislost
termodynamické teploty na teploté ve stupnich Celsia, druha Gloha nés zavede ke
grafu linearni funkce s absolutni hodnotou, ve tieti se od znamé linearni zavislosti
chemickych veli¢in pfes geometricky model dostaneme k odvozeni kvadratické
zavislosti proménnych, posledni pak prezentuje vyuZziti linedrni funkce ve statistice.
Od ugitele i zakt oéekdvame zakladni dovednosti v programu GeoGebra. Ulohy jsou
vytvoteny v aplikaci GeoGebra Klasik 6, ptipraveny pro aktivni zapojeni zakd,
a okomentovany tak, aby je mohl ucitel vyuzit ve své hodiné.

Uvop

S linearni funkci se Zaci setkévaji poprvé jiz na zakladni Skole. Seznamuji se s jejim funkénim
predpisem, nauéi se z néj sestrojit graf, ur¢it monotonii, umi rozhodnout, zda dany bod na grafu
funkce lezi ¢i nikoliv, pouzivaji grafy linedrnich funkci ke grafickému zndzornéni feSeni
soustavy rovnic o dvou nezndmych. Obdobnymi Glohami zagind vyuka tohoto tématu i na
sttedni Skole, coz mlze byt pro nékteré Zzaky jednotvarné. Tato zkuSenost piedev§im
z gymnazialnich t¥id inspirovala autorku k pfipravé takovych tloh, které vedou k oZiveni hodin
a zvySeni motivace zaku, stejné tak i k procviceni, zopakovani, prohloubeni & aplikaci u¢iva
o lineé&rnich funkcich, ¢asto na zakladé propojeni s realitou a odpovidajici zkusenostem zaka.
Jako ucinnou didaktickou materiadlni pomtcku vyuzivame volné dostupny, u mnoha ucitelt
i Zaki oblibeny, dynamicky program GeoGebra (www.geogebra.org). VVSechny aplikace funguji
v operacnich systémech Windows, Linux, iOS i Android. ProtoZe pracujeme piedevsim s grafy,
ukazuje se vhodné&jsi uziti Zakovskych poé&itacl, notebooku, tabletl nebo iPadi. Nevyhodou
mobilnich telefond je pfedev$im maly rozmér zobrazovaci plochy. Prostfednictvim pouzitych
digitalnich technologii s Z&ky tvoifime modelové situace, zrychlujeme vypocty, provadime
pfesné konstrukce grafii, experimentujeme, aplikujeme znalosti, objevujeme souvislosti,
ovetujeme své hypotézy. V neposledni fadé také rozvijime digitalni kompetence zaku.

1. PRIKLAD — CISELNE HODNOTY TEPLOTNICH ROZDILU At A AT

Ve fyzice a chemii se setkdvadme s mnoha vypocty, pti kterych u teplot vyjadienych ve stupnich
Celsia zménime jednotky na kelviny beze zmény jejich ¢iselné hodnoty. Je to mozné pouze
v ptipadech, kdy se pfi vypoctech musi zohlednit zména teploty. Napfiklad tepelna kapacita
C (a od ni odvozena mérna tepelna kapacita c), i teplo Q jsou zavislé na zméné teploty:

C=%==, c=—=—, Q = cmAt = cmAT.
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Uvedené veliCiny jsou platné jen v ur¢itém teplotnim rozmezi, proto je nutné pocitat se zménou
teploty At, resp. AT. Zabyvejme se dale rovnosti ¢iselnych hodnot At = AT. UkaZme si zpiisob,
jakym miZeme zakim na stfedni $kole tuto rovnost interpretovat uzitim digitalnich technologii.
Zavislost termodynamické teploty T na teploté t ve stupnich Celsia tak, jak ji pouzivaji
stiedoskolaci, je dana vztahem

T =t+273,15.

Jedna se tedy o zavislost linearni a tak bychom mohli zatadit tento piiklad do n¢které z hodin
matematiky s tématem linearni funkce a jeji uziti. Jisté¢ zdky zaujme vlastni vytvofeni
dynamického pocita¢ového modelu a nasledné experimentovani. Je vhodné zacit frontalni praci
zaku s ucitelem.

Na pocatku je tieba si uvédomit, Ze program GeoGebra pracuje s oznagenim y pro zavislou
proménnou (v nasem pfipadé termodynamicka teplota) a x pro nezédvislou proménnou, jak
zndme z hodin matematiky. Pro sestrojeni grafu zavislosti termodynamické teploty na teploté
ve stupnich Celsia tak, aby odpovidal realité, zvolime v piikazovém fadku algebraického okna
piikaz Funkce, z nabidky vybereme Funkce (Cislo, Pocdtecni hodnota x, Koncova hodnota x).
Takto zadame funkci s definiénim oborem (0, ). (Pojem ,,Cislo“ zde symbolizuje funkéni
predpis.) Pfipomenime, Ze termodynamicka teplota zac¢ina nulou, a této hodnoty soustava nikdy
nedosahne. Pracujeme s vy$$imi Ciselnymi hodnotami, proto efektivné upravime méfitko na
osach naptiklad rolovacim kole¢kem na pocitac¢ové mysi, nebo uzitim néstroje Pohybovat
s nakresnou. Pro lep§i vizualizaci nejjednodus§im zplisobem slovné popiSeme obé osy.
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OBRAZEK 1. Graf zavislosti termodynamické teploty na teploté ve stupnich Celsia

Dalsi postup je na samotnych z4cich. Pozadujeme vytvotreni dynamického modelu, ve kterém
by prokazali platnost At = AT. Podstatou je porovnavani délek tsecek. Zaénéme napiiklad na
ose x. Umistime na ni dva rtizné body A, B jako Bod na objektu. Vzdalenost téchto bodu
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prezentuje teplotni rozdil ve stupnich Celsia (At). Nyni potfebujeme odpovidajici body na grafu
funkce f, pfesngji jejich y-ové soufadnice. Pomoci nastroji Kolmice, Prisecik a Usecka
zobrazime y-ové soutadnice bodi C, D jako tsecky, v obrdzku 2 oznacené Ty, T,.
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OBRAZEK 2. Grafické zndzornéni AT

Poslednim krokem je zobrazeni ¢iselné hodnoty rozdilu T, — T;. Staci v ptikazovém fadku
definovat napt. ¢islo a = |BD| — |AC|. Program sam pies vzdalenosti bodli ukaze ¢iselnou
hodnotu poZadovaného rozdilu. Ptidrzenim tlagitka kurzoru pietdhneme &islo a z ptikazového
fadku do nakresny. Pokud jsme pracovali spravng, pii zméné polohy bodu A nebo B dostaneme
jiné &iselné vyjadieni, ale vzdy pro obé stupnice stejné. Bystiejsi studenti pouZiji v zapise pro
¢islo a dalsi absolutni hodnotu, jeZ zaru¢i vzdy nezaporny rozdil T, — T;. Graficky poéitadovy
model studenti vytvofili a nyni je prostor na algebraicky dikaz. Ten neni nijak slozity, jen nelze
opomenout poc¢ateéni podminky; T > 0, zvolme T; < T,, pak

T,—T, =t, + 273,15 — (t; + 273,15)
T, — T, = t, — t,, coz bylo dokazano.

Zéajemcim miZeme zadat jako domdci ukol vytvofit analogicky model s vyuzitim linearni

zavislosti hodnoty teploty ve stupnich Celsia na termodynamickeé teplote.

2. PRIKLAD — JAK VZNIKNE GRAF LINEARNI FUNKCE S ABSOLUTNi HODNOTOU?

Druhy ukazkovy piiklad je zaméfen na vytvoieni grafu linearni funkce s absolutnimi hodnotami
Z jednotlivych linearnich ¢asti definovanych na vybrané podmnozing realnych &isel. Ulohy
tohoto typu zaci fe$i jiz v prvnim ro¢niku stfedni Skoly. Prace s absolutni hodnotou byvé
zdlouhavé algoritmické postupy. UkaZeme si obraceny postup. Pipravime obrazek vysledného
grafu funkce pro zaky tak, ze vhodné ofizneme nami sestrojeny graf, prostiednictvim nastroje
Exportovat obrazek jej vlozime do nového *.ggb souboru, zde upevnime jeho pozici do
miizovych bodu, z nabidky oteviené pravym tla¢itkem mysi vybereme Uzamdeni a Obrazek na
pozadi.
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OBRAZEK 3. Graf vysledné funkce

Zaka se zeptame, jakym zptisobem byl vysledny graf sestrojen. Pom&mé rychle se shodneme,
Ze graf vznikl z navazujicich ¢asti riznych linearnich funkci definovanych na ur¢itém intervalu.
Nechame Zaky uzitim nastroji GeoGebry sestrojit vSechny tvofici ¢asti ptimek a poté najit
jejich ptedpisy véetné dulezitych intervall. V algebraickém okné vidime rovnice poloptimek,
v piipadé tsecky se jednd o jeji délku, nikoli rovnici. Tu ziskdme prolozenim piimky.
C = (-3,-5) T
D = (-7,-5) :
. f:Poloprimka(C, D)
S 5 3
E=(13) g 2
g = Usecka(C,E)
- 8.04
F=(6,-7)

h : Poloprimka(E, F)
= 10x + 5y = 25

® textl = "f:y = -5

@ text2 = "h: 10x+ 5y = 25"

i : Primka(C, E)
® |
- 2t y=1
@ text3 =" k+y=1"

OBRAZEK 4. Rovnice piimek potiebnych k sestrojeni grafu

Nakonec piedlozime zakim pivodni predpis funkce s absolutni hodnotou a provadime
standardni algebraické Upravy podle definice absolutni hodnoty, které nas dovedou k jiz
znamym vysledkim.
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Ukazalo se, Ze i tento zptisob zaky dokéze zaujmout, vice motivovat a posilit uvédomeéni
souvislosti algebraického a grafického pocinani. Pfiprava obrazku zabere uciteli se zakladnimi
dovednostmi ovladani programu GeoGebra jen nékolik minut. Ani situace, kdy Zakim
predlozime piimo original souboru, kde zaci v algebraickém okné vidi piedpis ptivodni funkce,
o mnoho nesnizi efektivitu dosazeni matematickych cili tlohy. Prace v hodin¢ probiha
prevazné frontalné, je zadouci spolecny zapis predpisi jednotlivych funkci (véetné defini¢nich
obort) na tabuli.

3. PRIKLAD — OD LINEARNI FUNKCE KE KVADRATICKE

V ucivu o elementarnich funkcich nasleduje po linearni funkci funkce kvadraticka. Ptiklad
vychazi pro zéky ze zndmého chemického vztahu a je ukdzkou plynulého ptechodu od linearni
zavislosti ke kvadratické. Souasné Zaci vlastnim experimentovanim s dynamickym
pocitacovym modelem odhaluji nékteré vlastnosti nové zavislosti proménnych. Také pii feSeni
této ulohy je dobré pracovat spole¢né se zaky.

Nechame Zzaky sestrojit v GeoGebte graf funkce dané piedpisem y = 14 —x pouze
vintervalu (0, 14). Zaéneme otazkou, zda se Zaci s touto zavislosti jiz nékde setkali. Jejich
reakce zpravidla neni nijak pfesvédgiva, proto poskytneme prvni napovédu. Vyzveme Zaky, aby
si predstavili ekvivalentni formy pfedpisu funkce. A to uz si nékteti uvédomi, ze soucet x + y
musi byt stale islo 14. V tu chvili ostatni, ktefi se dobfe orientuji v chemii, spravn¢ odpovi, ze
se jedna o vztah mezi vodikovym exponentem pH a analogickou veli¢inou pro hydroxidy pOH.
Plati pH + pOH = 14. Nyni zaky vyzveme, aby nadepsali ob& soufadné osy (opét nejjednodussi
zptisob vloZenim textu). Dohodnéme se, Ze zavislou veli¢inou bude pOH. Sestrojime vazany
bod A na grafu nasi funkce, viz obrazek 5, a vytvofeny dynamicky obrazek miizeme vyuzit
k procvicovani ¢i upeviiovani stanoveni hodnoty prvni nebo druhé veli¢iny na zakladé znalosti
hodnoty jedné z nich, ¢ehoz z4ci vyuzivaji pfedev§im v u¢ivu chemie. Vrat'me se k matematice.
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OBRAZEK 5. Graf zavislosti pOH na pH

S pomoci nastroji Kolmice nebo Rovnobézka sestrojme zbyvajici vrcholy pravothelniku
ABFD. Spojime-li tyto body nastrojem Mnohouhelnik, budeme moci vyuZit i nastroj Obsah
z nabidky ctvrté ikony zprava. Pohybem bodu A se méni rozméry pravouhelniku a také jeho
obsah. Otevira se prostor pro zakovské experimentovani a tvorbu hypotéz. Hleddme odpovéd
na otazku: ,,Jak se méni obsah se zménou polohy bodu A?“. Aktivita zaki byva v tomto
okamziku vysoka.
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Nastava chvile se vrétit k algebie. Zaci jsou v tuto chvili schopni ukazat, Ze nejvétsi hodnotu
obsahu ma &tverec o strané 7, &iselng 72 = 49. Také zndme vzorec pro vypocet obsahu S
obdélnika o stranach a,b, S = a-b. Napovime, Ze vzorec obsahuje vice proménnych.
Ponechejme obsah jako zavislou proménnou a pozadujme jen jednu stranu jako nezavislou
proménnou. Sikovni Zaci si uvédomi provazanost bodu A s jeho polohou na linearnim grafu
a spravné odpovi, ze a + b = 14. A jiz miZeme pracovat se soustavou dvou rovnic:

S=a-'b
a+b=14
TpOH
LRSS
\\
12 N
N
10 k. &
8 g
I\\ A
e g
4 L
Obsah DFBA = 47.82
3 {
E B pH.
O Sid bt Ll LA O R e | i | et b e L e
-2
-

OBRAZEK 6. Obsah pravouhelniku

Zadny stiedoskolak by s vyjadienim obsahu S Vv zavislosti na jedné strané a nemél mit
problém. S = a(14 — a), po Gpravé S = —a® + 14a. Vidime, Ze veli¢iny nejsou linearné
zévislé, zavedeme zavislost kvadratickou.

Spoleéné se zaky definujeme v algebraickém okné bod M provdzany s bodem A naptiklad
tak, e do ptikazového fadku zapiseme M = (|BF|, 14|BF| — |BF|?). Zaskrtneme-li v nabidce
bodu M oteviené pravym tlatitkem mysi Zobrazit stopu, pohybem bodu A se vykresli
parabolicka draha vazaného bodu M (obrazek 7). A miZzeme dat opét prostor zdkiim k popisu
vlastnosti zobrazené kvadratické funkce, jejiz graf ptesné vykreslime na zakladé jiz znaAmého
funkéniho predpisu.



ULOHY O LINEARNICH FUNKCICH S UZITiM GEOGEBRY 25

-20

&4 2 ¢ Q=
g0 |POH )
& N R

o .
-
a0 ra o
30 i *
-
I’ .
' %
20 i 132
../ -
10 T s
D ——l
’ T s e u‘ﬁ' pH.
0l R B I E ST 101 2 30 A8 A8 1 A8 A% 20 31 g2

OBRAZEK 7. Vykresleni paraboly stopou objektu M

4. PRIKLAD — LINEARNI REGRESE

Ve zdravotni dokumentaci Servace B. jsou zaznamenany hodnoty télesné vysky v kazdém
roce jeho véku az do plnoletosti. Ciselné udaje chapeme jako statistické, zkusme se podivat na
jejich grafické rozlozeni. Vytvofime mnozinu uspotfddanych dvojic [veék (v letech), vyska
(v cm)], které zobrazime jako body.
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OBRAZEK 11. Bodovy graf zavislosti télesné vysky na véku

Otevieme v programu novy soubor a z nabidky Zobrazit vybereme Nékresnu a Tabulku. Do
sloupce A tabulky vyplnime hodnoty 1-18, do sloupce B &iselné udaje télesné vysky. Takto
pfipravenou tabulku pfetazenim mysi oznacime a pies jeji pravé tlacitko vybereme Vytvorit —
Seznam bodii. V nakresné se zobrazi bodovy graf. Pro lepsi vizualizaci bude nutné upravit
méfitko na obou osach.
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Na prvni pohled Zéci vidi, Ze poloha bodi se pfiblizuje néjaké ptimce. To znamena, Ze jejich
uspofadani je téméf linedrni a miizeme tuto pfimku najit uzitim dalSich nastrojt programu. Opé&t
ozna¢ime celou tabulku a kliknutim z nabidky druhé ikony nad tabulkou vybereme Regresni
analyza dvourozmérnych dat. Otevie se dal§i dialogové okno s grafem arovnici hledané
piimky. Z didaktického pohledu je zajimava diskuse zakt o tom, co nam vlastné graf fika,
k éemu jej dale vyuzit. AniZ si to sami uvédomuji, analyticky pracuji sredlnymi daty,
vyhodnocuji je, dedukuji prognézy. To v3e na pozadi aplikace vlastnosti linearni funkce, které
Vv tomto pfipad¢é surcitou pravdépodobnosti nejlépe charakterizuje vzajemny vztah télesné
vysky a véku jedince.

Vénujme jesté pozornost rovnici zobrazené piimky. Zaci v prvnim roéniku stiedni $koly
zpravidla je$té neumi spravné pojmenovat smérnicovy tvar rovnice ptimky, ale vi, jaky vyznam
maji koeficienty pro polohu grafu. Coz si mohou také ovétit diky pocitacovému modelu. Pod
zapisem rovnice piimky jsou umisténa dvé aktivni okna pro hodnoty zavislé a nezavislé
proménné. V ptipadé, Ze do okna pro x zapiSeme 0, kliknutim na okno y se zobrazi vypo¢tena
hodnota druhé proménné. Timto zpisobem muzeme sledovat, s jakou piesnosti se napfiklad
modelova hodnota vy3ky v ur¢itém véku blizi té skuteéné. Dalsi ptipadné vyuziti obrazku,
stejné tak i postup, jakym uréime vykreslenou piimku, uz ponechame do uciva o statistice.
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OBRAZEK 12. Lineérni regrese

ZAVER

Vsechny uvedené pifklady mapuji linearni funkci z riznych pohledi a v riznych aplikacich,
prezentuji uplatnéni ve fyzice, chemii, geometrii a statistice. Spojujicim ¢lankem je graf linearni
funkce, se kterym je mozné aktivné, efektivné a dynamicky pracovat diky digitalnim
technologiim. I timto zptisobem miize byt dosaZeno cilti vzdélavaci oblasti Matematika a jeji
aplikace. Mozna pro nékoho vypadaji Ulohy tohoto typu na prvni pohled naro¢né na piipravu
uditele a realizaci v hodinach, ptedev§im z diivodu zapojeni ICT do vyuky. Chce to jen odvahu
a nebat se udélat chybu technického charakteru, s jejim odstranénim ¢asto a ochotné pomohou
sami Z4ci. A také dokaZi ocenit snahu vyuéujiciho vyzkouset nové inovativni zplisoby vyuky
s vyuzitim digitalnich technologii.
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