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Abstrakt. V článku je ukázáno, že množiny kořen̊u bikvadratických poly-
nomů s reálnými koeficienty lze v komplexńı rovině charakterizovat pomoćı
regulárńıch kuželoseček (kružnice, hyperbola).
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1. Úvod

Studium vlastnost́ı množin bod̊u určených algebraickými výrazy patřilo a stále
patř́ı mezi d̊uležitá témata matematiky, resp. algebry. Zájem se mimo jiné např.
soustřed’uje do oblasti vlastnost́ı křivek určených polynomy daného stupně, nebo na
zkoumáńı vlastnost́ı n-úhelńık̊u jejichž vrcholy se nacháźı v nekolineárńıch kořenech
zmı́něných polynomů. Mezi klasické problémy řešené celou řadou autor̊u tak můžeme
zařadit studium polynomů stupně 3 s reálnými nebo komplexńımi koeficienty.

Anatriello & Vincenzi se v [1] zabývaj́ı normovanými polynomy stupně 3, tj. po-
lynomy ve tvaru f(x) = x3+a2x

2+a1x+a0 s reálnými koeficienty a2, a1, a0, jejichž
(komplexńı) kořeny z1, z2, z3 pro pevně zvolené hodnoty koeficient̊u a1, a2 zkoumaj́ı
jako množiny bod̊u v rovině v závislosti na hodnotě koeficientu a0. V článku uka-
zuj́ı, že množinou kořen̊u polynomu stupně 3 je sjednoceńı množiny reálných č́ısel
a množiny bod̊u tvoř́ıćıch hyperbolu, jej́ıž rovnice záviśı pouze na hodnotách koe-
ficient̊u a1, a2. Jako d̊uležitý výchoźı předpoklad uváděj́ı následuj́ıćı větu.

Věta 1.1. (Siebeck-Marden) Necht’ f je polynom stupně 3 s komplexńımi koefici-
enty, jehož kořeny z1, z2 a z3 jsou nekolineárńı body v komplexńı rovině, a dále
necht’ T je trojúhelńık s vrcholy v kořenech polynomu f . Pak existuje právě jedna
elipsa Ein, která je vepsaná trojúhelńıku T , jehož strany jsou v bodech dotyku (středy
stran) současně tečnami elipsy. Ohnisky elipsy Ein jsou kořeny polynomu f ′.1

Poznámka 1.2. Elipsa Ein popsaná v předchoźı větě je v literatuře označována
jako Steinerova vepsaná elipsa. Za zmı́nku stoj́ı skutečnost, že Steinerova vepsaná
elipsa je vepsanou elipsou s největš́ım obsahem.2 V literatuře, např. [5, 10] je dále
zmiňována Steinerova opsaná elipsa Ecir, jej́ıž střed se nacháźı v těžǐsti trojúhelńıku
T a jej́ıž obsah je minimálńı vzhledem ke všem elipsám opsaným trojúhelńıku T .

Minda & Phelps se v článku [8] zaměřuj́ı na vztahy mezi kořeny polynomů stupně
3 a kořeny derivaćı těchto polynomů, přičemž vycháźı zejména z tvrzeńı Gauss-
Lucasovy věty.
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Věta 1.3. (Gauss-Lucas) Necht’ f(z) = anz
n+an−1z

n−1+. . .+a1z+a0 je polynom
stupně n s komplexńımi koeficienty, tj. f(z) ∈ C[z]. Pak kořeny polynomu f ′(z) =
nanz

n−1 + (n − 1)an−1z
n−2 + . . . + a1 lež́ı uvnitř konvexńıho obalu, jehož vrcholy

tvoř́ı kořeny polynomu f(z).

Z daľśıch předpoklad̊u v článku autory uvedených zmiňme vztah mezi kořeny a
koeficienty polynomů f a f ′. Jestliže zj , 1 ≤ j ≤ n jsou kořeny f a z′j, 1 ≤ j ≤ n−1

kořeny f ′, pak z rovnost́ı
an−1

an
= −(z1 + . . .+ zn),(1.1a)

(n− 1)an−1

nan
= −(z′1 + . . .+ z′n−1),(1.1b)

vyplývá, že

(1.2)
1

n
(z1 + . . .+ zn) =

1

n− 1
(z′1 + . . .+ z′n−1).

Z rovnosti uvedené v rovnici (1.2) vyplývá, že n-úhelńıky s vrcholy v kořenech
polynomů f a f ′ maj́ı shodné těžǐstě. V článku dále rovněž zmiňuj́ı vztah mezi
kořeny polynomů f a f ′ a Steinerovou vepsanou elipsou Ein, kde poznamenávaj́ı,
že speciálńım př́ıpadem elipsy Ein pro násobné kořeny polynomu f ′ je kružnice, tj.
př́ıpad, kdy kořeny f ′ tvoř́ı rovnostranný trojúhelńık.

Clifford & Lachance se v článćıch [3, 4] zabývaj́ı podmı́nkami, za kterých je
možné zobecnit Siebeck-Mardenovu větu (v článku označena jako Bôcher-Graceova
věta) a uvád́ı mimo jiné tvar zmı́něné věty pro konvexńı čtyřúhelńıky a polynomy
stupně 4.

Věta 1.4. Necht’ P je rovnoběžńık, jehož vrcholy lež́ı v kořenech polynomu stupně
4. Pak existuje právě jedna elipsa Ein vepsaná do P, procházej́ıćı středy stran P a
maj́ıćı největš́ı obsah mezi vepsanými elipsami. Hlavńı osa Ein je totožná s regresńı
př́ımkou sestrojenou vzhledem ke kořen̊um polynomu f . Pokud je

f(z) = (z − z1)(z − z2)(z − z3)(z − z4)

monický polynom, pak stacionárńı body f lež́ı v ohnisćıch a středu Ein. Jestlǐze je
dále P konvexńı čtyřúhelńık r̊uzný od rovnoběžńıku, pak neexistuje vepsaná elipsa
procházej́ıćı středy všech stran P.

V článku se budeme zabývat redukovaným tvarem normovaného polynomu stupně
4 s reálnými koeficienty

(1.3) f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0,

kde polož́ıme a3 = a1 = 0, tj. bikvadratickými polynomy (polynomy se sudými
exponenty)

(1.4) f(x) = x4 + a2x
2 + a0.

Podle rovnice (1.1a) pro kořeny polynomu určeného rovnićı (1.4) plat́ı

z1 + z2 + z3 + z4 = 0,

přičemž kořeny lež́ı na kružnici se středem v počátku. Kořeny tedy můžeme vyjádřit
ve tvaru

(1.5) z1,2,3,4 = ±a± bi,
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nebo

(1.6) z1,2 = ±a, z3,4 = ±bi,

kde a, b ∈ R.

V př́ıpadě, že kořeny rovnice (1.4) jsou ve tvaru (1.5), pak zjednodušeńım rovnice

f(x) = (x− a− bi)(x+ a+ bi)(x− a+ bi)(x+ a− bi)

dostáváme

f(x) = x4 + 2(b2 − a2)x2 + (a2 + b2)2

a porovnáńım s rovnićı (1.4) dále soustavu rovnic

2(b2 − a2) = a2,

(a2 + b2)2 = a0,

kde

a = ±1

2

√

−a2 ± 2
√
a0,

b = ±1

2

√

a2 ± 2
√
a0.

(1.7)

V př́ıpadě, že kořeny rovnice (1.4) jsou ve tvaru (1.6), pak zjednodušeńım rovnice

f(x) = (x− a)(x + a)(x+ bi)(x− bi)

dostáváme

f(x) = x4 + (b2 − a2)x2 − a2b2

a porovnáńım s rovnićı (1.4) dále soustavu rovnic

b2 − a2 = a2,

−a2b2 = a0,

kde

a = ±
√
2

2

√

−a2 ±
√

a22 − 4a0,

b = ±
√
2

2

√

a2 ±
√

a22 − 4a0.

(1.8)

Záměrem článku je ukázat, že pokud budeme uvažovat množinu polynomů stupně
4 ve tvaru určeném rovnićı (1.4), pak jejich kořeny lež́ı bud’ na osách komplexńı ro-
viny, na osách kvadrant̊u komplexńı roviny nebo tvoř́ı v komplexńı rovině regulárńı
kuželosečku (kružnici či hyperbolu).

2. Bikvadratické polynomy s konstantńı hodnotou a0

Pro a2, a0 ∈ R bude

Fa0
= {x4 + a2x

2 + a0 ∈ R[x]}
označovatmnožinu polynomů fa2

s konstantńı hodnotou koeficientu a0 a proměnlivou
hodnotou koeficientu a2 a

SFa0
= {z ∈ C : ∃fa2

∈ Fa0
, fa2

(z) = 0}
bude označovat množinu jejich řešeńı.
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Obr. 1. Množiny kořen̊u polynomů fa2
= x4 + a2x

2 + a0, pro a0 = 50 (vněǰśı),
a0 = 30 (prostředńı) a a0 = 10 (vnitřńı kruh). Grafy byly vytvořeny pomoćı

softwaru Geogebra, pro a2 ∈ [−20, 20], krokováńı s hodnotou 0,1.

Jestliže a0 ≤ 0, pak podle rovnic (1.7) a (1.8) lež́ı všechny kořeny polynomů fa2

pouze na reálné (a2 ≤ 0) nebo imaginárńı ose (a2 > 0). V př́ıpadě, že a0 > 0, pak
podle rovnic (1.7) a (1.8) maj́ı polynomy fa2

• pro a2 ≤ 0 ∧ a22 > 4a0 pouze reálné kořeny,
• pro a2 > 0 ∧ a22 > 4a0 pouze ryze imaginárńı kořeny,
• pro a22 ≤ 4a0 komplexńı kořeny lež́ıćı na kružnici Ka0

určené rovnićı

x2 + y2 =
√
a0.

Poznámka 2.1. Kružnici Ka0
budeme označovat jako kružnici přidruženou množině

bikvadratických polynom̊u Fa0
.

Následuj́ıćı tvrzeńı, které shrnuje výše uvedené poznámky, je analogické k (věta
2.1.) v [1], d̊ukaz viz tamtéž.

Věta 2.2. Necht’ a0 ∈ R\{0} a SFa0
je množina kořen̊u všech polynom̊u fa2

, které

nálež́ı množině Fa0
= {x4 + a2x

2 + a0, a2 ∈ R}. Pak SFa0
= Ka0

∪ I, kde Ka0
je

kružnice přidružená množině bikvadratických polynom̊u Fa2
a I je množina kořen̊u

lež́ıćıch na osách roviny komplexńıch č́ısel.

3. Bikvadratické polynomy s konstantńı hodnotou a2

Pro a2, a0 ∈ R bude

Fa2
= {x4 + a2x

2 + a0 ∈ R[x]}



O KOŘENECH BIKVADRATICKÝCH POLYNOMŮ 53

Obr. 2. Množiny kořen̊u polynomů fa0
= x4 + 3x2 + a0 (nahoře) a

fa0
= x4 − 3x2 + a0 (dole), a0 ∈ [−200, 200]. Pro a0 ∈ R tvoř́ı kořeny polynomů

množinu, která je sjednoceńım reálné osy, imaginárńı osy a hyperboly s rovnićı
2y2 − 2x2 − 3 = 0 (nahoře), resp. 2y2 − 2x2 + 3 = 0 (dole). Grafy byly vytvořeny

pomoćı softwaru Geogebra, pro a0 bylo použito krokováńı s hodnotou 0,1.

označovatmnožinu polynomů fa0
s konstantńı hodnotou koeficientu a2 a proměnlivou

hodnotou koeficientu a0 a

SFa2
= {z ∈ C : ∃fa0

∈ Fa2
, fa0

(z) = 0}
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bude označovat množinu jejich řešeńı.

Jestliže je a2 = 0, pak podle rovnic (1.7) a (1.8) pro a0 ≤ 0 lež́ı kořeny polynomů
fa0

na osách komplexńı roviny (tj. polynomy maj́ı pouze reálné nebo ryze imaginárńı
kořeny), pro a0 > 0 lež́ı kořeny polynomů fa0

na osách 1. a 3. (resp. 2. a 4.)
kvadrantu komplexńı roviny.

Jestliže je a2 6= 0∧ a0 ≤ a2

2

4
, pak podle rovnic (1.7) a (1.8) lež́ı kořeny polynomů

fa0

• pouze na reálné ose pro a2 < 0 ∧ a0 ≥ 0,
• po dvou na reálné a imaginárńı ose pro a0 < 0,
• pouze na imaginárńı ose pro a2 > 0 ∧ a0 ≥ 0.

Pro a2 6= 0 ∧ a0 > a2
2

4
maj́ı polynomy fa0

komplexńı kořeny lež́ıćı na hyperbole
Ha2

určené rovnićı

(3.1) 2y2 − 2x2 − a2 = 0,

kde

• pro a2 < 0 je hlavńı osa hyperboly Ha2
shodná s reálnou osou, jej́ı ohniska

jsou
F1,Ha2

[−√
a2, 0], F2,Ha2

[
√
a2, 0]

• pro a2 > 0 je hlavńı osa hyperboly Ha2
shodná s imaginárńı osou, jej́ı

ohniska jsou

F1,Ha2
[0,−i

√
a2], F2,Ha2

[0, i
√
a2].

Poznámka 3.1. Z výše uvedeného je zřejmé, že rovnice hyperbolHa2
záviśı pouze na

hodnotě koeficientu a2. HyperboluHa2
budeme označovat jako hyperbolu přidruženou

množině bikvadratických polynom̊u Fa2
.

Poznámka 3.2. Jestliže je a2 = 0 a a0 > 0, pak lež́ı kořeny polynomů fa0
na osách

1. a 3. (resp. 2. a 4.) kvadrantu komplexńı roviny, které jsou současně asymptotami
hyperbol Ha2

.

Následuj́ıćı tvrzeńı, které shrnuje výše uvedené poznámky, je analogické k (věta
2.1.) v [1], d̊ukaz viz tamtéž.

Věta 3.3. Necht’ a2 ∈ R \ {0} a SFa2
je množina kořen̊u všech polynom̊u, které

nálež́ı množině Fa2
= {x4 + a2x

2 + a0, a0 ∈ R}. Pak SFa2
= Ha2

∪ I, kde Ha2
je

hyperbola přidružená množině bikvadratických polynom̊u Fa2
a I je množina kořen̊u

lež́ıćıch na osách roviny komplexńıch č́ısel.

4. Steinerovy elipsy

V př́ıpadě, že má polynom fa0
po třech nekolineárńı kořeny, pak tyto kořeny

podle věty (1.4) tvoř́ı v komplexńı rovině rovnoběžńık, kterému lze jednoznačně
přǐradit dvě Steinerovy elipsy. Elipsa Ein má podle věty (1.4) největš́ı obsah mezi
vepsanými elipsami (obr. 1), elipsa Ecir (obr. 2) pak mezi opsanými elipsami obsah
minimálńı [5, 10].

Podle věty (1.4) jsou stacionárńı body polynomu fa0
totožné se středem a ohnisky

elipsy Ein, jejich polohu urč́ıme z derivace polynomu fa0
, kterou je polynom

(4.1) f ′

a0
= 4x3 + 2a2x = 4x

(

x2 +
a2
2

)

.

Střed elipsy Ein se nacháźı v počátku a dále
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Obr. 3. Steinerova elipsa vepsaná do rovnoběžńıku s vrcholy v kořenech
polynomu f(x) = x4 + 9x2 + 100, ohnisky elipsa jsou komplexńı kořeny polynomu
f ′(x) = 4x3 + 18x (vlevo). Steinerova elipsa vepsaná do rovnoběžńıku s vrcholy v

kořenech polynomu g(x) = x4 − 9x2 − 100, ohnisky elipsa jsou reálné kořeny
polynomu g′(x) = 4x3 − 18x (vpravo).

• pro a2 < 0 lež́ı ohniska na reálné ose, tj. F1,in[−
√

a2

2
, 0], F2,in[

√

a2

2
, 0],

• pro a2 > 0 lež́ı ohniska na imaginárńı ose, tj. F1,in[0,−i
√

a2

2
], F2,in[0, i

√

a2

2
].

Obr. 4. Steinerova elipsa opsaná rovnoběžńıku s vrcholy v kořenech polynomu
f(x) = x4 + 9x2 + 100 (vlevo). Steinerova elipsa opsaná rovnoběžńıku s vrcholy v

kořenech polynomu g(x) = x4 − 9x2 − 100 (vpravo).

Poznámka 4.1. Je zřejmé, že ohniska elipsy Ein jsou současně totožná s vrcholy
hyperboly Ha2

.

Poznámka 4.2. Střed opsané elipsy Ecir se nacháźı v počátku, ohniska Ecir jsou
totožná s ohnisky hyperboly Ha2

, tj.

• pro a2 < 0 lež́ı ohniska na reálné ose, tj. F1,cir[−
√
a2, 0], F2,cir[

√
a2, 0],

• pro a2 > 0 lež́ı ohniska na imaginárńı ose, tj. F1,cir[0,−i
√
a2], F2,cir[0, i

√
a2].

Poznámka 4.3. Steinerova vepsaná a opsaná elipsa maj́ı společný střed a společné
směry os, jsou tedy stejnolehlé, se středem stejnolehlosti v počátku [11].
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Př́ıklad 4.4. Koeficient stejnolehlosti Steinerových elips vzhledem k polynomům
určeným rovnićı (1.4) je

√
2, zapǐsme jejich rovnice.

Řešeńı 4.5. Pokud označ́ıme R(x), I(x) reálnou, resp. imaginárńı část kořen̊u rov-
nice (1.4), pak

(i) pro a0 > a2
2

4
je Ein určená rovnićı

x2

R(x)2
+

y2

I(x)2 = 1

a Ecir určená rovnićı

x2

2R(x)2
+

y2

2I(x)2 = 1,

(ii) pro a0 < 0 je Ein určená rovnićı

2x2

R(x)2
+

2y2

I(x)2 = 1

a Ecir určená rovnićı

x2

R(x)2
+

y2

I(x)2 = 1.

Poznámka 4.6. Vzhledem k hodnotě koeficientu stejnolehlosti pro poměr obsah̊u
vepsané a opsané Steinerovy elipsy plat́ı úměra Ein : Ecir = 1 : 2.

Poznámka 4.7. Ve speciálńım př́ıpadě pro a2 = 0 má polynom fa0
násobné kořeny,

které tvoř́ı v komplexńı rovině pravoúhelńık (čtverec), kterému je vepsaná a opsaná

kružnice, s poloměrem rin =
√

√

|a0|/2, resp. rcir = 4

√

|a0|.

5. Závěr

V článku jsme zkoumali množiny kořen̊u bikvadratických polynomů s reálnými
koeficienty. Ukázali jsme, že kromě kořen̊u lež́ıćıch na osách komplexńı roviny tvoř́ı
množiny kořen̊u regulárńı kuželosečky (kružnice, hyperbola). Kořen̊um polynomů
lze přǐradit Steinerovy elipsy (vepsanou a opsanou), jejichž rovnice záviśı na hod-
notách koeficient̊u a0, a2.
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