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O KORENECH BIKVADRATICKYCH POLYNOMU

LUDEK SPICHAL

ABSTRAKT. V ¢lanku je ukazdno, ze mnoziny kofenu bikvadratickych poly-
nomu s redlnymi koeficienty lze v komplexni roviné charakterizovat pomoci
reguldrnich kuzelosecek (kruznice, hyperbola).

1. Uvop

Studium vlastnosti mnozin boda uréenych algebraickymi vyrazy patfilo a stéle
patil mezi dulezitd témata matematiky, resp. algebry. Zdjem se mimo jiné napf.
soustfed'uje do oblasti vlastnosti kiivek uréenych polynomy daného stupné, nebo na
zkoumani vlastnosti n-thelnika jejichz vrcholy se nachdzi v nekolinedrnich kofenech
zminénych polynomu. Mezi klasické problémy feSené celou fadou autoru tak muzeme
zafadit studium polynomu stupné 3 s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty.

Anatriello & Vincenzi se v [1] zabyvaj{ normovanymi polynomy stupné 3, tj. po-
lynomy ve tvaru f(x) = 23 +asz®+ a1z +ag s redlnymi koeficienty as, a1, ag, jejichz
(komplexni) kofeny z1, 22, 23 pro pevné zvolené hodnoty koeficientl a;, ag zkoumaji
jako mnoziny bodu v roviné v zavislosti na hodnoté koeficientu ag. V ¢lanku uka-
zuji, ze mnozinou kofent polynomu stupné 3 je sjednoceni mnoziny redlnych cisel
a mnoziny bodu tvoficich hyperbolu, jejiz rovnice zavisi pouze na hodnotéach koe-
ficienti a1, as. Jako dulezity vychozi predpoklad uvadéji nasledujici vétu.

Véta 1.1. (Siebeck-Marden) Necht f je polynom stupné 3 s komplexnimi koefici-
enty, jehoZ koreny z1,z2 a z3 jsou nekolinedrni body v komplexni roviné, a ddle
necht T je trojihelnik s vrcholy v kovenech polynomu f. Pak existuje prdvé jedna
elipsa Ein, kterd je vepsand trojihelniku T, jehoZ strany jsou v bodech dotyku (stredy
stran) soucasné tecnami elipsy. Ohnisky elipsy Ein jsou koreny polynomu f'.1

Pozndamka 1.2. Elipsa &;, popsand v predchozi vété je v literatufe oznaCovéana
jako Steinerova vepsand elipsa. Za zminku stoji skute¢nost, ze Steinerova vepsana
elipsa je vepsanou elipsou s nejvétsim obsahem.? V literatute, napt. [5, 10] je déle

T a jejiz obsah je minimalni vzhledem ke vSem elipsdm opsanym trojihelniku 7.

Minda & Phelps se v éldnku [8] zaméiuji na vztahy mezi koFeny polynomu stupné
3 a koteny derivaci téchto polynomu, pficemz vychdzi zejména z tvrzeni Gauss-
Lucasovy véty.
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1Diikaz napft. v [2, 6, 7].

2Vice o o Steinerové vepsané elipse napf. [8, 9].
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Véta 1.3. (Gauss-Lucas) Necht f(2) = an2"+an—12""1+.. . 4a12+ag je polynom
stupné n s komplexnimi koeficienty, tj. f(z) € Clz]. Pak korfeny polynomu f'(z) =
na,z""t + (n— 1)an_1z"_2 + ...+ ay lezi uvnit konvexniho obalu, jehoZ vrcholy
tvort koteny polynomu f(z).

Z dalgich predpokladu v ¢lanku autory uvedenych zminme vztah mezi kofeny a
koeficienty polynomi f a f’. Jestlize z;,1 < j < n jsou koteny f a 2,1 <j<n-—1
kotfeny f’, pak z rovnosti

(1.1a) “Z* = —(z1+...+ ),
n—1)a,_
(1.1b) (71% =—(e1+...+21),
vyplyva, ze
1
(1.2) ﬁ(zl+"'+zn):n_1(21+"'+2;*1)'

Z rovnosti uvedené v rovnici (1.2) vyplyvé, ze n-tihelniky s vrcholy v kofenech

kofeny polynomu f a f’ a Steinerovou vepsanou elipsou &;,, kde poznamenavajf,
7e specidlnim pfipadem elipsy &;, pro ndsobné kofeny polynomu f’ je kruznice, tj.
piipad, kdy kofeny f’ tvoif rovnostranny trojihelnik.

Clifford & Lachance se v ¢lancich [3, 4] zabyvaji podminkami, za kterych je
mozné zobecnit Siebeck-Mardenovu vétu (v ¢ldnku oznaéena jako Bocher-Graceova
véta) a uvadi mimo jiné tvar zminéné véty pro konvexni ¢tyfuhelniky a polynomy
stupné 4.

Véta 1.4. Necht P je rovnobénik, jehoz vrcholy le#i v koFenech polynomu stupné
4. Pak existuje pravé jedna elipsa E;, vepsand do P, prochdzejici stiedy stran P a
magjict nejuétsi obsah mezi vepsanymi elipsami. Hlavni osa E;y, je totoind s regresni
primkou sestrojenou vzhledem ke korendm polynomu f. Pokud je

f(z) =(z—21)(z — 22)(z — 23)(z — 24)
monicky polynom, pak staciondrni body f lezi v ohniscich a stiedu &E;y,. Jestlize je

ddle P konvexni étyrihelnik rizny od rovnobéZniku, pak neexistuje vepsand elipsa
prochazejici stiedy viech stran P.

V c¢lanku se budeme zabyvat redukovanym tvarem normovaného polynomu stupné
4 s redlnymi koeficienty

(1.3) f(z) = 2* + azz® + apx? + a1x + ao,

kde polozime a3 = a; = 0, tj. bikvadratickymi polynomy (polynomy se sudymi
exponenty)

(1.4) f(z) = 2zt 4+ agz® + ay.
Podle rovnice (1.1a) pro kofeny polynomu uréeného rovnici (1.4) plat{
Zl+22—|—23—|—24:0,

pfi¢emz kofeny lezi na kruznici se stfedem v poc¢étku. Kofeny tedy muzeme vyjadfit
ve tvaru

(15) 21,2,3,.4 = +a + b’L,



O KORENECH BIKVADRATICKYCH POLYNOMU 51

nebo
(16) 21,2 = :I:a, 23,4 = :l:bl,
kde a,b € R.

V piipadé, ze koteny rovnice (1.4) jsou ve tvaru (1.5), pak zjednodusenim rovnice
fl@)y=(x—a—-bi)(x+a+bi)(x—a+bi)(z+a—bi)
dostédvame
f(x) =z +2(b* — a®)z? + (a® + b?)?
a porovnanim s rovnici (1.4) ddle soustavu rovnic
2(b% — a?) = a,
(a® +b%)* = ap,

kde
a= :I:%\/—ag + 2+/ag,
(1.7)

1
b=t5\ a2 % 2V/a0.

V piipadé, ze kofeny rovnice (1.4) jsou ve tvaru (1.6), pak zjednodugenim rovnice
F(2) = (@ — a)(@ + a) (@ + bi)(x — bi)
dostavame
f(x) =2 4+ (b — a*)2® — a®V?
a porovnanim s rovnici (1.4) déle soustavu rovnic
b2 — 2

—a = ag,
—a?b? = ay,
kde
2
a= :I:g\/—ag + Va2 — 4ao,
(1.8)

b= ig \/ag + \V a22 — 4@0.

Zameérem clanku je ukazat, ze pokud budeme uvazovat mnozinu polynomu stupné
4 ve tvaru uréeném rovnici (1.4), pak jejich kofeny lez{ bud na oséch komplexn{ ro-
viny, na osach kvadrant komplexni roviny nebo tvoii v komplexni roviné reguldrni
kuzelosecku (kruznici ¢ hyperbolu).

2. BIKVADRATICKE POLYNOMY S KONSTANTN{ HODNOTOU ao

Pro as, a9 € R bude

Fay = {2t + a22® + ag € R[2]}
oznacovat mnozinu polynomu f,, s konstantni hodnotou koeficientu ag a proménlivou
hodnotou koeficientu as a

S]:ao = {Z = C : Elfaz S -7:11()7f112(z) = 0}

bude oznacovat mnozinu jejich feseni.
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Obr. 1. Mnoziny kofenti polynomii f,, = 2% + a22? + ag, pro ag = 50 (vngjsi),
ap = 30 (prostiedni) a ag = 10 (vnitini kruh). Grafy byly vytvofeny pomoci
softwaru Geogebra, pro as € [—20, 20], krokovéni s hodnotou 0,1.

Jestlize ag < 0, pak podle rovnic (1.7) a (1.8) lezi vSechny kofeny polynomi f,,
pouze na reilné (az < 0) nebo imagindrni ose (az > 0). V piipadé, ze ag > 0, pak
podle rovnic (1.7) a (1.8) maji polynomy fq,

e pro az < 0 A a > 4ag pouze realné koteny,
e pro az > 0 A a3 > 4ag pouze ryze imaginarni kofeny,
e pro a3 < 4ag komplexn{ kofeny lezici na kruznici K,, uréené rovnici

z? —|—y2 = \/50.

Pozndmka 2.1. Kruznici Ky, budeme oznacovat jako kruznici pridruZenou mnoziné
bikvadratickych polynomi Fg,.

Naésledujici tvrzeni, které shrnuje vyse uvedené poznamky, je analogické k (véta
2.1.) v [1], dikaz viz tamtéz.
Véta 2.2. Necht ag € R\ {0} a Sr, je mnozina kofeni vsech polynomii fa,, které
ndlezi mnoziné F,, = {x* + asx® + ag,az € R}. Pak S;% = Koy UZ, kde Kq, je
kruznice pridruZend mnoziné bikvadratickych polynomi Fo, a L je mnoZina kotent
lezicich na osdch roviny komplexnich cisel.

3. BIKVADRATICKE POLYNOMY S KONSTANTN{ HODNOTOU as

Pro as, a9 € R bude
Fay = {a:4 +asz® +ag € Rlz]}
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Obr. 2. Mnoziny kofenti polynomi f,, = z* + 322 + ag (nahote) a
fao = 2* — 322 + ag (dole), ag € [—200,200]. Pro ag € R tvoii kofeny polynomi
mnozinu, kterd je sjednocenim realné osy, imagindrni osy a hyperboly s rovnici
2y? — 222 — 3 = 0 (nahote), resp. 2y — 222 + 3 = 0 (dole). Grafy byly vytvoreny
pomoci softwaru Geogebra, pro ag bylo pouzito krokovani s hodnotou 0,1.

oznatovat mnozinu polynomu f,, s konstantn{ hodnotou koeficientu as a proménlivou
hodnotou koeficientu ag a

S]_—a2 = {Z c (C . Elfao S ‘Fa27f¢10(z) = O}
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bude oznacovat mnozinu jejich feseni.

Jestlize je as = 0, pak podle rovnic (1.7) a (1.8) pro ag < 0 lezi kofeny polynomu
fao na osdch komplexni roviny (tj. polynomy maji pouze redlné nebo ryze imagindrni
kofeny), pro ag > 0 lez{ kofeny polynomu f,, na osidch 1. a 3. (resp. 2. a 4.)
kvadrantu komplexni roviny.

Jestlize je as # 0Aag < %37 pak podle rovnic (1.7) a (1.8) lezi kofeny polynomu
fao
e pouze na realné ose pro as < 0 Aag > 0,
e po dvou na realné a imaginarni ose pro ag < 0,
e pouze na imaginarni ose pro ag > 0 A ag > 0.
Pro as # 0Aag > a4i maji polynomy f,, komplexni kofeny lezici na hyperbole
Ha, urcené rovnici

(3.1) 2y? — 20% —ay = 0,
kde

e pro az < 0 je hlavni osa hyperboly H,, shodnd s redlnou osou, jeji ohniska

jsou
P, [=Va2, 0], Fay,, [Vaz, 0]
e pro ag > 0 je hlavni osa hyperboly H,, shodnd s imagindrni osou, jeji

ohniska jsou

F17Ha2 [07 _7;\/ az|, F2,’Ha2 [O, 7:\/6112].
Pozndamka 3.1. Z vyse uvedeného je zfejmé, ze rovnice hyperbol H,, zavisi pouze na

hodnoté koeficientu as. Hyperbolu H,, budeme oznacovat jako hyperbolu pridruzZenou
mnoziné bikvadratickych polynomi F,,.

Pozndmka 3.2. Jestlize je aa = 0 a ag > 0, pak lezi kofeny polynomu f,, na osich
1. a 3. (resp. 2. a 4.) kvadrantu komplexni roviny, které jsou sou¢asné asymptotami
hyperbol H,,.

Naésledujici tvrzeni, které shrnuje vyse uvedené poznamky, je analogické k (véta
2.1.) v [1], diukaz viz tamtéz.

Véta 3.3. Necht az € R\ {0} a Sz,, je mnozina koreni viech polynomi, které
ndlezi mnoziné F,, = {x* + as2® + ag,a0 € R}. Pak Sfa2 = Ha, UL, kde Ha, je
hyperbola pridruiend mnoziné bikvadratickych polynomi F,, a T je mnoZina koteni
leZicich na osdch roviny komplexnich cisel.

4. STEINEROVY ELIPSY

V piipadé, ze ma polynom f,, po tfech nekolinedrni kofeny, pak tyto kofeny
podle véty (1.4) tvoii v komplexni roviné rovnobéznik, kterému lze jednoznaéné
piifadit dvé Steinerovy elipsy. Elipsa &;,, ma podle véty (1.4) nejvétsi obsah mezi
vepsanymi elipsami (obr. 1), elipsa &, (obr. 2) pak mezi opsanymi elipsami obsah
minimdln{ [5, 10].

Podle véty (1.4) jsou staciondrni body polynomu f,, totozné se stfedem a ohnisky
elipsy &in, jejich polohu uréime z derivace polynomu f,,, kterou je polynom
(4.1) fr, = 42% 4+ 2a0m = 4x(x2 + %)
Stred elipsy &;,, se nachézi v pocatku a dale
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Obr. 3. Steinerova elipsa vepsana do rovnobézniku s vrcholy v kofenech
polynomu f(x) = z* + 922 + 100, ohnisky elipsa jsou komplexn{ kofeny polynomu
f'(z) = 423 + 18z (vlevo). Steinerova elipsa vepsand do rovnobézniku s vrcholy v

kofenech polynomu g(z) = z* — 922 — 100, ohnisky elipsa jsou redlné koteny
polynomu ¢’'(z) = 423 — 18z (vpravo).

e pro az < 0 lezi ohniska na redlné ose, tj. Fi in[—+/%,0], Fain[\/ %, 0],
e pro ap > 0 lezi ohniska na imaginarni ose, tj. F1,in [0, =i/ %], F5,in[0, i/ %].

2y 4 2y

Fy

Obr. 4. Steinerova elipsa opsana rovnobézniku s vrcholy v kofenech polynomu
f(x) = z* +92% + 100 (vlevo). Steinerova elipsa opsana rovnobézniku s vrcholy v
kotenech polynomu g(x) = z* — 922 — 100 (vpravo).

Pozndmka 4.1. Je ziejmé, Ze ohniska elipsy &;, jsou soucasné totozna s vrcholy
hyperboly Ha,.

Pozndmka 4.2. Stied opsané elipsy &£ se nachazi v pocatku, ohniska &.;- jsou
totoznd s ohnisky hyperboly Ha,, tj.

e pro ap < 0 lezi ohniska na redlné ose, tj. Fi cir[—+/az2,0], F2 cir[y/a2, 0],

e pro az > 0 lezi ohniska na imaginarni ose, tj. Fi cir [0, —i/az], F2,cir[0, i/az).
Pozndmka 4.3. Steinerova vepsana a opsand elipsa maji spole¢ny stied a spole¢né
sméry os, jsou tedy stejnolehlé, se stfedem stejnolehlosti v pocdtku [11].
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Priklad 4.4. Koeficient stejnolehlosti Steinerovych elips vzhledem k polynomum
uréenym rovnici (1.4) je v/2, zapidme jejich rovnice.

Resend 4.5. Pokud oznacime R(z), Z(z) redlnou, resp. imaginarni ¢dst kofent rov-
nice (1.4), pak

. 2 . ~ 7 . z
(i) pro ag > - je &Ein urcend rovnici

a Eqir urcend rovnici

2 2
T N Yy _q,
2R (z)?  2Z(x)?
(ii) pro ag < 0 je &y uréend rovnici
222 2y?
T n v

a Eqir urcend rovnici

R(z)* = I(x)?

Pozndmka 4.6. Vzhledem k hodnoté koeficientu stejnolehlosti pro pomér obsaht
vepsané a opsané Steinerovy elipsy plati améra &, : Egirr = 1 : 2.

Pozndmka 4.7. Ve specidlnim piipadé pro as = 0 ma polynom f,, nasobné kofeny,
které tvofi v komplexni roviné pravoihelnik (&tverec), kterému je vepsand a opsand

kruznice, s polomérem 7;, = 1//|ao|/2, resp. reir = v/|aol-
5. ZAVER

V ¢lanku jsme zkoumali mnoziny kofenu bikvadratickych polynomt s redlnymi
koeficienty. Ukédzali jsme, ze kromé kofent lezicich na osdch komplexni roviny tvoii
mnoziny kofenu reguldrni kuzelosecky (kruznice, hyperbola). Kofenum polynomu
lze pfitadit Steinerovy elipsy (vepsanou a opsanou), jejichz rovnice zdvis{ na hod-
notéch koeficientu ag, as.
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